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Préface

La topologie différentielle est I’étude des variétés lisses et des applications différentiables
entre elles. Elle occupe une position centrale dans les mathématiques modernes, au carrefour
de 'analyse, de la géométrie et de la topologie algébrique.

Pourquoi la structure lisse est-elle si importante, au-dela de la seule structure topolo-
gique ? La réponse réside dans le fait qu’une variété topologique peut admettre plusieurs
structures différentiables non difféomorphes, voire aucune. Le résultat le plus spectaculaire
dans cette direction est dit & John Milnor (1956) : la sphére S7 admet exactement 28
structures différentiables distinctes, les sphéres exotiques. Plus surprenant encore, Simon
Donaldson (1983) et Michael Freedman (1982) ont montré que R* admet une infinité non
dénombrable de structures lisses exotiques, un phénomeéne propre a la dimension 4.

L’histoire de la topologie différentielle est jalonnée de contributions fondatrices. Hassler
Whitney a établi dans les années 1930 les bases de la théorie des variétés et démontré le
célébre théoréme de plongement qui porte son nom : toute variété lisse de dimension n
se plonge dans R?"*!. René Thom a introduit la théorie du cobordisme dans les années
1950, récompensée par la médaille Fields en 1958, établissant des liens profonds entre la
topologie différentielle et la topologie algébrique. Stephen Smale a démontré la conjecture
de Poincaré généralisée en dimension n > 5 (1961) et développé la théorie de Morse en
dimension infinie. John Milnor, outre sa découverte des sphéres exotiques, a apporté des
contributions décisives a la théorie de Morse, a la K-théorie et a la chirurgie des variétés.

Ce cours s’adresse aux étudiants de Master et de Doctorat. Nous supposons acquises
les bases de la topologie générale (espaces topologiques, compacité, connexité), de 'algébre
linéaire et de 'analyse dans R™ (théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions
implicites). Le cours se veut rigoureux : toutes les démonstrations essentielles sont présentées
en détail. Chaque chapitre comporte des exemples détaillés et des exercices de difficulté
graduée.

Bonne lecture et bon travail.



Chapitre 1

Variétés différentielles — Définitions et
exemples

1.1 Rappels topologiques

Nous rappelons ici les notions topologiques indispensables & la théorie des variétés. Le
lecteur familier avec ces concepts pourra passer directement a la
efsec :cartes-atlas.

Définition 1.1 (Espace topologique séparé). Un espace topologique (X, 7T ) est dit
séparé (ou de Hausdorff) si pour tous points distincts x,y € X, il existe des ouverts
UV eTtelsquexelU,yeVetUNV =0.

Définition 1.2 (Base dénombrable). Un espace topologique (X, 7)) est dit a base
dénombrable (ou second dénombrable) s'il existe une famille dénombrable B = {B,.}, .
d’ouverts de X telle que tout ouvert de X s’écrive comme réunion d’éléments de B.

Définition 1.3 (Paracompacité). Un espace topologique X est dit paracompact si tout
recouvrement ouvert de X admet un raffinement localement fini. Plus précisément,
pour tout recouvrement ouvert (U,)aca de X, il existe un recouvrement ouvert
(V3)pep de X tel que :

(i) pour tout 5 € B, il existe a € A avec V3 C U, ;

(ii) pour tout = € X, il existe un voisinage ouvert W de x tel que
{8 € B:WnNV;+# @} soit fini.

Proposition 1.4 (Les espaces a base dénombrable séparés sont paracompacts). Tout
espace topologique séparé a base dénombrable est paracompact.

\.

Démonstration. Soit X un espace séparé a base dénombrable B = { B, }, .- Soit (Ua)aca
un recouvrement ouvert de X. Pour chaque € X, choisissons a(z) tel que x € Uy (y), puis
n(x) € N tel que € By C Uy). Posons A, = {z € X : n(x) = k} pour k € N. Alors
X = Upen A

Pour construire un raffinement localement fini, on utilise une exhaustion compacte.



1.2. CARTES LOCALES ET ATLAS

Puisque X est séparé et a base dénombrable, on peut construire une suite (K;);>; de
compacts tels que K; C K41 et X = |J; K;. On pose C; = K; \ K1 (avec Ky = 9).
Chaque C}; est compact et contenu dans 'ouvert W; = lo(jH \ K (avec K_; = @).

Pour chaque j, le recouvrement (U, N W), de C; admet un sous-recouvrement fini

(Vi1 -, Vim,;) avec Vj; C Wj. La famille (Vj;);,; est un raffinement ouvert localement fini
de (Uy)a, car tout point de X posséde un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini des
W, O

Remarque 1.5. La paracompacité est essentielle pour ’existence de partitions de I'unité,
outil fondamental de la topologie différentielle (voir la
efsec :partitions-unite).

1.2 Cartes locales et atlas

Définition 1.6 (Variété topologique). Une variété topologique de dimension n est un
espace topologique M vérifiant :

(i) M est séparé;
(ii) M est a base dénombrable ;

(iii) M est localement euclidien de dimension n : pour tout p € M, il existe un
ouvert U contenant p, un ouvert U C R" et un homéomorphisme ¢: U — U.

Définition 1.7 (Carte locale). Une carte locale (ou carte) sur une variété topologique
M de dimension n est un couple (U, ) ot U est un ouvert de M et ¢: U — UcCR"
est un homéomorphisme sur un ouvert U de R™. On dit que U est le domaine de la
carte et ¢ la paramétrisation locale (ou application coordonnée).

Si o(p) = (z4(p),...,2"(p)), les fonctions x!,... ,2": U — R sont appelées les
coordonnées locales associées a la carte (U, ¢).

Définition 1.8 (Atlas). Un atlas sur une variété topologique M est une famille de
cartes A = {(Ua, Pa)}oea telle que M =, ey Ua.

Définition 1.9 (Changement de cartes et atlas lisse). Soient (U,, pa) €t (Us, ¢3)
deux cartes d'un atlas A sur M avec U, N Up # @. L’application de transition (ou
changement de cartes) est ’homéomorphisme

0 095" a(Us NUs) — 0p(Us N Up).

L’atlas A est dit C*°-lisse (ou simplement lisse) si toutes les applications de transition
sont des difféeomorphismes C'*° entre ouverts de R".




CHAPITRE 1. VARIETES DIFFERENTIELLES — DEFINITIONS ET EXEMPLES

%0)

lﬂi]‘
¥B O Py

R™ R"

FIGURE 1.1 — Atlas et changement de cartes sur une variété M.

Définition 1.10 (Compatibilité et atlas maximal). Deux atlas lisses A et A" sur M
sont dits compatibles si AU A’ est encore un atlas lisse. La relation de compatibilité
est une relation d’équivalence.

Un atlas lisse A est dit mazimal s’il n’est contenu dans aucun atlas lisse strictement
plus grand. Tout atlas lisse A est contenu dans un unique atlas maximal A, défini
par :

A = {(U, ) carte sur M : (U, ) est compatible avec toute carte de A} .

1.3 Structure différentiable

Définition 1.11 (Variété différentielle lisse). Une wvariété différentielle lisse (ou
simplement variété lisse) de dimension n est un couple (M, A) ott M est une variété
topologique de dimension n et A est un atlas maximal lisse sur M. L’atlas maximal
A est appelé la structure lisse (ou structure différentiable) de M.

En pratique, on spécifie une variété lisse en donnant un atlas lisse A quelconque; la
structure lisse sous-jacente est alors A.

Remarque 1.12. Par abus de notation, on écrira souvent M au lieu de (M, A) lorsque
la structure lisse est claire du contexte. On parlera de variété lisse de dimension 7, ou
de n-variété lisse.

10



1.4. EXEMPLES FONDAMENTAUX

Remarque 1.13. Une méme variété topologique peut admettre des structures lisses non
diffeomorphes. Le résultat célebre de Milnor (1956) affirme que S7 admet exactement
28 classes de structures lisses. En dimension 4, la situation est encore plus remarquable :
R* admet une infinité non dénombrable de structures lisses exotiques (Donaldson,
Freedman).

1.4 Exemples fondamentaux

1.4.1 L’espace euclidien R” et ses ouverts

Exemple 1.14 (R™ comme variété lisse). L’espace R™ muni de l'atlas & une seule
carte A = {(R™,Idgn)} est une variété lisse de dimension n. Il est séparé, a base
dénombrable (les boules ouvertes & centre rationnel et rayon rationnel forment une
base), et trivialement localement euclidien.

Exemple 1.15 (Ouverts de R"). Plus généralement, tout ouvert U C R" est une
variété lisse de dimension n, muni de l'atlas {(U,¢)} ou ¢: U — R™ est I'inclusion.
Plus généralement encore, tout ouvert d’une variété lisse hérite naturellement d’une
structure de variété lisse.

1.4.2 Les sphéres 5"

Exemple 1.16 (La sphére S™). La sphére unité de R™! est définie par

S = {x = (2% 2',...,2") e R"; Z(gﬂf = 1},

1=0

Elle est munie d’un atlas & deux cartes, les projections stéréographiques depuis le pole
nord N = (1,0,...,0) et le pole sud S = (—1,0,...,0) :

on: S"\{N} — R", on(z®, zt, ... 2" =

vg: S"\{S} — R", os(x®, 2, ... 2") =

11
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N

Sn

RIL

S on(p)

FIGURE 1.2 — Projection stéréographique de S™ depuis le pole nord N.

Proposition 1.17 (Lissité de latlas stéréographique). L’atlas A =
{(S"\{N},0on), (S"\ {S},ps)} est un atlas C>-lisse sur S™.

Démonstration. L’intersection des domaines est S™ \ {N, S}, et les images par ¢y et
@gs de cet ensemble sont toutes deux R"™ \ {0}. Calculons le changement de cartes. Soit
y=on(z) = (', 2") € R™\ {0}. Alors

($1)2+"'+(£€n)2_]_—(ZL‘O)Z_]_—f—JZO

2 = - - .
lyll” = (1 —x0)2 (1—20)2 1 —2a0
D’autre part,
1 1 1—aY N
= o) = (1 SR R
esle) = el ) = e ey ) T
Plus directement, on a
1 L " 1—2% " 1
QDS(ZL')—l_i_xO(.Z',,l’)—m(l‘,,l’)—wy

Ainsi, 'application de transition est
_ Y n
(ps o) (y) = e YR
C’est I'inversion par rapport a la sphére unité, qui est un difféomorphisme C'* de R™\ {0}

dans lui-méme (chaque composante est une fraction rationnelle de dénominateur non
nul). O

1.4.3 Espaces projectifs

Exemple 1.18 (L’espace projectif réel RP™). L’espace projectif réel RP™ est ’ensemble
des droites vectorielles de R™™!, c’est-a-dire le quotient

RP" = (R™"\ {0})/~,

ol z ~ y si et seulement si x = \y pour un certain A € R*. On note [2° : 2 : -+ : 2"

12



1.4. EXEMPLES FONDAMENTAUX

la classe de (2%, 2%, ... z").
Pour i = 0,1,...,n, posons U; = {[z% : - -+ : 2] : 2’ # 0} et définissons
0 /? n
. 0. ... . 2 Z &
;i Uy — R, [z x”]%(;,,;,,;),

ot le chapeau indique 'omission du terme z’/z* = 1. L’atlas {(U;, ¢;)};, est un atlas
lisse sur RP"”, ce qui en fait une variété lisse compacte de dimension n.

Vérifions la lissité des changements de cartes. Pour i # j, I'image ¢;(U; N U;) est
I'ensemble des (¢',...,t") € R™ avec t/ # 0 (si j < i) ou /"1 # 0 (si j > 1,

car la j-éme coordonnée est décalée). Par exemple, pour i = 0 et j = 1, on a
oot ) =1ttt 7], donc
-1 1 n 1 n 1 t2 "
(propg )t ..., t")=pi([L:t - :2"]) = T )

définie sur {t € R" : t! # 0}. C’est une application C* (fractions rationnelles de
dénominateur non nul). Le cas général est analogue.

Exemple 1.19 (L’espace projectif complexe CP™). De maniére analogue, 1'espace
projectif complexe est

CP" = (C"*"\ {0})/~,

oll z ~ w si z = Aw pour A € C*. En identifiant C" = R?", les cartes p;: U; — C" =
R?" définissent un atlas lisse, faisant de CP™ une variété lisse compacte de dimension
réelle 2n.

1.4.4 Le tore

Exemple 1.20 (Le tore T"). Le tore de dimension n est le quotient
T?’L — RH/ZTL,

ou Z" agit par translations entiéres. La projection canonique 7: R” — T" est un
homéomorphisme local. Si p = 7(z) et U est un ouvert de R" contenant = et suffi-
samment petit pour que 7|y soit injective (par exemple une boule ouverte de rayon
< 1/2), alors (7(U), (7|y)~!) est une carte locale. L’atlas ainsi obtenu est lisse car
les changements de cartes sont des translations par des vecteurs de Z", qui sont des
difféomorphismes C* de R™.

Le tore T™ est compact (image continue du compact [0, 1]™) et connexe.

Remarque 1.21. On a un difféomorphisme canonique T" 2 (S)", obtenu via l'identifi-
cation R/Z = S donnée par t — e*™. En particulier, T? = S x S! est le tore usuel,
plongeable dans R? par la paramétrisation

(0,9) — ((R+rcosb)cosg, (R+rcosh)sing, rsinb),

13



CHAPITRE 1. VARIETES DIFFERENTIELLES — DEFINITIONS ET EXEMPLES

avec 0 < r < R.

1.4.5 Groupes de Lie classiques

Définition 1.22 (Groupe de Lie). Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une
structure de variété lisse telle que les applications

w: G x G — G, (g,h) — gh,

t: G — G, g— gt

solent lisses.

Exemple 1.23 (GL(n,R)). Le groupe linéaire général GL(n,R) est I’ensemble des
matrices n X n inversibles & coefficients réels :

GL(n,R) = {A € M, (R) : det A # 0} .

C’est un ouvert de M, (R) =2 R™ (car det est continue), donc une variété lisse de
dimension n?. La multiplication matricielle est polynomiale en les coefficients, et
I'inversion est donnée par la formule des cofacteurs, donc ces opérations sont lisses.
Ainsi GL(n,R) est un groupe de Lie de dimension n?.

Exemple 1.24 (SL(n,R)). Le groupe spécial linéaire est

SL(n,R) = {A € M,(R) : det A = 1} = det({1}).

L’application det: M, (R) — R est lisse, et 1 est une valeur réguliére de det restreinte

a GL(n,R) (on le montrera rigoureusement au

efchap :applications-lisses via le théoréme de la valeur réguliére). Par conséquent,

SL(n,R) est une sous-variété lisse de M, (R) de dimension n? — 1, et c’est un groupe
de Lie.

Exemple 1.25 (SO(n)). Le groupe orthogonal est O(n) = {A € M, (R) : ATA=1,}.
Considérons 'application ®: M, (R) — Sym,,(R) définie par ®(A) = AT A, ou Sym,,(R)
est l'espace des matrices symétriques. L’espace Sym,,(R) est de dimension n(n + 1)/
On montre que I, est une valeur réguliere de @, ce qui implique que O(n) = ®~1(I,,)
est une sous-variété lisse de M,,(R) de dimension

B

dim O(n) = n? — n(n2—|— 1) _ n(nz— 1).

Le groupe spécial orthogonal est la composante connexe de l'identité :
SO(n) ={A € 0O(n) :det A =1}.

C’est un groupe de Lie connexe compact de dimension n(n — 1)/2.
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1.5. VARIETES AVEC BORD

Exemple 1.26 (SU(n)). Le groupe unitaire U(n) = {A € M,,(C): A*A =1,} (ou
A* = ZT) est une sous-variété lisse de M, (C) = R?" de dimension n2. Le groupe
spécial unitaire

SU(n) ={A € U(n) :det A=1}
est un groupe de Lie compact connexe et simplement connexe de dimension n? — 1.
En particulier, SU(2) est diffécomorphe a S3.

Remarque 1.27. Le difféomorphisme SU(2) = S® s’obtient en écrivant tout élément de
SU(2) sous la forme <°‘ _O_[ﬁ> avec |a|? +|B]2 = 1, et en identifiant («, 3) € C? = R*

avec un point de S3.

1.4.6 Grassmanniennes

Exemple 1.28 (Grassmannienne Gr(k,n)). La grassmannienne Gr(k, n) est I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de dimension k£ de R™. C’est une variété lisse compacte de
dimension k(n — k). On a Gr(1,n + 1) = RP".

La structure de variété est définie comme suit. Soit W € Gr(k,n) et soit W+ son
complément orthogonal. Pour tout sous-espace V' suffisamment proche de W (au sens
ot VN W+ ={0}), V est le graphe d'une unique application linéaire A: W — W+,
Ceci définit une carte locale @y : Uy — Hom(W, W) =2 RF("=F)_ Tes changements de
cartes sont lisses, ce qui munit Gr(k,n) d’une structure de variété lisse.

1.5 Variétés avec bord

7

Définition 1.29 (Demi-espace supérieur). Le demi-espace supérieur de R™ est
H = {(z',...,2") eR": 2" > 0}.

Son bord est OH" = {x € R": 2" =0} = R"! et son intérieur est Int(H") =
{r e R": 2™ > 0}.

Définition 1.30 (Variété a bord). Une variété lisse a bord de dimension n est un
espace topologique séparé a base dénombrable M tel que tout point posséde un
voisinage homéomorphe a un ouvert de H", muni d’un atlas lisse (les changements de
cartes étant des difféomorphismes entre ouverts de H").

Le bord de M, noté M, est I'ensemble des points de M envoyés sur JH" par une (et
donc toute) carte locale. L’ intérieur de M est Int(M) = M \ OM.

Proposition 1.31. Soit M une variété lisse a bord de dimension n. Alors :
(i) OM est une variété lisse (sans bord) de dimension n —1;

(i) Int(M) est une variété lisse (sans bord) de dimension n ;

15



CHAPITRE 1. VARIETES DIFFERENTIELLES — DEFINITIONS ET EXEMPLES

(iii) d(OM) = @.

Démonstration. (i) Si (U, ) est une carte de M avec U N OM # &, alors p(U NOM) =
©(U) NOH" est un ouvert de R"! = gH". Les restrictions de ces cartes & OM forment
un atlas lisse. (ii) est analogue, les cartes intérieures ayant leur image dans Int(H") = R".
(iii) est immédiat car les cartes de M ont leur image dans R"™! (pas dans H"!). O

Exemple 1.32. Voici des exemples classiques de variétés a bord :
(a) Le disque fermé D" = {z € R™ : ||z|| < 1} est une variété a bord de dimension
n, avec 0D = S"1,
(b) Le cylindre S* x [0, 1] est une variété a bord de dimension 2, avec 9(S* x [0,1]) =
St x {0} St x {1}.
(c) Le ruban de Mobius est une variété a bord de dimension 2, dont le bord est
homéomorphe a S*.

.

1.6 Partitions de 'unité

Les partitions de I'unité sont un outil technique fondamental en topologie différentielle.
Elles permettent de « recoller » des constructions locales en des objets globaux.

Définition 1.33 (Support). Soit f: M — R une fonction continue. Le support de f
est

supp(f) = {p € M : f(p) # 0}.

Définition 1.34 (Partition de I'unité). Soit (Uy)aeca un recouvrement ouvert d’une
variété lisse M. Une partition de ['unité subordonnée a ce recouvrement est une famille
(¥a)aca de fonctions lisses 1, : M — [0, 1] telle que :

(i) supp(¢s) C U, pour tout o € A;
(i) la famille (supp(¥4))aca est localement finie;

(iii) D> ,c4 Ya(p) =1 pour tout p € M (la somme est bien définie grace a (ii)).

Lemme 1.35 (Fonction bosse lisse). Il existe une fonction lisse p: R™ — [0, +00) a
support compact, telle que p(x) > 0 pour ||z| <1 et p(x) =0 pour ||z| > 1.

Démonstration. On considére la fonction lisse h: R — R définie par

Ut it >0
AR S,
0 sit <O0.

Cette fonction est C* sur R entier (toutes les dérivées en 0 sont nulles). La fonction
g(t) = h(t)/(h(t) + h(1 —t)) est lisse, vérifie g(t) = 0 pour t <0, g(t) =1 pour t > 1, et
0 < g(t) < 1. On pose alors

p(z) = g(1 — [|=[).
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C’est une fonction lisse (car ||z||* est lisse et g est lisse), strictement positive pour ||z| < 1
et nulle pour ||z| > 1. O

Théoréme 1.36 (Existence de partitions de 'unité). Soit M une variété lisse (sans
bord ou a bord) et (Uy)aca un recouvrement ouvert de M. Alors il existe une partition
de lunité lisse subordonnée a (Uy)aca-

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Etape 1 : Recouvrement localement fini par des boules coordonnées. Puisque
M est a base dénombrable, elle posséde une exhaustion par des compacts : il existe une
suite (K);>1 de compacts avec K; C IO(jH et M = J; K;. On pose 4; = K \ [%'j,l
(compact) et W; = f(jﬂ \ K;_o (ouvert contenant A;), avec la convention Ko = K_; = @.

Pour chaque point p € A;, choisissons a(p) € A avec p € Uyp), et une carte (V},, ¢p)
centrée en p telle que V,, C Uypy N W et o, (V},) contienne la boule unité fermée 5(0,1).
Posons B, = ¢, 1(B(0,1)). Les ouverts By, pour p € A;, recouvrent le compact A;, donc
on peut en extraire un sous-recouvrement fini BP{" B ; La collection (Bpj) ji est un

recouvrement localement fini de M (car chaque W; ne rencontre qu’un nombre fini de
bandes Ay).

Etape 2 : Fonctions bosses. Pour chaque (4,1), posons f;; =po Pyi (étendue par 0
en dehors de V;)]_-), ot p est la fonction bosse du

eflem :fonction-bosse. Alors f;; est lisse, a support dans Vi C Ua(pj), et strictement
positive sur B ;.

Etape 3 : Normalisation. La somme o(p) = > ii(p) est bien définie et lisse
(somme localement finie de fonctions lisses), et o(p) > 0 pour tout p € M car les B
recouvrent M. On pose %Z = fji/o.

Etape 4 : Subordination. Pour chaque o € A, on pose
¢o¢ = Z 7vbj,i-
(4,9)
a(p))=a

Alors (14)aca est une partition de 'unité lisse subordonnée a (U, ).,. O

Corollaire 1.37. Soit M une variété lisse. Alors :

(i) Pour tout fermé F C M et tout ouwvert U D F, il existe une fonction lisse
f: M —[0,1] avec f|r =1 et supp(f) C U.

(ii) Toute fonction continue sur M peut étre uniformément approchée par des fonc-
tions lisses.

Démonstration. (i) Le recouvrement {U, M \ F'} de M admet une partition de 'unité
subordonnée {1,119} avec supp(¢) C U et supp(¢p2) C M \ F. Alors f = 1), satisfait
supp(f) C U et, pour p € F', ¥5(p) = 0 donc f(p) = ¢1(p) = 1.

(ii) découle de (i) par un argument standard de régularisation a ’aide de partitions de
I'unité. O
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1.7 Exercices

Exercice 1.1 (xx). Montrer que I'atlas stéréographique de S (deux cartes) est compatible
avec 'atlas formé des quatre cartes obtenues en projetant les demi-cercles ouverts sur les
axes de coordonnées. En déduire qu’ils définissent la méme structure lisse.

Exercice 1.2 (xx). Montrer que la projection canonique m: S™ — RP™ (qui identifie les
points antipodaux) est un homéomorphisme local. En déduire que RP" est compact et
que l'atlas défini dans I’ efex :RPn est bien un atlas lisse.

Exercice 1.3 (%*). Soient M et N deux variétés lisses de dimensions m et n respectivement.
Montrer que M x N admet une structure naturelle de variété lisse de dimension m + n,
avec l'atlas {(Uy X Vs, 00 X ¥3)} ot {(Uy, pa)} et {(Vs,15)} sont des atlas de M et N.

Exercice 1.4 (xx). Montrer que CP! est difféomorphe a S?. Indication : Utiliser les deux
cartes standard de CP! et ’atlas stéréographique de S?, et construire explicitement un
difféeomorphisme.

Exercice 1.5 (% * x). Montrer que SO(n) est connexe pour tout n > 1. Indication :
Considérer la fibration SO(n) — S"~! donnée par la derniére colonne, et procéder par
récurrence sur n.

Exercice 1.6 (x* ). Montrer que la grassmannienne Gr(k,n) est compacte. Indication :
Montrer que Gr(k,n) est un quotient du groupe compact O(n).

Exercice 1.7 (%*). Soit M une variété lisse. En utilisant les partitions de 'unité, montrer
que M admet une métrique riemannienne, c¢’est-a-dire un produit scalaire lisse sur chaque
espace tangent, variant de maniére lisse avec le point. Remarque : On utilisera la notion
d’espace tangent du

efchap :applications-lisses.

Exercice 1.8 (x x ). Soit M une variété lisse & bord. Le double de M est Iespace
topologique D(M) = (M U M)/ ~, ou l'on identifie les deux copies de OM. Montrer
que D(M) admet une structure de variété lisse (sans bord) de méme dimension que M.
Indication : Utiliser un collier de OM dans M, c’est-a-dire un difféomorphisme OM x[0,1) —
U ou U est un voisinage ouvert de OM dans M.

Exercice 1.9 (%*). Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. Admettre
que H est une sous-variété lisse de G (théoréme de Cartan). En déduire que les groupes
suivants sont des groupes de Lie, et calculer leur dimension :

(a) le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles;

(b) le groupe symplectique Sp(2n,R) = {A € GL(2n,R) : ATJA=J}ou J = (9 ).

n
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Chapitre 2

Applications lisses et difféomorphismes

2.1 Applications lisses entre variétés

Définition 2.1 (Application lisse). Soient M et N des variétés lisses de dimensions
m et n respectivement. Une application continue f: M — N est dite lisse (ou C™)
si, pour toute carte (U, ) de M et toute carte (V,1) de N avec f(U)NV # &,
I’application

pofoptipUnf (V) — R

est lisse (au sens usuel de I'analyse dans R"). L’application 1) o f o p~! est appelée la
représentation locale (ou expression en coordonnées) de f.

M
U f
"2
Yofop?
ANNNNNANNNNNNNNND
R™ R™

FIGURE 2.1 — Application lisse entre variétés et sa représentation locale.

Exemple 2.2. Considérons I'application f: S* — S! définie par f(e?) = €2 (appli-
cation de degré 2). Pour vérifier que f est lisse, on utilise les cartes stéréographiques.
Si oy: ST\ {N} — R est la projection stéréographique, alors la représentation locale

est 5 .
(v o fopy)(t) = ~ ,
N 1= 14 () 4.
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qui est une fonction rationnelle lisse sur son domaine de définition.

Remarque 2.3. La condition de lissité ne dépend pas du choix des cartes. En effet, si
(U',¢") et (V' 4)') sont d’autres cartes, alors

Yo fo(d) =W oy ) o(ofoyp ) o(po(y)),

qui est une composée d’applications lisses (les changements de cartes étant des difféo-
morphismes lisses par définition de la structure lisse).

Proposition 2.4 (Propriétés élémentaires). (i) L’application identité 1dy : M —
M est lisse.
(i) Si f: M — N et g: N — P sont lisses, alors go f: M — P est lisse.
(iii) Les inclusions d’ouverts U < M sont lisses.
(iv) Les projections M x N — M et M x N — N sont lisses.

(v) Une application f: M — N est lisse si et seulement si, pour tout p € M, il
existe des cartes (U, ) autour de p et (V,¢) autour de f(p) avec f(U) C V
telles que v o f o o=t soit lisse.

Démonstration. Les points (1)—(iv) sont des vérifications directes a partir de la définition
et des propriétés de lissité dans R”.

(v) Le sens direct est clair. Pour la réciproque, soient (U, ¢') et (V',¢') deux cartes
quelconques. La lissité de 1 o f o (¢')~! au voisinage d'un point ¢'(p) résulte de 1'écriture

Pofo(p) = oo (o fopT)o(po(p))
valable au voisinage de ¢'(p), chaque facteur étant lisse. O

Notation 2.5. On note C*°(M, N) I'ensemble des applications lisses de M dans N. Lorsque
N = R, on note simplement C*°(M) = C*(M,R), qui est une R-algébre commutative
pour les opérations ponctuelles.

Remarque 2.6 (Catégorie C*). Les variétés lisses et les applications lisses forment une
catégorie, notée Man ou Diff. Les objets sont les variétés lisses, les morphismes sont
les applications lisses, la composition est la composition usuelle (lisse par la proposition
précédente), et l'identité est Id .

2.2 Difféomorphismes

Définition 2.7 (Difféomorphisme). Soient M et N deux variétés lisses. Un difféo-
morphisme de M sur N est une bijection f: M — N telle que f et f~! soient lisses.
On dit que M et N sont difféomorphes et on note M = N ou M ~ N.
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2.3. THEOREME D’INVERSION LOCALE

Remarque 2.8. La notion de difféomorphisme est la notion d’isomorphisme dans la
catégorie des variétés lisses. Toute propriété définie en termes de la structure lisse est
invariante par difféomorphisme : dimension, orientabilité, compacité, connexité, etc.

Exemple 2.9. (a) L’application f: R — R, x — 3 est une bijection lisse, mais ce
n’est pas un difféomorphisme car f~'(y) = y'/3 n’est pas dérivable en 0.

(b) Toute boule ouverte B(0,r) C R"™ est difféomorphe a R via z — x/1/r? — ||z||%.
(c) SU(2) = S3 (cf. efrem :SU2-S3).
(d) CP! = 52 (cf. efexo :CP1-S2).

Définition 2.10 (Groupe des difféomorphismes). Pour une variété lisse M, le groupe
des difféeomorphismes de M est

Diff(M) ={f: M — M : f est un diffécomorphisme} ,

muni de la loi de composition. C’est un groupe (en général de dimension infinie).

2.3 Théoréme d’inversion locale

Définition 2.11 (Différentielle d’une application lisse). Soit f: M — N une ap-
plication lisse et p € M. La différentielle (ou application tangente) de f en p est
I’application linéaire

dfp: TpM — Tf(p)N

définie comme suit. En coordonnées locales (U, ¢) autour de p et (V,) autour de
f(p),si f =10 fop ! estlareprésentation locale, alors

dfp = <dwf(p)>_1 © Dfs@(p) o dpp,

ou D ﬁo(p) est la matrice jacobienne usuelle. En coordonnées, si p = (z!,...,2™) et

v = (y*,...,y"), alors
0
dfy (8:61'

Remarque 2.12. Le rang de f en p est rg,(f) = rg(df,) = dim(im(df,)). C’est le rang
de la matrice jacobienne de toute représentation locale de f en p.

f(p)

2 Of d
) -3 o) 3

Théoréme 2.13 (Inversion locale — version euclidienne). Soient U C R™ un ouvert
et f: U — R"™ une application C*. Si la matrice jacobienne Df, est inversible en
un point a € U, alors il existe des voisinages ouverts V de a et W de f(a) tels que
flv:V — W soit un difféomorphisme C°.
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Théoréme 2.14 (Inversion locale — version variétés). Soient M et N des variétés
lisses de méme dimension n, et f: M — N une application lisse. St df,: T,M —
Ty N est un isomorphisme en un point p € M, alors il existe des voisinages ouverts
Udep etV de f(p) tels que fly: U — V soit un difféomorphisme.

Démonstration. Choisissons des cartes (Uy, ¢) autour de p et (Vp, 1)) autour de f(p) avec
F(Us) C Vj. La représentation locale f = ¥ o f o ¢! vérifie D ﬁo(p) inversible (car c’est la
matrice de df, dans les bases coordonnées). Par le

efthm :inversion-locale-Rn, il existe des voisinages ouverts U de ¢(p) et V de ¥(f(p))
tels que f|;: U — V soit un diffeomorphisme. Posons U = ¢~ 1(U) et V = 4~*(V). Alors
flu=v"to fo ¢oly: U — V est un difféeomorphisme (composée de difféomorphismes). [

2.4 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 2.15 (Fonctions implicites — version euclidienne). Soient U C R™ x R”
un ouwvert et F': U — R™ une application C*. Soit (a,b) € U avec F(a,b) = 0. Si la
matrice %—5(@, b) € M,(R) (dérivée partielle par rapport aux n derniéres variables) est
wnwersible, alors il existe des voisinages ouverts V de a dans R™ et W de b dans R™
et une unique application lisse g: V- — W tels que

{(x,y) e VxW:F(z,y) =0} = {(z,9(x)) :z € V}.

Théoréme 2.16 (Fonctions implicites — version variétés). Soient M et N des
variétés lisses de dimensions m et n respectivement, avec m > n. Soit f: M — N une
application lisse et ¢ € N une valeur réguliere de f (c’est-a-dire que df, est surjective
pour tout p € f~1(q)). Alors f~1(q), s’il est non vide, est une sous-variété lisse de M
de dimension m — n.

Démonstration. Soit p € f~'(q). Choisissons des cartes (U ) autour de p et (V ) autour
de g avec ¢(q) = 0 et f(U) C V. La représentation locale f = ¢o fop~! vérifie f(¢(p)) = 0
et D fs&(p) est surjective (de rang n).

Quitte a réordonner les coordonnées de R™, on peut supposer que les n derniéres
colonnes de D f@(p) forment une matrice inversible. On écrit ¢(p) = (a,b) avec a € R™ ™"
et b € R". Par le

efthm :fonctions-implicites-Rn, il existe un voisinage V;, de a et une application lisse
g: Vo = R™ tels que f(2',2”) = 0 localement si et seulement si 2 = g(2).

L’application ®: Vj — R™, 2’ — (2/, g(2')) est un plongement lisse dont 'image est

L(0) N (Vo x R™). En revenant sur la variété, Papplication ¢! o @ fournit une carte de

(q) au voisinage de p, montrant que f~'(g) est une sous-variété de dimension m—mn. [

lisse entre variétés lisses, avec dim M > dim N. St q € N est une valeur réguliére

de f, alors f~1(q) est soit vide, soit une sous-variété fermée de M de codimension

f
I~
Corollaire 2.17 (Théoréme de la valeur réguliére). Soit f: M — N une application
dim N.
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2.5. IMMERSIONS ET SUBMERSIONS

Exemple 2.18. La sphére S"' = f71(1) ou f: R* — R, f(z) = [|z]|>. On a
df.(h) = 2(z, h). Pour z # 0, df, est surjective, donc 1 est une valeur réguliére. Par le
efcor :valeur-reguliere, S"~! est une sous-variété lisse de R de dimension n — 1.

2.5 Immersions et submersions

7

Définition 2.19 (Immersion, submersion). Soit f: M — N une application lisse.

(i) f est une immersion si df, est injective pour tout p € M (rang = dim M
partout).

ii est une submersion si df, est surjective pour tout p € M (rang = dim N
p J g
partout).

(iii) f est un difféomorphisme local si df, est un isomorphisme pour tout p € M
(nécessairement dim M = dim N).

Remarque 2.20. Pour qu’'une immersion f: M — N existe, il faut dim M < dim N.

Pour qu’une submersion existe, il faut dim M > dim N. Un difféomorphisme local
nécessite dim M = dim N.

Définition 2.21 (Plongement). Une immersion injective f: M — N est appelée
un plongement® si f est un homéomorphisme de M sur f(M) (muni de la topologie
induite). L’image f(M) est alors une sous-variété (au sens plongé) de N.

a. On dit aussi plongement lisse ou embedding.

Immersion non injectivelmmersion injective Plongement
(non plongement)

O N

(figure en huit) (spirale s’accumulant) (parabole)

FIGURE 2.2 — Immersion, immersion injective (non plongement) et plongement.

Théoréme 2.22 (Forme locale des immersions). Soit f: M™ — N™ une immersion

(avec m < n) et p € M. Alors il existe des cartes (U, ¢) autour de p et (V, ) autour
de f(p) telles que

(Yo fop Ha',...,2™) = (z',...,2™0,...,0).

Autrement dit, toute immersion est localement 'inclusion canonique R™ — R™.
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Démonstration. Choisissons des cartes (U , @) autour de p et (V1) autour de f (p). Posons
f = zﬂ ofog et a= p(p). Puisque f est une immersion, Dfa est injective, donc de
rang m. Quitte a réordonner les coordonnées de R", on peut supposer que les m premiéres
lignes de D fa forment une matrice inversible.

Ecrivons f(z) = (fi(z), f2(z)) avec fi: R™ — R™ et f,: R™ — R™™. La matrice
D(f1)a est inversible. Définissons ¥: R™ — R™ par

Uy, ye) = (fit ), vo— F(Fft (W)

localement autour de f(a) (en utilisant inversion locale pour f;). Alors

(o f)(x) = (fi'(hi@), folz) = fo(2)) = (2,0).

On pose p = @| et p = Vo 0 (sur des domaines restreints appropriés). O]

Théoréme 2.23 (Forme locale des submersions). Soit f: M™ — N™ une submersion
(avec m > n) et p € M. Alors il existe des cartes (U, p) autour de p et (V) autour
de f(p) telles que

(Yo fop ..., 2™) = (z',...,2").

Autrement dit, toute submersion est localement une projection canonique R™ — R™.

Démonstration. Choisissons des cartes (U, @) autour de p et (V,) autour de f(p), et
posons f = 1; ofop~t a= @(p). Puisque f est une submersion, Dfa est surjective de rang
n. Quitte & réordonner les coordonnées de R™, les n premiéres colonnes de D fa forment
une matrice inversible.

Définissons ¢: R™ — R™ par

O(x) = (f(x), 2", 2™).

Alors D®,, est inversible (sa matrice est triangulaire par blocs avec des blocs diagonaux
inversibles). Par le théoréme d’inversion locale, ® est un difféomorphisme local autour de
a. On a R

(fo (' y™) =",

car la premiére composante de ® est exactement f. On pose p=Po@eth =1 ]

[ Corollaire 2.24. Toute submersion est une application ouverte. ]

Démonstration. La projection canonique R™ — R™ est ouverte. Par la forme locale des
submersions, une submersion est localement ouverte, donc ouverte. O

Corollaire 2.25. Soit f: M — N une submersion et ¢ € N. Alors f~1(q) est une
sous-variété lisse fermée de M de dimension dim M — dim N.

Démonstration. Comme f est une submersion, g est automatiquement une valeur réguliére.
Le résultat découle du efthm :fonctions-implicites. La fermeture provient de la continuité
de f. O]

2.6 Théoréme de rang constant
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Théoréme 2.26 (Rang constant). Soit f: M™ — N™ une application lisse de rang
constant v (c’est-a-dire 1g,(f) = r pour tout p € M). Alors pour tout p € M, il existe
des cartes (U, ) autour de p et (V,1) autour de f(p) telles que

(Yo fop N, ...,a™) = (a',...,2",0,...,0).

Démonstration. Choisissons des cartes et posons f = g o f o @' avec f(0) = 0 (quitte &
translater). Puisque rg(D fo) = r, quitte a permuter les coordonnées, les r premiéres lignes
et  premicres colonnes de D fy forment une matrice inversible. Ecrivons z = (2/,2") €
R” x R™" et f(z) = (P(z),Q(z)) avec P: R™ — R” et Q: R™ — R

Premier changement de coordonnées (dans la source). Posons ®(z/,2") =
(P(z',2"),2"). Alors D® est inversible (bloc triangulaire), donc @ est un diffcomorphisme
local. Dans les nouvelles coordonnées u = ®(z), on a

(f o (I)—l)(u/7 u//) _ (u/’ @(u/’ u//))

pour une certaine fonction lisse QV.NLa condition de rang constant r implique que Duué =0
identiquement, donc Q(u',u”) = Q(v',0) =: R(u’) ne dépend que de u'.

Second changement de coordonnées (dans le but). Posons ¥ (v, y") = (v/, vy —
R(y')). Alors DV, est inversible et

~

(Wo fod ) (u,u") = («,0).

On obtient les cartes cherchées par composition. O

Remarque 2.27. Les théorémes de forme locale des immersions et submersions (
efthm :forme-locale-immersion,thm :forme-locale-submersion) sont des cas particuliers
du théoréme de rang constant, avec r = m et r = n respectivement.

2.7 Exemples d’applications lisses

2.7.1 Projections et inclusions

Exemple 2.28 (Projection canonique). La projection m: M x N — M, (p,q) — p est
une submersion surjective. Sa différentielle en (p, q) est la projection T(, (M x N) =
T,M & T,N — T,M.

Exemple 2.29 (Inclusion de sous-variété). Si .S C M est une sous-variété, l'inclusion
t: S8 < M est un plongement. Sa différentielle de,: 7,5 — T,M est I'injection
canonique de 7,5 dans T,M (identifiant 7,,S & un sous-espace de T,M).
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LISSES ET DIFFEOMORPHISMES

2.7.2 L’application de Hopf

~

Exemple 2.30 (Fibration de Hopf). L’application de Hopf est application h: S —
S? définie comme suit. On identifie S C C? par S® = {(21,22) € C? : |z1]? + |20]* = 1},
et S? = CP! via la projection stéréographique. On pose

1 2
h(z1, 22) = [21: 29) € CP* = §=.
En coordonnées réelles, si z; = xg + ixq et 20 = x5 + ix3, On a

h(zo, T1, T, T3) = (2(woTz + T173), 2(T1Z2 — ToT3), T + T3 — T3 — T3).

Proposition 2.31. L’application de Hopf h: S® — S? est une submersion surjective.
Pour tout p € S?, la fibre h='(p) est difféomorphe a S*.

Démonstration. La surjectivité est claire : pour [wy : wy] € CP, le point (wq, wq)/||(w1, ws)|| €
S3 est dans la préimage.

Pour la submersion, il suffit de vérifier que le rang est 2 en tout point. En utilisant
les cartes de S? et S?, on calcule la matrice jacobienne et on vérifie que son rang est 2
(utilisant la contrainte |z1]? + |z2|* = 1).

La fibre au-dessus de [w; : ws] est {e”(wy,ws)/||(w1,ws)|| : 6 € [0,27)} = S O

2.7.3 Difféeomorphismes locaux

Exemple 2.32. (a) L’application exp: R — R%, x — €” est un difféomorphisme
(global).

(b) L’application p: R — S1, ¢ — > est un difféomorphisme local et une submer-
sion, mais pas un difféomorphisme global (elle n’est pas injective).

(c¢) La projection 7: S™ — RP™ (quotient par I'antipodie) est un difféomorphisme
local (revétement double).

Proposition 2.33. Soit f: M — N une application lisse entre variétés de méme
dimension. Alors f est un difféomorphisme local si et seulement si d f, est un isomor-
phisme pour tout p € M.

Démonstration. Le sens direct est clair. La réciproque est le théoréme d’inversion locale (
efthm :inversion-locale). O

Proposition 2.34. Soit f: M — N wune application lisse bijective entre variétés de
méme dimension. Si f est une immersion (ou, de maniére équivalente, une submer-
sion), alors f est un difféomorphisme.

Démonstration. Si dim M = dim N = n et f est une immersion, alors df, est injective
de T,M dans T, N, deux espaces de dimension n, donc df, est un isomorphisme. Par
le théoréme d’inversion locale, f est un difféomorphisme local. Comme f est bijective et
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continue, f~1 est continue (toute bijection continue d’un espace compact vers un espace
séparé est un homéomorphisme, et dans le cas non compact, I'inversion locale fournit
directement la lissité de f~! point par point). Donc f~! est lisse. O

2.8 Diagrammes commutatifs et catégorie C'*°

La structure catégorielle de Man se manifeste naturellement par des diagrammes
commutatifs.

~

Exemple 2.35. Soit G un groupe qui agit librement et proprement sur une variété
M. Alors 'espace quotient M /G admet une unique structure de variété lisse telle que
la projection m: M — M /G soit une submersion. Si f: M — N est une application
lisse G-invariante, alors il existe une unique application lisse f: M/G — N telle que
le diagramme suivant commute :

M—1 N

A
WJ/ //_
T f

M/G

Exemple 2.36. Le produit de variétés satisfait la propriété universelle suivante : pour
toutes applications lisses f: P — M et g: P — N, il existe une unique application
lisse (f,g): P — M x N telle que

commute.

.

2.9 Exercices

Exercice 2.1 (xx). Soient f: M — N et g: N — P des applications lisses.
(a) Montrer que si f et g sont des immersions, alors g o f est une immersion.
(b) Montrer que si f et g sont des submersions, alors g o f est une submersion.
(¢) Montrer que si g o f est une immersion, alors f est une immersion.
(d

) Montrer que si g o f est une submersion, alors g est une submersion.

Exercice 2.2 (xx). Soit f: M — N une application lisse. Montrer que le graphe

Ly={(p,f(p):pe M} C M xN
est une sous-variété lisse de M x N, difféomorphe a M.

Exercice 2.3 (xx). Montrer que I'application det: GL(n,R) — R* est une submersion. En
déduire que SL(n,R) = det™'(1) est une sous-variété lisse de GL(n,R) de codimension 1.
Indication : calculer d(det)(H) = det(A) - tr(A™1H).
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Exercice 2.4 (x%*). Soit h: S® — S? lapplication de Hopf.
(a) Montrer en détail que h est lisse.
(b) Calculer dh; ) dans les cartes stéréographiques et vérifier qu'il est surjectif.

(c) Montrer que deux fibres distinctes h™'(p) et h~'(q) sont des cercles enlacés dans S3.

Exercice 2.5 (xx). Soit f: R?* — R? définie par f(z,y) = (e* cosy, * siny).
(a) Montrer que f est un difféeomorphisme local en tout point.
(b) Déterminer f(R?) et montrer que f n’est pas un difféomorphisme global.
(c) Trouver un ouvert maximal U C R? tel que f|y soit un difféomorphisme sur son
image.
Exercice 2.6 (x*). Soit f: M — N une submersion surjective.

(a) Montrer que pour tout ¢ € N il existe un voisinage ouvert V' de ¢ et une application
lisse s: V. — M (appelée section locale) telle que f o s = Idy.

(b) Donner un exemple montrant qu’il n’existe pas toujours de section globale lisse
s: N — M.

Exercice 2.7 (% «). Soit f: M — N une submersion propre surjective (propre signifie
que la préimage de tout compact est compacte). Montrer que f est une fibration localement
triviale : pour tout ¢ € N, il existe un voisinage ouvert V de ¢ et un difféomorphisme
O: [7HV) =V x f71(q) tel que m 0 ® = f|p-1(yy, ol 7y est la projection sur le premier
facteur. Indication : C’est le théoréme d’Ehresmann. Utiliser un champ de vecteurs
horizontal et son flot.

Exercice 2.8 (xx). Soit f: M — N une application lisse et S C N une sous-variété. On
dit que f est transverse a S, et on note f th S, si pour tout p € f~1(S),

im(dfp) + Ty)S = Ty N-

Montrer que si f M S, alors f~1(S) est une sous-variété de M de codimension codim(S).
Indication : Se ramener localement au cas ott S = f;'(0) pour une submersion fy, puis
appliquer le théoréeme de la valeur réguliére a fy o f.

Exercice 2.9 (xx ). Soit f: M — N une application lisse.

(a) Montrer que la fonction p + 1g,(f) est semi-continue inférieurement : pour tout
po € M, il existe un voisinage U de py tel que rg,(f) > rg, (f) pour tout p € U.

(b) En déduire que I'ensemble {p € M :rg,(f) > r} est ouvert dans M pour tout r € N.

(c) Montrer que si M est connexe et rg,(f) = r pour tout p dans un ouvert dense de M,
alors ’ensemble des points ot le rang est strictement inférieur & r est contenu dans
un fermé d’intérieur vide.
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Fibrés tangents et cotangents
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3.1 L’espace tangent en un point

Soit M une variété lisse de dimension n et p € M. L’espace tangent en p admet
plusieurs définitions équivalentes, chacune éclairant un aspect différent de la géométrie
différentielle.

3.1.1 Définition via les dérivations

Notons C*°(M) 'algebre des fonctions lisses M — R.

Définition 3.1 (Dérivation en un point). Une dérivation en p € M est une
application R-linéaire v : C*°(M) — R satisfaisant la régle de Leibniz :

v(fg) = f(p)v(g) +9(p)v(f),  Vf,geC(M).

L’ensemble de toutes les dérivations en p est noté T,,M et s’appelle 'espace tangent
a M en p.
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Lemme 3.2 (Annulation sur les constantes). Siv € T,M et c € R est une fonction
constante, alors v(c) = 0.

Démonstration. Posons f = g = 1 dans la régle de Leibniz : v(1) = 1-v(1)+1-v(1) = 2v(1),
d’ott v(1) = 0. Par linéarité, v(c) = c¢-v(1) = 0. O

Proposition 3.3 (Base de l'espace tangent). Soit (U, = (z',...,z™)) une carte
autour de p. Les dérivations partielles

o . d(fop™h)
ozt |, f= ort

©(p)

forment une base de T,M. En particulier, dim T,M = n.

\. J

i 0
oz lp

Démonstration. Indépendance linéaire. Si) . a = 0, on évalue cette dérivation sur

la fonction coordonnée 27 :

;0!
0:Za prs

(2

= E a'dl =a’.
» ,

7

Donc o/ = 0 pour tout j.
Engendrement. Soit v € T,M et posons v* = v(z'). Montrons que v = Y, v’ &

Pour toute f € C(M), on écrit f = f o ¢! au voisinage de p = ¢(p). Par le lemme de
Hadamard, il existe des fonctions lisses g; au voisinage de p telles que

i . of
z) = f(p +Z:v — ") gi(x gi(ﬁ)zafi(ﬁ)-

En appliquant v et en utilisant le eflem :derivation-constante :

n

o(f) =Y vl ~p)g Zv (=30 L

i=1 =1

3.1.2 Deéfinition via les classes d’équivalence de courbes

Définition 3.4 (Vecteur tangent via les courbes). Soit p € M. Deux courbes lisses
Y,72 1 (—&,6) = M avec 71(0) = 15(0) = p sont dites équivalentes si, pour une (et
donc toute) carte (U, ¢) autour de p,

(o) (0) = (¢ ov2)(0).

L’espace tangent 7,M est I’ensemble des classes d’équivalence, noté [v],.

Remarque 3.5. La relation d’équivalence ne dépend pas du choix de carte : si (V)
est une autre carte autour de p, alors

(¥ 07)'(0) = D(1 0 0™ )i - (00 7)(0),
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et la matrice jacobienne D()op™1), () est inversible car ¢ op~! est un difféomorphisme
local.

3.1.3 Equivalence des définitions

Théoréme 3.6 (Equivalence des définitions de 1’espace tangent). Soit M une variété
lisse de dimension n et p € M. L’application

@ : {[v]p} — TpM, Vp = vy, 0 vy (f) = (f 07)(0),

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Bonne définition. Si y; ~ 7, alors pour toute f € C°(M) et toute carte
(U, ¢) autour de p :

(f27)(0) =D(f oo™y - (¢ 07)(0).

Comme (¢ 071)'(0) = (¢ 072)'(0), on obtient v, = v.,.
O est une dérivation. Pour f,g € C*(M) :

vy(fg) = ((fg) ©7)'(0) = f(p) (g0 7)'(0) +g(p) (f 7)(0) = f(p) v\(g) + g(p) v\ (f).

Injectivité. Si v, = 0, alors pour chaque coordonnée z' : 0 = v, (z') = (2* 0 7)'(0), ce
qui signifie (¢ 0)'(0) = 0, d’ou [7], est la classe du vecteur nul.

Surjectivité. Soit v = Y, a' 2 , € TpM. Définissons () = o Hp(p) + ta) ou
a=(a',...,a"). Alors v(0) = p et (p 0~)'(0) = a, de sorte que v,(z') = a’ = v(z') pour
tout i. Par la efprop :base-tangent, v, = v. O]

T,M

FIGURE 3.1 — Un vecteur tangent comme vecteur vitesse d’une courbe sur la variété.

3.2 Différentielle d’une application lisse

Définition 3.7 (Différentielle). Soient M, N des variétés lisses et f : M — N une
application lisse. La différentielle (ou application tangente) de f en p € M est
I’application linéaire

dfp : TpM — Tf(p)N
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CHAPITRE 3. FIBRES TANGENTS ET COTANGENTS

définie par

(dfp(v))(g) =v(gof), VveT,M, g€ CP(N).

Remarque 3.8. En termes de courbes : si v = [v],, alors df,(v) = [f o 7]

Proposition 3.9 (Expression en coordonnées). Soient (U, = (z',...,2™)) et
(Voo = (y,...,y")) des cartes autour de p et f(p) respectivement. Si f = 1o fop™!,
alors X
0 “Of 0
dfp< : ) = (o) 5= -
O p j=1 or Ay f(p)

La matrice de df, dans ces bases est la matrice jacobienne J(o(p)).

Démonstration. Pour toute g € C*°(N), posons g = go1~'. Alors :

dfp<£i ) 0 090 f)

(9) = 55| (90f)=—57—(0p))

=5 (e 2L o)

B J
= or

N of

- i
= or

(o)) %9

f(p)

Théoréme 3.10 (Regle de chaine). Soient f : M — N et g : N — P des applications
lisses. Pour tout p € M,

d(go f)p = dgy(p) o dfp-

Démonstration. Pour v € T,M et h € C*(P) :

d(go flp(v)(h) =v(hogo f) = df,(v)(hog) = dgsp(dfp(v))(h). 0

Corollaire 3.11 (Fonctorialité). L’assignation M — TM, f — df définit un
foncteur de la catégorie des variétés lisses vers la catégorie des espaces vectoriels. En
particulier :

(i) d(Idpr)p = Idg,am pour tout p € M.

(i) Si f : M — N est un difféomorphisme, alors df, est un isomorphisme et

(dfp)™" = d(fT)sm)-

Démonstration. Le point (i) est immédiat. Pour (ii), la régle de chaine donne d(f~'o f),
d(ffl)f(p) odf, = Idp,a et de méme dans l'autre sens.

CIol

Exemple 3.12 (Différentielle de la projection stéréographique). Soit o : S"\ {N} —
R™ la projection stéréographique depuis le pole nord N = (0,...,0, 1), définie par
1

O'N(.I'l, 500 ,.Tn+1) = 1_—$n+1($1, 500 ,.Tn).
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3.3. LE FIBRE TANGENT

C’est un difféomorphisme, et sa différentielle en un point p = (p,...,p"*) € S™ est
I’isomorphisme linéaire

d(O’N)p : TpSn — TUN(p)Rn = R"™.

Pour v € T,S™ C R™™! (avec (p,v) = 0), un calcul direct donne

1 1 n Un+1 1 n
d(O'N)p(U>:1_—pn+1(U,...,U )—i—m(p,,p )

~

Exemple 3.13 (Différentielle de ’exponentielle matricielle). L’application exponen-
tielle exp : M, (R) — GL(n,R) définie par exp(A) = >, Ak—f est lisse. En identifiant
ToM,(R) = M, (R) et Ty, GL(n,R) = M,(R), sa différentielle en 0 est

d(exp)o(B) = % ew(tB) = B

Autrement dit, d(exp)o = Idaz, r), ce qui montre que exp est un difféomorphisme local
au voisinage de 0.

3.3 Le fibré tangent

Définition 3.14 (Fibré tangent). Soit M une variété lisse de dimension n. Le fibré
tangent de M est 'union disjointe

TM = | | T,M ={(p,v) : p€ M, ve T,M},

peEM

muni de la projection canonique 7 : TM — M, w(p,v) = p.

Théoréme 3.15 (Structure de variété lisse sur TM). Soit M une variété lisse de
dimension n. Alors TM admet une unique structure de variété lisse de dimension 2n
telle que, pour toute carte (U, ) de M, l’application

o : 7Y (U) — p(U) x R", ( ; Zvi 8axi > — (¢(p), v',...,0"),

=1

soit un difféeomorphisme. De plus, w : TM — M est une submersion lisse.

.

Démonstration. Topologie. On munit T'M de la topologie la plus fine rendant toutes les
applications ¢ des homéomorphismes. Les ouverts de cette topologie sont les unions
d’ensembles de la forme @~ 1(W) avec W ouvert de p(U) x R"™. Cette topologie est de
Hausdorff et & base dénombrable car M posséde ces propriétés.

Atlas lisse. Les changements de cartes sont de la forme

Do ipUNV)xR" — H(UNV) x R",
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(2, 0) = (Yop™ (z), Do), v).
Comme 1) o =1 est un difféomorphisme, cette application est lisse, et la collection
{(z71(U), @)} forme un atlas lisse sur T M.
Dimension. Chaque carte ¢ prend ses valeurs dans un ouvert de R® x R” = R?", donc
dimTM = 2n.
7 est une submersion. En coordonnées locales, 7 se lit p o 7o @~ (z,v) = x, qui est la
projection sur les n premiéres composantes, de rang n partout. ]

Exemple 3.16 (Fibré¢ tangent de R™). On a TR" =2 R™ x R" = R?*". L’identification
est donnée par la carte globale (R™,1d).

Exemple 3.17 (Fibré tangent de S'). Le fibré tangent T'S* est difféomorphe a S* x R,
car S est un groupe de Lie et tout groupe de Lie a un fibré tangent trivialisable.

Le diagramme suivant résume la situation pour une application lisse f: M — N :

™ —Y s TN

WMl lmv

3.4 Le fibré cotangent

7

Définition 3.18 (Espace cotangent). L’espace cotangent en p € M est le dual de
I’espace tangent :
"M = (T,M)" = Hom(T,M,R).

Un élément de Ty M est appelé covecteur en p.

Définition 3.19 (Différentielle d'une fonction). Pour f € C*(M), la différentielle
de f en p est le covecteur

df, € T, M, df,(v) =v(f), Yvel,M.

Proposition 3.20 (Base duale). i (x',... 2™) sont des coordonnées locales autour
de p, les covecteurs dzt|,,...,dz"|, forment la base duale de (6%1 pr a% p),
c’est-a-dire

p

* 9 B _\ " i — 9
Tout covecteur w € TyM s’écrit w =) w;da’|, avec w; = w(

ozt

)’
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Définition 3.21 (Fibré cotangent). Le fibré cotangent de M est

"M = | | T3 M,

peEM

muni de la projection 7* : T*M — M. C’est une variété lisse de dimension 2n.

Le diagramme des projections s’écrit :

T*M TM

sec‘m Aion

M

Proposition 3.22 (Application cotangente). Soit f : M — N une application lisse.
L’application cotangente (ou pull-back) est l'application

dfy : TipyN — T, M, (df, w)(v) = w(dfp(v)),

pour w € T]’f(p)N et v € T,M. Contrairement a df,, l'application cotangente va en
sens inverse : elle est contravariante.

Démonstration. La linéarité de df, est claire. Pour vérifier la bonne définition, il suffit
de noter que df; w est la composée de I'application lin¢aire df, : T,M — Ty, N et de la
forme linéaire w : T,y N — R, ce qui donne bien un élément de T, M. O

Remarque 3.23 (Notation duale). Le diagramme commutatif complet des fibrés tangent

et cotangent est :
daf;:
LM« Ty N

LM —= Ty N

L’application tangente va dans le méme sens que f (covariante) tandis que 'application
cotangente va en sens inverse (contravariante).

Exemple 3.24 (Pull-back de la différentielle). Si h € C*(N) et f: M — N est lisse,
alors

df; (dhsy) = d(ho f)p.
En effet, pour tout v € T,M : df;(dhsp))(v) = dhse)(dfp(v) = (dfp(v))(h) =
v(ho f) =d(ho f)p(v).
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3.5 Champs de vecteurs

Définition 3.25 (Champ de vecteurs). Un champ de vecteurs sur M est une
section lisse du fibré tangent, c’est-a-dire une application lisse X : M — T M telle
que mo X = Idy,. L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté X(M).

Remarque 3.26. Un champ de vecteurs X € X(M) agit comme une dérivation sur
C®(M) :
X:CF(M) — C*(M), (X [)(p) = Xp(f).

En coordonnées locales (z',...,2"), on écrit X = 31" | X2 ou X' € C(U).

Exemple 3.27 (Champs de vecteurs sur S'). Le cercle S' = {(cos,sinf) : € R}
admet le champ de vecteurs X = %, qui ne s’annule jamais. C’est une conséquence de

la trivialité de T'S™.

Champ 2 sur S*

FIGURE 3.2 — Le champ de vecteurs tangent unitaire sur le cercle S*.

3.6 Le crochet de Lie

Définition 3.28 (Crochet de Lie). Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs
X,Y € X(M) est le champ de vecteurs [X, Y] défini par

(X Y](f) = XY(f) -Y(X(f), V[feC=(M).

Proposition 3.29 (Le crochet de Lie est bien un champ de vecteurs). Pour tous
X,Y € X(M), Uopérateur [X,Y] est une dérivation de C*°(M), et donc définit un
champ de vecteurs lisse sur M.
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3.7. FLOT D'UN CHAMP DE VECTEURS

Démonstration. La linéarité est claire. Il suffit de vérifier la régle de Leibniz :

(X, Y](f9) = X(Y(fyg

Pr0p051t10n 3.30 (Expression en coordonnées locales). Soient X = Y, X'-2 et
V=53, YiL- Alors

SN ECNY;) L), CA N
X, Y] = (ZX dxt -r 8:6") G

Démonstration. Appliquons [X, Y] & une fonction coordonnée z*. On a :

X"k
(X, Y](z*) = X (YV* sz o ZYZ o O

Théoréme 3.31 (Propriétés du crochet de Lie). L’espace (X(M),[-,]) est une
algebre de Lie de dimension infinie. Plus précisément, pour tous X,Y, 7 € X(M) et

f,g€C®(M) :
(i) Bilinéarité sur R : [aX +bY, Z] = a[X, Z] + Y, Z] pour a,b € R.
(ii) Antisymétrie : [X,Y] = —[Y, X].
(i11) Identité de Jacobi : [ X,[Y,Z]| +[Y,[Z, X]]+ [Z,[X,Y]] = 0.
(iv) C°(M)-comportement : [fX,qY] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X

\. .

Démonstration. Les points (i) et (ii) résultent directement de la définition. Pour (iii), il
s’agit d'un calcul direct :

(X IV, ZIN() = X(Y(Z2(f) = 2(Y () = Y (Z(X(])) = Z(Y(X(£))))
=X(Y(Z()) = X2 () = Y(Z2(X () + 2 (X(])))-

En sommant cycliquement sur (X,Y, Z), chaque terme apparait une fois avec un signe
positif et une fois avec un signe négatif, d’ou 'annulation.
Pour (iv), calculons [fX, gY|(h) :

[fX,gY](h) = fX(gY (h)) — gY (fX(h))
= fgX(Y(h) + [(Xg)Y(h) = gf Y(X(h)) = g(Y [) X (h)
= f9lX, Y](h) + f(Xg)Y (h) — g(Y f) X (). O

3.7 Flot d’un champ de vecteurs
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Définition 3.32 (Courbe intégrale). Soit X € X(M). Une courbe intégrale de X
issue de p € M est une courbe lisse v : I — M, ou [ est un intervalle ouvert contenant

0, telle que
’)/(0) =p et ’7/<t) = Xv(t)7 Vtel.

Théoréme 3.33 (Existence et unicité des courbes intégrales). Soit X € X(M) et
p € M. Il exziste un intervalle ouvert maximal I,, > 0 et une unique courbe intégrale
mazimale v, : I, = M de X issue de p.

Démonstration. Existence et unicité locales. En coordonnées locales (x!, ..., z") autour de
p, 'équation v'(t) = X, se traduit par le systéme d’équations différentielles ordinaires

da?
dt

(t) = X' (2'(t),...,2"(t)), i=1,...,n,

avec condition initiale (z*(0),...,2"(0)) = ¢(p). Comme les X sont lisses (donc localement
lipschitziennes), le théoréme de Cauchy-Lipschitz classique donne l'existence et l'unicité
d’une solution sur un intervalle (—¢,¢).

Mazimalité. Si~yy : I; — M et v : Iy — M sont deux courbes intégrales issues de p, alors
par unicité locale elles coincident sur /3N /5. On définit I, = |J{I : il existe une courbe intégrale sur I}
et 7, en recollant les solutions. O

7

Définition 3.34 (Flot). Le flot du champ X est 'application
0:D— M,  0(tp)=06i(p) =),

ouD={(t,p) e Rx M :t eI} est le domaine du flot.

Proposition 3.35 (Proprié¢tés du flot). Soit 0 le flot de X € X(M).
(1) 6y = Idyy.

(i) Osiy = 0500, la ou les deuz membres sont définis (propriété de groupe a un
parameétre ).

11) S1 X est complet (i.e., [, = R pour tout alors t — 0, est un homomorphisme
(iii) p L, =Rp p), P
de groupes (R,+) — Diff(M).

Démonstration. Le point (i) est immédiat par définition. Pour (ii), fixons p € M et
considérons les courbes t — 04,4(p) et t — 05(0,(p)). Les deux sont des courbes intégrales
de X passant par 0s(p) en t = 0. Par unicité, elles coincident. Le point (iii) en découle
directement. O

Théoréme 3.36 (Compacité implique complétude). Si M est compacte, alors tout
champ de vecteurs sur M est complet.

Esquisse de preuve. Par compacité, on peut recouvrir M par un nombre fini d’ouverts de
cartes. Sur chacun, le théoréme de Cauchy—Lipschitz fournit un temps d’existence ; > 0
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3.7. FLOT D'UN CHAMP DE VECTEURS

uniforme. On pose € = min; &; > 0. Par la propriété de groupe, la solution se prolonge de
€ en ¢ sur tout R. O

Exemple 3.37 (Flot d'un champ de rotation). Sur R?, considérons le champ de
vecteurs X = —y 6% +x a%' Le systéme d’équations différentielles associé est

dont la solution avec condition initiale (zq,yo) est
01 (z0,yo) = (xocost — ypsint, xgsint + yo cost).

C’est la rotation d’angle t autour de I'origine. Le champ X est complet et le flot est un
groupe a un parameétre de rotations : §; = R, € SO(2) pour tout ¢ € R. Les courbes
intégrales sont les cercles centrés a l'origine.

Proposition 3.38 (Lien entre différentielle et flot). Soient X € X(M) de flot 0; et
f: M — N une application lisse. Pour tout p € M :

d

afo(%) =

f(0:(p)).

t=0

Démonstration. Soit y(t) = 0:(p) la courbe intégrale de X issue de p. Alors 7/(0) = X, et,
par définition de la différentielle via les courbes :

dfp(X,) = dfp(’Y/(O)) =(fo 7)’(0) — i

T f(0:(p)). [

t=0

Proposition 3.39 (Commutativité des flots et crochet nul). Soient X, Y € X(M) des
champs complets de flots 0, et 1. Alors [X,Y] =0 si et seulement si 0, 01 = 1, 0 6,
pour tous s,t € R.

FEsquisse de preuve. Le sens direct utilise la dérivée de Lie : [X, Y] = 0 signifie que Y est
invariant par le flot de X, c’est-a-dire (6;),.Y =Y pour tout t. Ceci implique que le flot
de Y commute avec ;. La réciproque s’obtient en dérivant I’égalité 6; o ¢ = 15 o 0; par
rapport at ent = 0. ]

Remarque 3.40 (Crochet de Lie et flot). Le crochet de Lie posséde une interprétation
dynamique fondamentale : si 8; et ¢, désignent les flots de X et Y respectivement,
alors

Sy t de|,_,

c’est-a~dire que [X,Y] est la dérivée de Lie de Y le long du flot de X

(6:Y )y,
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U1 2
. 1,8

FIGURE 3.3 — Le plan tangent 7,57 a la sphére en un point p.

3.8 Exercices

Exercice 3.1. Montrer que l'espace tangent 7,R™ est canoniquement isomorphe a R" via

I'identification v + (v(z!),...,v(z™)) ou (z',...,2") sont les coordonnées standard.

Exercice 3.2. Soit S' = {(z,y) € R?: 22 + y* = 1}. En utilisant la paramétrisation
v(8) = (cos 0, sin ), montrer que T(1,)S* est engendré par le vecteur (0, 1).

Exercice 3.3. Soit L : R™ — R™ une application linéaire. Montrer que pour tout p € R™,
sous l'identification T,R™ = R™, on a dL, = L.

Exercice 3.4. Soit U C M un ouvert et ¢ : U < M l'inclusion. Montrer que d¢, : T,U —
T,M est un isomorphisme pour tout p € U.

Exercice 3.5. Soient X =y 5% -z a% et Y = % sur R3. Calculer [X,Y] et interpréter
géométriquement.

Exercice 3.6. Soit A € M,(R) et X4 le champ de vecteurs sur R” défini par X4(z) = Ax.

Montrer que le flot de X4 est 0;(z) = .

Exercice 3.7. Soient X,Y € X(M) et f : M — N un difféomorphisme. Montrer que
LIX,Y] = [fX, £.Y], ot f.X est le champ image directe défini par (f,.X) ) = dfp(Xp).
Exercice 3.8. Le champ d’Euler sur R" est E =" 2’2
(a) Calculer le flot de E.
(b) Montrer que [F, X] = —X pour tout champ de vecteurs X homogéne de degré 0.

(c) Montrer que Ef = kf si et seulement si f est homogeéne de degré k.

Exercice 3.9. Soient (U, ¢ = (z')) et (V,% = (y/)) deux cartes sur M avec U NV # ().
Montrer que la loi de transformation d’un covecteur w = >~ w; dz* dans la carte (V,v) est

o7\ |
w=), (Zw"a;j) dy’.

J :

K2
Comparer avec la loi de transformation des composantes d’un vecteur tangent.

Exercice 3.10. Soit G = GL(n,R). Identifier 7;G avec M, (R) et montrer que le crochet
de Lie de deux champs de vecteurs invariants a gauche correspond au commutateur

[A, B] = AB — BA.
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4.1

Immersions, submersions, plongements

Définition 4.1 (Immersion, submersion). Soit f : M — N une application lisse entre
variétés.
(i) f est une immersion si df, est injective pour tout p € M.
(ii) f est une submersion si df), est surjective pour tout p € M.

(iii) Un point p € M est un point régulier de f si df, est surjective. Sinon, p est

un point critique.

(iv) Une valeur ¢ € N est une valeur réguliére de f si tout point de f~!(c) est

régulier. Une valeur qui n’est pas réguliére est une valeur critique.

Remarque 4.2. Par convention, si f~'(c) = 0, alors ¢ est une valeur réguliére (la
condition est vide).
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Définition 4.3 (Plongement). Une application lisse f : M — N est un plongement
(ou plongement lisse) si elle est une immersion injective qui est un homéomorphisme
sur son image f(M) C N (muni de la topologie induite).

Proposition 4.4 (Immersion injective propre). Toute immersion injective propre
est un plongement. En particulier, si M est compacte, toute immersion injective
f:M — N est un plongement.

Démonstration. Soit f : M — N une immersion injective propre. Il suffit de montrer que f
est un homéomorphisme sur son image. Comme f est propre et N est localement compact,
f est une application fermée. Une bijection continue et fermée est un homéomorphisme.
Pour la seconde assertion, si M est compacte, toute application continue M — N est
propre (image réciproque d’un compact est un fermé de M compact, donc compact). [

Théoréme 4.5 (Forme locale d’une immersion). Soit f : M™ — N™ une immersion
(m < n). Pour tout p € M, il existe des cartes (U, @) autour de p et (V,v) autour de

f(p) telles que

Yo fop ..., 2™ = (z',...,2™0,...,0).

.

Démonstration. Comme df, est injective, la matrice jacobienne de f =1gofoplen
©(p) est de rang m. Quitte & permuter les coordonnées de N, on peut supposer que les m
premiéres lignes forment une sous-matrice inversible. Définissons F' : p(U) x R*™™ — R"
par )

F(z,y) = f(x) +(0,...,0,y,...,9"™).

Alors DF )0y est inversible, donc F' est un difféomorphisme local. En posant ¢/ = F~1 o)
au voisinage de f(p), on obtient ¢’ o f o p~(z) = (z,0). O

Théoréme 4.6 (Forme locale d’une submersion). Soit f : M™ — N™ une submersion
(m = n). Pour tout p € M, il existe des cartes (U, @) autour de p et (V,1) autour de
f(p) telles que

Yo fop ..., 2™) = (2}, ..., 2").

\.

Démonstration. La surjectivité de df, implique que les n premiéres colonnes de la jaco-

bienne D ﬁp(p) (quitte & permuter) forment une matrice inversible. Définissons G : p(U) —
R™ par R

G(z) = (f(z), 2", ..., 2™).
Alors DG, est inversible et FoG Yyt ...,y™) = (y',...,y™). En posant ¢' = G o ¢,
on obtient la forme canonique souhaitée. O

Exemple 4.7 (Immersion et submersion). (i) L’application f : R — R? f(¢) =
(t?,¢%), n’est pas une immersion car dfy = 0. En revanche, flg\fo; est une
immersion.

(ii) La projection 7 : R® — R¥ w(zt,... 2") = (2!,...,2%) avec k < n, est une
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submersion (la jacobienne est (I | 0), de rang k).

(iii) Le déterminant det : GL(n,R) — R* est une submersion.

4.2 Sous-variétés

Définition 4.8 (Sous-variété plongée). Un sous-ensemble S C M est une sous-
variété plongée de dimension k si, pour tout p € S, il existe une carte (U, ¢) de M
autour de p telle que

p(UNS) = o(U)N (R x {0}),

ot l'on identifie R* x {0} C R™. Une telle carte est appelée carte de sous-variété
(ou carte adaptée). La codimension de S dans M est n — k.

Définition 4.9 (Sous-variété immergée). Un sous-ensemble S C M est une sous-
variété immergée de dimension k si S admet une structure de variété lisse de
dimension k pour laquelle I'inclusion ¢ : S < M est une immersion lisse.

Remarque 4.10. Toute sous-variété plongée est immergée, mais la réciproque est fausse.
La topologie d’une sous-variété immergée peut différer de la topologie induite.

Exemple 4.11 (Sous-variété plongée : S®™ C R"1). La sphére S" =
{x e R |zf° = 1} est une sous-variété plongée de R"*! de codimension 1. Nous le
démontrerons rigoureusement au efthm :valeur-reguliere comme préimage d’une valeur
réguliére.

Exemple 4.12 (Sous-variété immergée non plongée). L’application v : R — R?
définie par «y(t) = (sin(2t), sin(t)) est une immersion dont I'image est une figure en
huit. L’image, munie de la topologie de R via 7, est une sous-variété immergée de R?
qui n’est pas plongée (au point double (0,0)).

Exemple 4.13 (Droite irrationnelle sur le tore). Soit & € R\ Q et considérons
l'application vy : R — T? = R?/Z? définie par v(t) = [(¢,at)]. C’est une immersion
injective dont I'image est dense dans 7. L’image est une sous-variété immergée de
dimension 1 qui n’est pas plongée.

4.3 Le théoréme de la valeur réguliére

Le théoréme de la valeur réguliére est un des résultats fondamentaux de la topologie
différentielle. Il fournit un procédé systématique pour construire des sous-variétés.
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Théoréme 4.14 (Théoréme de la valeur réguliére). Soit f: M™ — N™ une applica-
tion lisse entre variétés lisses, avec m > n. Si ¢ € N est une valeur réguliére de f,
alors :

(i) S = f~1(c) est une sous-variété plongée de M de codimension n, c’est-a-dire
dim S =m —n.

(ii) Pour tout p € S, l’espace tangent a S en p est

1T,S = kerdf, = {veT,M:df,(v) =0}.

.

Démonstration. Soit p € S = f~!(c). Par hypothese, df, : T,M — T.N est surjective,
donc de rang n. On procéde en plusieurs étapes.

Etape 1 : Réduction en coordonnées. Choisissons des cartes (U, ¢) autour de p et (V1))
autour de ¢ avec f(U) C V, ¢(p) = 0 et ¢h(c) = 0. L’application f =10 fop ' :pU) —
(V) est lisse et D fo est surjective.

Etape 2 : Application du théoréme des fonctions implicites. Quitte & réordonner les
coordonnées, on peut supposer que les n derniéres colonnes de D fg forment une matrice
n x n inversible. Ecrivons p(U) 3 x = (2, 2") avec 2’ € R™ " et 2” € R™. Le théoréme des
fonctions implicites donne I'existence d’un voisinage ouvert W de 0 dans R™™" et d’une
application lisse g : W — R" telle que ¢g(0) = 0 et

A

f@,2)y=0 <<= 2"=g(2).

Etape 3 : Carte de sous-variété. Définissons @ : W x R* D U’ — R™ par ®(a',y) =
(@', g(2') +y). Alors D®y = (IB;O" I?L) est inversible, donc ® est un difféomorphisme local.

L’application @ = ®~! 0 ¢ est une carte autour de p telle que
p(UNS) =¢U)N R x{0}).

Ceci montre que S est une sous-variété plongée de codimension n.

Etape 4 : Espace tangent. Soit v € T,S. On peut écrire v = [y], pour une courbe
v : (—e,e) = S avec y(0) = p. Comme foy(t) = ¢ pour tout ¢, on a df,(v) = (foy)'(0) =0,
d’on T,S C kerdf,. Réciproquement, dim7,S = m —n = m —rg(df,) = dim ker df,, par
le théoréme du rang, d’ou 'égalité. O]

FIGURE 4.1 — Le théoréme de la valeur réguliére : la préimage f~*(c) d’une valeur réguliére
c est une sous-variété.
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4.4 Applications fondamentales

4.4.1 La sphére S"!

Exemple 4.15 (S"7! comme préimage d’une valeur réguliére). Considérons I'ap-
plication f : R* — R définie par f(z) = |z|> = 31, (2%)%. La différentielle en x
est

df:(v) = 2ixivi = 2(z,v).
i=1

Pour x # 0, Papplication df, est surjective (il suffit de prendre v = ). En particulier,
1 est une valeur réguliére de f, et

5t = 1)
est une sous-variété plongée de R de dimension n — 1. L’espace tangent est

T,5" ! =kerdf, = {v € R": (x,v) =0} = 2.

4.4.2 Le groupe orthogonal O(n)
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Exemple 4.16 (O(n) comme sous-varié¢té de GL(n,R)). Considérons 'espace M, (R)
des matrices n x n (identifié a R”Q) et le sous-espace Sym,, (R) des matrices symétriques
(de dimension n(n + 1)/2). Définissons

f: M,(R) — Sym,(R), f(A)=ATA.
Calculons la différentielle. Pour A € M,,(R) et B € T4yM,(R) = M,(R) :
d
dfa(B) = = (A+tB)"(A+tB)=B'TA+ A"B.
t=0

Montrons que df4 est surjective pour A € O(n) = f~(I,). Soit S € Sym,,(R). Posons
B =1AS. Alors

1 1
dfa(B) = 5(SATA + ATAS) = 5(S +85) =S5,

car ATA = I,. Donc I,, est une valeur réguliére et

O(n) = f~'(In)
est une sous-variété plongée de M, (R) de dimension
n+1) nn-—1)

dim O(n) = n* — n( 5 = 5

L’espace tangent en [, est
Ty, 0(n) = kerdf;, = {B € M,(R) : B' + B =0} = o(n),
I’algeébre de Lie des matrices antisymétriques. Plus généralement, pour A € O(n) :

TsO(n)={B € M,(R): BTA+ A'B=0} = A-o(n).

4.4.3 Le groupe spécial linéaire SL(n,R)

Exemple 4.17 (SL(n,R) comme sous-variété de GL(n,R)). Considérons le détermi-
nant det : M,(R) — R. Sa différentielle en A € GL(n,R) est donnée par

d(det)4(B) = det(A) - tr(A'B).

Pour A € SL(n,R) = det™'(1), on a det(A) = 1, donc d(det) 4(B) = tr(A~'B), qui est
surjective (prendre par exemple B = L A, ce qui donne tr(f,/n) - n = 1).
Ainsi, 1 est une valeur réguliére du déterminant et

SL(n, R) = det(1)

est une sous-variété plongée de GL(n,R) de dimension n* — 1. L’espace tangent en I,

est
Tr, SL(n,R) = {B € M,(R) : tr(B) = 0} = sl(n,R).
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4.4. APPLICATIONS FONDAMENTALES

4.4.4 Préimages dans R" — R"™

~

Exemple 4.18 (Tore comme préimage). Considérons f : R® — R définie par

flz,y,z) = (\/332 +y? — R>2+22,

ol R > r > 0. La valeur 72 est une valeur réguliére de f (on le vérifie par un calcul
direct de df), et
T = [0%)

est un tore de révolution, sous-variété plongée de R? de dimension 2.

Exemple 4.19 (Hyperboloide a une nappe). L’application f : R3> — R, f(z,y,2) =
2% +y? — 22, a pour différentielle df(zy = (22,2y, —22), qui s’annule uniquement a
lorigine. Donc toute valeur ¢ # 0 est réguliére et f~!(c) est une surface lisse. Pour
c = 1, on obtient I'hyperboloide a une nappe.

Exemple 4.20 (Préimage dans R* — R?). Considérons f : R* — R? définie par
f($1,$2,$3,$4) = (x% + .Tg - 17 x% + ‘7:421 - 1)
La matrice jacobienne est

21‘1 2232 0 0
Df($17$27$37$4) - ( 0 0 223 21‘4) )

Cette matrice est de rang 2 en tout point de f~1(0,0) (car (z1,z2) # 0 et (z3,24) # 0
sur cet ensemble). Donc (0, 0) est une valeur réguliére et

f710,0) = 8" x S' =77

est une sous-variété plongée de R* de dimension 2, difféomorphe au tore.

4.4.5 Le théoréme de Sard

Le théoréme de la valeur réguliére est d’autant plus puissant que la plupart des valeurs

sont réguliéres, au sens suivant.

Théoréme 4.21 (Théoréeme de Sard). Soit f : M — N une application lisse.
L’ensemble des valeurs critiques de f est de mesure de Lebesque nulle dans N. En
particulier, l’ensemble des valeurs régulieres est dense dans N.

Remarque 4.22. La preuve du théoréme de Sard, bien que technique, repose essen-
tiellement sur le théoréme de Fubini et des estimations de volume. Nous ’admettons
ici et renvoyons a [13] pour une démonstration compléte. Ce théoréme, combiné au
théoreme de la valeur réguliére, montre que pour une application lisse « générique »,
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presque toutes les fibres sont des sous-variétés lisses.

4.5 Espace tangent d’une sous-variété

Proposition 4.23 (Espace tangent d’une sous-variété plongée). Soit S C M une
sous-variété plongée et v : S — M Uinclusion. Pour tout p € S, Uapplication du), :
T,S — T,M est injective et identifie T,,S au sous-espace

de,(T,5) = {v € T,M : v(f) = 0 pour toute f € C*(M) avec f|s = 0}.

Démonstration. L’inclusion ¢ est un plongement, donc d¢, est injective. Soit v = [7], €
1,5 et f € C®(M) avec f|ls = 0. Alors di,(v)(f) = v(f o) = v(fls) = v(0) = 0.
Réciproquement, soit v € T}, M annulant toute f qui s’annule sur S. En carte de sous-variété

(Uyp = (28,..., 2% 2" am) avee UNS = {a"! =... =2" =0}, les fonctions
2#1 . 2" sannulent sur S, donc v(a?) = 0 pour j > k. Ainsi v = 35 v(2!) % , €
de,(T,9). O

Corollaire 4.24 (Espace tangent d’une préimage). Si ¢ est une valeur réguliére de
f:M— N etS=f"c), alors pour toutp € S :

T,S = kerdf,.

4.6 Théoréme du rang constant

Théoréme 4.25 (Théoréme du rang constant). Soit f: M™ — N™ une application
lisse de rang constant r sur un voisinage de p € M. Alors il existe des cartes (U, p)
centrées en p et (V,1) centrées en f(p) telles que

pofop (..., 2™) = (z%,...,2",0,...,0).

Démonstration. Par un changement de coordonnées préliminaire, on peut supposer que le
mineur r X r en haut a gauche de la matrice jacobienne D fo est inversible. Définissons
®:R™ — R™ par

o(x) = (f1(2),..., fr(x),a™ ... 2™).
Comme D® est inversible (le mineur r x r et le bloc identité se combinent), ® est un
difféomorphisme local. En composant, on obtient

(fod M(u) = (u',...,u", K" (w), ... W (u))
pour certaines fonctions lisses h7. L’hypothése de rang constant r implique que gzj =0
pour tout ¢ > 7 et j > r. Donc h/(u) = hI(u',...,u",0,...,0) = K/ (u!,... u"). On définit
alors ¥ : R — R™ par
qj(y17 A 7yn) = (yl7 cet 7yr7yr+1 - kr—‘rl(yl? R 7y7n)7 c et 7yn - kn(y17 st 7yr))'

C’est un difféomorphisme local et (U o f o ® 1) (u) = (ul,...,u",0,...,0). O
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Corollaire 4.26 (Version sous-variété du théoréme du rang). Sous les hypothéses du
efthm :rang-constant :

(i) Si f est une immersion (r =m), alors localement f s’écrit comme une inclusion
linéaire R™ — R".
(ii) Si f est une submersion (r =n), alors localement f s’écrit comme une projection
linéaire R™ — R".
(iii) Si f est de rang constant r, alors pour tout c € f(M), f~(c) est une sous-variété
plongée de dimension m — r.

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont des cas particuliers de la forme normale. Pour
(iii), en coordonnées normales, f~'(c) N U est défini par les r premiéres coordonnées
constantes, ce qui donne la structure de sous-variété. O

4.7 Sous-variétés a bord

Rappelons le demi-espace H" = {x € R" : 2" > 0}.

Définition 4.27 (Variété a bord). Une variété a bord de dimension n est un espace
topologique M de Hausdorff, & base dénombrable, muni d’un atlas maximal de cartes

a valeurs dans des ouverts de H" dont les changements de cartes sont lisses. Le bord
de M est

OM = {p e M : p(p) € OH" pour une (toute) carte (U, )},

et intérieur est Int(M) = M \ OM.

Proposition 4.28 (Le bord est une variété sans bord). Si M est une variété a bord
de dimension n, alors OM est une variété lisse (sans bord) de dimension n — 1.

Définition 4.29 (Sous-variété a bord propre). Soit M une variété sans bord. Un
sous-ensemble S C M est une sous-variété a bord propre de M si, pour tout
p € S, il existe une carte (U, p) de M telle que

p(UNS) =pU)NH"

pour un certain k < n.

Exemple 4.30 (Disque comme sous-variété a bord). Le disque fermé D =
{x eR?: |az7|2 < 1} est une sous-variété a bord de R?, de bord oD = St
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4.8 Voisinage tubulaire

Le théoréme du voisinage tubulaire affirme qu’une sous-variété plongée admet un
voisinage qui est difféfomorphe a son fibré normal. C’est un outil fondamental pour la
théorie de l'intersection et la transversalité.

Définition 4.31 (Fibré normal). Soit S C M une sous-variété plongée et supposons
M munie d'une métrique riemannienne g. Le fibré normal de S dans M est le fibré
vectoriel
NS=||N,S,  N,S=(T,S" CcT,M,
peS

ou 'orthogonalité est prise par rapport a g,.

Théoréme 4.32 (Voisinage tubulaire). Soit S une sous-variété plongée compacte
d’une variété lisse M. Il existe un voisinage ouvert U de S dans M et un difféomor-
phisme

d: NSOV S U

d’un voisinage V' de la section nulle dans NS sur U, tel que ® restreint a la section
nulle soit lidentité S — S.

Remarque 4.33. La preuve (que nous omettons) repose sur application exponentielle
riemannienne : on définit ®(p,v) = exp,(v) pour v € N,S suffisamment petit. La
compacité de S assure l'existence d’'un € > 0 uniforme tel que ® soit défini et soit un
difféeomorphisme sur le e-voisinage tubulaire.

FIGURE 4.2 — Un voisinage tubulaire d’une sous-variété S : chaque fibre normale est
représentée comme un segment transverse.

4.9 Exercices

Exercice 4.1. Soit f: R™! — R définie par f(z) = 3207 (27)2.
(a) Montrer que 1 est une valeur réguliére de f.
(b) En déduire que S™ est une sous-variété plongée de R"*! de dimension n.
(c) Calculer T,,S™ pour tout z € S™.

20



4.9. EXERCICES

Exercice 4.2. Montrer que SO(n) = {A € O(n) : det A = 1} est une sous-variété plon-
gée de M, (R) de méme dimension que O(n). Indication : montrer que SO(n) est une
composante connexe de O(n).

Exercice 4.3. La variété de Stiefel Vj(R") est 'ensemble des k-repéres orthonormaux
dans R"”, c’est-a-dire

Vi(R") = {A € M,x(R): ATA=I;}}.
Montrer que Vj(R™) est une sous-variété plongée de M,y (R) et calculer sa dimension.

Exercice 4.4. En utilisant le fait que GL(k, R) agit librement sur V(R™), montrer que la
grassmannienne Gry(R") = Vi (R")/ GL(k,R) est une variété lisse de dimension k(n — k).

Exercice 4.5. Soit f : M — N une application lisse de rang constant r avec M compacte
et connexe. Montrer que f(M) est une sous-variété plongée compacte de N de dimension
r.

Exercice 4.6. Soient S7 C M; et Sy C M des sous-variétés plongées. Montrer que S7 X S5
est une sous-variété plongée de M; x My et que codim(S; x Sg) = codim(.Sy) + codim(.S3).
Exercice 4.7. Soit 7 : M — N une submersion surjective.

(a) Montrer que 7 est une application ouverte.

(b) Montrer que pour tout ¢ € N, la fibre 77!(g) est une sous-variété plongée de M de
codimension dim V.

(c) Side plus 7 est propre, montrer que 7 est un fibré lisse localement trivial (théoréme
d’Ehresmann).

Exercice 4.8. Soient f : M — N une application lisse et S C N une sous-variété plongée.
On dit que f est transverse a S (noté f M S) si pour tout p € f~1(9) :

dfp(T,M) + Trp)S = Ty N.

Montrer que si f M S, alors f71(S) est une sous-variété plongée de M de codimension
codim(S). Indication : se ramener au théoréme de la valeur réguliére en composant f avec
une submersion locale définissant S.

Exercice 4.9. Montrer que le groupe unitaire spécial SU(2) = {A € My(C) : AAT =I5, det A =1}
est difféeomorphe & S3. Indication : écrire la forme générale d’un élément de SU(2) et
identifier avec S® C R* = C2.
Exercice 4.10. Soit f : R?® — R définie par f(z,y,2) = 2% + y? — 22

(a) Déterminer les points critiques et les valeurs critiques de f.

(b) Pour chaque valeur régulicre ¢, décrire la topologie de f~!(c).
(c) Dessiner les lignes de niveau pour ¢ = —1,0, 1.
)

(d) Que se passe-t-il au passage par la valeur critique ¢ =07
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S

c 1

(section y = 0)

FIGURE 4.3 — Sections des ensembles de niveau de f(x,v,2) = 2% + y*> — 2? dans le plan
y = 0, pour les valeurs ¢ = 1,0, —1.
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Chapitre 5

Transversalité
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La transversalité est I'un des concepts les plus puissants de la topologie différentielle.
Intuitivement, deux sous-variétés se coupent transversalement lorsqu’elles se croisent de la
maniére la plus « générale » possible, sans tangence. Ce chapitre développe cette notion,
établit le théoreme fondamental reliant transversalité et structure de sous-variété, puis
montre que la transversalité est une condition générigue au sens de Baire. Les applications
aux nombres d’intersection et au théoréme de Lefschetz illustrent la richesse de cette
théorie.

5.1 Intersection transverse

5.1.1 Définition pour une application
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CHAPITRE 5. TRANSVERSALITE

Définition 5.1 (Transversalité d’une application & une sous-variété). Soient f: M —
N une application lisse entre variétés lisses et W C N une sous-variété (plongée). On
dit que f est transverse a W, et on note f th W, si pour tout x € f~1(W) on a

df, (TxM) + Tf(x)W = Tf(x)N.

Autrement dit, I'image de la différentielle de f en x et I’espace tangent & W en f(z)
engendrent ensemble tout 1’espace tangent a N.

Définition 5.2 (Transversalité de deux sous-variétés). Soient M et W deux sous-
variétés d'une variété ambiante N. On dit que M et W se coupent transversale-
ment, et on note M M W, si pour tout p € M NW on a

T,M + T,W = T,N.

Remarque 5.3. La définition 5.2 est un cas particulier de la définition 5.1 : il suffit
de prendre f: M — N linclusion. Notons aussi que si f~!(1W) = @, la condition de
transversalité est automatiquement satisfaite (il n’y a aucun point a vérifier).

Remarque 5.4. Si dim M + dim W < dim N, alors la transversalité M M W implique
M NW = o (pour des raisons de dimension, la somme 7,M + T,IW ne peut jamais
étre T,N si les deux sous-espaces sont en position générale).

W
M
p
M
p
W
M W : transverse Non transverse : tangence en p

FIGURE 5.1 — A gauche, deux courbes dans R? se coupant transversalement ; a droite, une
intersection non transverse (tangente).

5.1.2 Exemples et non-exemples

Exemple 5.5 (Droites dans le plan). Dans R?, deux droites distinctes et non paralléles
se coupent transversalement. Deux droites paralléles distinctes vérifient trivialement
la transversalité (intersection vide). En revanche, une droite considérée comme sous-
variété de R? se coupe elle-méme de maniére non transverse (la somme T,L + T,L =

T,L # T,R?).
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5.2. THEOREME DE TRANSVERSALITE

Exemple 5.6 (Sphére et plan). Dans R?, la sphére S? et le plan {z = ¢} se coupent
transversalement si et seulement si ¢ # +1. Aux poles ¢ = +£1, le plan est tangent a la
sphére.

Exemple 5.7 (Courbes sur une surface). Sur le tore 7% = S! x S! les cercles
71 =St x {1} et v, = {1} x S! se coupent transversalement en un unique point.

Exemple 5.8 (Application non transverse). L’application f: R — R? ¢ — (t,1?) n’est
pas transverse a ’axe des abscisses W =R x {0} en t = 0, car dfy(R) =R x {0} =
Tioa)W.

~

Domaine fondamental du tore 77

FIGURE 5.2 — Deux cercles générateurs sur le tore, se coupant transversalement en un
point.

5.2 Théoréme de transversalité

Le résultat fondamental suivant montre que I'image réciproque d’une sous-variété par
une application transverse est encore une sous-variété, de la codimension attendue.

Théoréme 5.9 (Préimage transverse). Soient f: M — N une application lisse et
W C N une sous-variété de codimension k. Si f h W, alors :

(i) f~Y(W) est une sous-variété lisse de M ;
(i) codimys f~Y(W) = codimy W = k ;
(iil) pour tout x € f~*(W), on a T,(f~*(W)) = (dfs) (T W).

Démonstration. Soit xg € f~1(W) et posons yo = f(xg) € W.

Etape 1 : Linéarisation locale de WW. Comme W est une sous-variété de codimension k
de N, il existe un voisinage ouvert V de y, dans N et une submersion g: V — R* telle
que WNV =g 0).

Etape 2 : La composée g o f est une submersion. Considérons I'application h =
go f: f7HV) = RF. Pour z € f*(WnNV), ona flz) € W, donc kerdgy,) =
Tt@W. La condition de transversalité df,(T, M) + Tyo)W = TN et la surjectivité de
dgs@): TN — R* donnent :

dh, (TxM) = dgf(x)(dfx (TxM» = dgf(x) (dfz (TxM) + Tf(I)W) = dgf(x) (Tf(@N) = Rk
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Donc h = g o f est une submersion en tout point de h~1(0).

Etape 3 : Application du théoréme de la valeur réguliére. Puisque h est une submersion en
tout point de 71(0), le théoréme de la valeur réguliere assure que h=1(0) = f~H(W)Nf~1(V)
est une sous-variété de f~1(V') de codimension k. Comme ceci vaut au voisinage de chaque
point 2o € f~'(W), on obtient que f~'(W) est une sous-variété de M de codimension k.

Etape J : Espace tangent. Pour z € f~1(W), on a

T:c(f_l(W)) = TQC(h_l(O)) = kerdh, = ker<dgf(fv)odfz) = (dfx)_l(ker dgf(l‘)) = (dfx)_l(af(fﬁ)w)'

Corollaire 5.10. Si M et W sont deux sous-variétés de N avec M th W, alors
M NW est une sous-variété de N et

codim(M NW) = codim(M) + codim(W).

De maniere équivalente, dim(M N W) = dim M + dim W — dim N.

Démonstration. On applique le théoréme 5.9 a Uinclusion ¢: M — N, qui est transverse a
W précisément lorsque M d W. On a . ' (W) =M NW. O

Exemple 5.11. Dans R?, considérons les sphéres S; = {22 +y?+22=1} et
Sy = {(z — 1) + y* + 2% = 1}. Elles se coupent transversalement car en tout point
d’intersection, les normales sont distinctes. Par le corollaire, S; NS5 est une sous-variété
de dimension 2+ 2 — 3 =1 : ¢’est un cercle.

5.3 Transversalité et stabilité

La transversalité est une condition « ouverte » : elle persiste sous de petites perturba-
tions.

Proposition 5.12 (Stabilité de la transversalité). Soient M compacte, N une variété
lisse et W C N une sous-variété fermée. L’ensemble

h (M, N;W) = {f € C*(M,N) | f h W}

est un ouvert de C(M, N) pour la topologie C* (et a fortiori pour la topologie C™).

Idée de preuve. La condition de transversalité en un point est une condition de rang
maximal sur une application linéaire, donc ouverte. Comme M est compacte, on peut
recouvrir f~!(W) par un nombre fini de cartes et utiliser la continuité de la différentielle
en topologie C'! pour conclure. O

Lemme 5.13 (Transversalité et rang). Soit f: M — N lisse et W C N une sous-
variété de codimension k définie localement comme g~'(0) pour une submersion
g: V= RF. Alors f MW sur f~1(V) si et seulement si go f est de rang k en tout

point de (go f)~(0).
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Démonstration. C’est exactement le calcul effectué dans I’étape 2 de la preuve du théo-
réme 5.9 : la surjectivité de d(g o f), est équivalente a la condition de transversalité. [

Exemple 5.14 (Perturbation transverse). Considérons dans R? la parabole C' =
{y = 2?} et 'axe W = {y = 0}. L’intersection C N W = {(0,0)} n’est pas transverse
car T(90)C = T0,0)W = R x {0}. Cependant, pour tout ¢ > 0, la translation C. =
{y = 2® — €} coupe W transversalement en deux points (++/z,0).

Remarque 5.15. En pratique, si une application f n’est pas transverse a IV, on peut
souvent la « perturber » légérement pour obtenir une application f, homotope a f,
telle que f M W. C’est le contenu du théoréeme de transversalité de Thom.

5.4 Théoréme de transversalité de Thom

Le théoréme suivant affirme que la transversalité est une condition générique, c’est-a-
dire vérifiée par un ensemble résiduel d’applications.

Théoréme 5.16 (Transversalité de Thom). Soit F': M x S — N une application
lisse, ou M, S, N sont des variétés lisses avec M de dimension finie. Soit W C N
une sous-variété. St F M W, alors l’ensemble

{seS|FsMW}, ouFs;=F(,s): M - N,

est résiduel dans S (et donc dense si S est un espace de Baire). De plus, si M est
compacte, cet ensemble est un ouvert dense.

.

Esquisse de preuve. Etape 1. Par hypothése F' th W, donc le théoréme 5.9 assure que
W = F~Y(W) est une sous-variété de M x S de codimension codim ().

Etape 2. Considérons la projection m: W — S, m(x, s) = 5. On montre que s € S est
une valeur réguliére de 7 si et seulement si F, h .

En effet, fixons (zg, s9) € W. L'espace tangent T{;, )W = (dF(z0,50)) " (Tr(z0,50)W)-
La condition que d7 soit surjective en (xg, so) signifie que la composante en S de cet espace
tangent est tout 7,5, ce qui se reformule exactement comme Fy, h W en xy.

Etape 3. Le théoréme de Sard appliqué a 7 donne que I'ensemble des valeurs réguliéres
de 7 est résiduel (dense et de mesure pleine). Donc {s € S| Fy h W} est résiduel.

La partie sur 'ouverture lorsque M est compacte découle de la proposition 5.12. []

Remarque 5.17. Le théoreme de Thom admet 'interprétation suivante : si 'on dispose
d’une famille d’applications suffisamment riche (paramétrée par S) et si la « famille
totale » F' est transverse a W, alors « presque tout » membre de la famille est transverse
a W. Le paramétre s € S joue le role d'une perturbation, et ’espace S doit étre assez
grand pour « résoudre » tous les défauts de transversalité.

.

Exemple 5.18 (Application du théoréme de Thom). Considérons M une variété
compacte plongée dans RY et W C RY une sous-variété. Pour s € R”, posons
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M, = M + s (translaté). La famille F: M x RY — RY F(z,s) = z + s est une
submersion, donc F th . Par le théoréme de Thom, pour presque tout s € RY (au
sens de la mesure et de Baire), M, h .

.

Corollaire 5.19 (Densité de la transversalité). Soient M compacte, N une variété
et W C N une sous-variété fermée. Alors {f € C®°(M,N) | f MW} est un ouvert
dense de C*°(M, N) pour la topologie C°.

Démonstration. La densité s’obtient en appliquant le théoréme 5.16 avec un choix judicieux
de famille paramétrée. Par exemple, si N est plongée dans R¥ (par le théoréme de Whitney),
on pose F': M x B.(0) = N, (z,s) — mn(f(z) + s) ot myx est une projection tubulaire.
On vérifie que F' M W pour € assez petit. L’ouverture découle de la proposition 5.12. [

5.5 Applications de la transversalité

5.5.1 Nombre d’intersection

Définition 5.20 (Nombre d’intersection orienté). Soient M™ et N™ deux variétés
lisses compactes orientées sans bord, et soit f: M — N une application lisse avec
f W, ouW C N est une sous-variété fermée orientée de codimension m. Alors
f7Y(W) est un ensemble fini de points. En chaque point z € f~1(W), on définit un
signe £(z) = %1 selon que l'isomorphisme

dfy: ToeM/To(fTH(W)) == Tp@)N/TaW

préserve ou renverse 'orientation. Le nombre d’intersection de f et W est

I(f,W)= )Y e €L

z€f~1(W)

Théoréme 5.21 (Invariance homotopique du nombre d’intersection). Le nombre

d’intersection I(f, W) ne dépend que de la classe d’homotopie de f. Plus précisément,
si fo~ f1 et les deux sont transverses a W, alors I(fo, W) = I(f1,W).

\.

Idée de preuve. Soit H: M x[0,1] — N une homotopie lisse entre fy et f;. Par le théoréme
de Thom, on peut supposer H M W (quitte a perturber). Alors H (W) est une 1-variété
compacte & bord dans M x [0, 1], dont le bord est f;'(W) U f;*(W). Un argument de
comptage des signes sur le bord d’une 1-variété orientée montre 1’égalité. O

Définition 5.22 (Nombre d’intersection de deux sous-variétés). Soient M™ une variété
orientée compacte sans bord, et soient A% B’ C M deux sous-variétés compactes
orientées avec a +b =n et A M B. Le nombre d’intersection est

I(A,B)= Y =(p),

pEANB
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ou £(p) = +1 si l'orientation de T,A & T,,B coincide avec celle de T,M, et —1 sinon.

Proposition 5.23. Le nombre d’intersection satisfait :
(i) I(A,B) = (-1)® (B, A) oti a = codim A et b = codim B ;
(ii) I(A, B) ne dépend que des classes d’homologie de A et B;

(iii) st A et B sont homologiquement triviauz, alors 1(A, B) = 0.

\. J

Preuve de (i). 1l suffit d’observer que le changement de 'ordre des facteurs dans 7,A &
T,B = T,M introduit un signe (—1)dmAdmB — (_1)(n=a)=b) Comme a + b = n, on
vérifie que (n — a)(n — b) = ab (mod 2), d’ou le résultat. O

Exemple 5.24 (Intersection sur le tore). Sur le tore 7% = S! x S', orienté par
la forme d’aire standard, les cercles a = S' x {1} et 8 = {1} x S! se coupent
transversalement en (1,1). L'orientation de T{y 1yor @ 11,1 coincide avec l'orientation
de T?, donc I(,3) = +1. De méme, I(B,a) = +1 car 1 -1 = 1 est impair, mais
(—=1)¥ . (+1) = —1... En fait, avec les conventions de codimension, a = b = 1 et
I(a, 8) = (=) (B, ), donc I(a, B) = —I(B, ) si I'on échange 1'ordre. Ceci dépend
de la convention d’orientation choisie ; avec la convention usuelle, I(«, 5) = +1.

e=+1 e=-1

FIGURE 5.3 — Signe de l'intersection : € = +1 lorsque les orientations de A et B donnent
I'orientation ambiante, ¢ = —1 sinon.

5.5.2 Nombre d’intersection modulo 2

Définition 5.25 (Nombre d’intersection mod 2). Si M, A, B ne sont pas nécessaire-
ment orientables, on définit le nombre d’intersection modulo 2 :

I(A,B) = #(ANB) mod 2 € Z/27Z,

a condition que A M B et que les dimensions soient complémentaires. Ce nombre est
un invariant d’homotopie.
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Exemple 5.26. Dans RP2, la droite projective standard RP! ¢ RP? a un nombre
d’auto-intersection I(RP', RP!) =1 € Z/2Z (on perturbe une copie et on compte les
intersections modulo 2).

5.5.3 Nombre d’auto-intersection

7

Définition 5.27 (Nombre d’auto-intersection). Soit A une sous-variété compacte
orientée de codimension k dans une variété orientée M™. Le nombre d’auto-
intersection de A est

(A, A) = I(A, A),

ou A’ est une petite perturbation de A telle que A M A’. Ce nombre est bien défini
par l'invariance homotopique.

Exemple 5.28. La section nulle de S? dans son fibré tangent 7'S? a un nombre
d’auto-intersection égal a x(S?) = 2, la caractéristique d’Euler. Plus généralement, le
nombre d’auto-intersection de la diagonale A C M x M est y(M).

.

5.5.4 Lien avec le théoréme de Lefschetz

~

Théoréme 5.29 (Théoréme du point fixe de Lefschetz — énoncé). Soit f: M — M
une application lisse d’une variété compacte orientée sans bord. Le nombre de
Lefschetz est

dim M

L(f)= Y (~Fu(fe: He(M:Q) = Hi(M;Q).

k=0

Si L(f) # 0, alors f admet un point fize.

Remarque 5.30. Le lien avec la transversalité est le suivant. Le graphe I'y =
{(z, f(z)) |z € M} C M x M et la diagonale A = {(x,z) | x € M} sont des sous-
variétés de M x M. Les points fixes de f correspondent exactement aux points de I'yNA.
SiI'y A, alors le nombre de Lefschetz est le nombre d’intersection : L(f) = I(I'y, A).

\.

5.6 Exercices

Exercice 5.1. Dans R?, déterminer pour quelles valeurs de a € R les courbes {y = 2%} et
{y = a} se coupent transversalement.

Exercice 5.2. Montrer que dans R™*! | les spheres S, = {|z| = r} et Si = {|x — a| = R}
(avec a € R™1) se coupent transversalement si et seulement si elles ne sont pas tangentes
intérieurement ou extérieurement.

Exercice 5.3. Soit f: R* = R, (z,y,2) — 2* + y* — 2°.
(a) Montrer que f m {1}.
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(b) En déduire que f~1(1) est une sous-variété de R3. Quelle est sa dimension ?
(c) Que se passe-t-il pour f~1(0)?
Exercice 5.4. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de R™ avec V' M W (au

sens de sous-variétés de R™). Montrer que V + W = R" et en déduire dim(V NW) =
dimV +dim W — n.

Exercice 5.5 (Transversalité et submersions). Montrer que si f: M — N est une
submersion, alors f est transverse a toute sous-variété W C N.

Exercice 5.6. Sur le tore T2, considérer les courbes a(t) = (2™, 1) et B(t) = (2™, e?mi4t)
avec p,q € Z et ged(p, q¢) = 1. Montrer que o rh 3 et calculer I(a, f3).

Exercice 5.7 (Densité de la transversalité). Soit f: S' — R? un plongement lisse. Montrer
qu'il existe une droite L C R? telle que f(S') M L. Indication : utiliser le théoréme de
Sard.

Exercice 5.8. Soit f: M™ — N™ une application lisse entre variétés orientées compactes
sans bord, et soit ¢ € N une valeur réguliére. Montrer que I(f,{q}) = deg(f), le degré
topologique de f.

Exercice 5.9 (Auto-intersection de la diagonale). Soit M™ une variété compacte orientée.
Considérons la diagonale A C M x M.
(a) Montrer que le fibré normal de A dans M x M est isomorphe au fibré tangent T'M.
(b) En déduire que I(A, A) = x(M), la caractéristique d’Euler de M.

Exercice 5.10. En utilisant le résultat de l’exercice 5.9, retrouver le fait que S?" ne
posséde pas de champ de vecteurs ne s’annulant jamais. (Théoréme de la boule chevelue.)

Exercice 5.11 (Transversalité dans les espaces projectifs). Dans CP™, montrer que deux
sous-espaces projectifs CP* et CP* (en position générale) se coupent transversalement.
Quelle est la dimension de l'intersection lorsque k+ ¢ > n?

Exercice 5.12 (Application du théoréme de Thom). Soit M™ une variété compacte et
f: M — R"™ une application lisse avec m < n.
(a) Montrer que pour presque tout y € R", f~1(y) = @.

(b) En déduire que I'image f(M) est de mesure nulle dans R™. (Retrouver ainsi une
conséquence du théoréme de Sard.)
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Les formes différentielles fournissent le cadre naturel pour I'intégration sur les variétés.
Ce chapitre rappelle d’abord I’algébre extérieure, puis construit les formes différentielles
et leur différentielle extérieure. Nous introduisons ensuite le tiré en arriére, le produit
intérieur et la dérivée de Lie, avant de traiter I'orientation et l'intégration.

6.1 Algébre extérieure

Définition 6.1 (Puissance extérieure). Soit V' un espace vectoriel réel de dimension
n. La k-iéme puissance extérieure A*V* est 1'espace vectoriel des formes k-linéaires
alternées sur V :

ANV =L w: Vx--xV =R |west k-linéaire et alternée
—_———
k
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Par convention, A°V* =R et A¥V* = 0 pour k > n.

Proposition 6.2. dim A*V* = (}). Si (e1,...,€,) est une base de V et (e',... e")
la base duale, alors les éléments

eil/\---/\ei’“, 1<y <<, < n,

forment une base de A*¥V*.

Définition 6.3 (Produit extérieur). Le produit extérieur A: A*V* x AV* —
AV est défini par

1
(@A B)(vr, .-, Vkte) = 1y Y 580(0) a(Us); - - -+ Vo) Bloornys - - - Voliors))-

0€6L ¢

Proposition 6.4 (Propriétés du produit extérieur). Pour a € A*V*, 3 € AV*,
v e AV .

(i) Associativité : (¢ AB)Avy=aA(BA7);

(ii) Anti-commutativité graduée : a A B = (=1)* B A «;

(iii) Bilinéarité : A est bilinéaire en chaque argument.

Définition 6.5 (Algebre extérieure). L’algébre extérieure de V* est la somme
directe graduée

k=0

munie du produit extérieur. C’est une algébre associative graduée de dimension 2".

Exemple 6.6. Pour V = R3 avec base duale (e',e?, ¢?) :
— A°(R3)* 2 R (dimension 1);
— AY(R®)* a pour base {e!,e?, 3} (dimension 3);
— A%(R3)* a pour base {e! Ae?, el Ae?, e? Ae?} (dimension 3);
— A3(R®)* a pour base {e! Ae* A e} (dimension 1).

On retrouve la dimension totale 1 + 3 + 3 + 1 = 8 = 23. L’isomorphisme A! = A? en
dimension 3 est a l'origine du produit vectoriel et de la dualité de Hodge.

Proposition 6.7 (Déterminant comme forme extérieure). Si dim V' = n, alors A"V*
est de dimension 1. Pour o: V. — V linéaire, l’application induite A"p*: A"V* —
A"V est la multiplication par det(p).
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6.2 Formes différentielles

Définition 6.8 (Forme différentielle de degré k). Soit M une variété lisse de dimension
n. Une forme différentielle de degré k (ou k-forme) sur M est une section lisse
du fibré A¥T*M :

w € QF(M) = T®(A*T*M).

Autrement dit, w associe a chaque point p € M un élément w, € AkT; M, de maniére
lisse.

Remarque 6.9. Q°(M) = C>=(M) : les 0-formes sont les fonctions lisses. Q*(M) = 0
pour k > dim M.

Proposition 6.10 (Expression locale). Si (U, = (z!,...,2")) est une carte locale
de M, toute k-forme w € QF(M) s’écrit sur U :

— il ’Lk
w{U— g Wiy, AT A - Adz™,
1<t << <n

ol les wi,..;, € C*(U) sont les fonctions composantes de w.

Exemple 6.11. Sur R? avec coordonnées (z,y, z) :
— O-forme : f(x,y,2);
— 1-forme : w = Pdx + Qdy + Rdz;
— 2-forme : n = Ady Adz+ Bdz Adx + Cdx Ady;
— 3-forme : p = pdx Ady A dz.

6.3 Différentielle extérieure

Théoréme 6.12 (Différentielle extérieure). Il existe un unique opérateur linéaire
d: QF(M) — QFL(M), pour chaque k > 0, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour f € QM) =C>(M), df est la différentielle usuelle ;
(ii) Regle de Leibniz graduée : pour a € QF(M), 5 € QY(M),

d(aAB) =daA B+ (=1)*a A dp;

(iii) Nilpotence : dod =0;

(iv) d est local : si w}U =7

g alors dw‘U = dn|U.

Démonstration. Unicité. Sur un ouvert de carte (U, z',... "), les propriétés (i) et (ii)

imposent :
" 8(,«)[ .
d(§ df):§d Ade! =375 e pda,
I wrdx I wr A dx d 9 x x

Jj=1
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ol nous utilisons la multi-notation da! = dz A --- A dz?*. Ceci détermine d de maniére
unique.

Existence. On définit d par la formule ci-dessus en coordonnées locales. 1l faut vérifier que
la définition est indépendante du choix de carte (ce qui découle de la régle de changement
de variables pour les dérivées partielles) et que les propriétés (i)—(iv) sont satisfaites.

Vérifions (iii) : d® = 0. 1l suffit de le vérifier sur les générateurs. Pour f € C*°(M) :

af . orf
a2 :d( —dx]) - _quiaded =0,
/ — Oz — Qx'Ox
J ,J
car zo7— est symétrique en (7, j) tandis que da’ A da’ est antisymétrique. La propriété
s’étend aux k-formes par la régle de Leibniz. O]

Proposition 6.13 (Formule intrinséque). Pour w € QF(M) et des champs de vecteurs
Xo, 566 ,Xk S %(M) 5

k

dw(Xo, ..., Xp) = Z(—l)"X@-(w(Xo, o X, X))

=0
+ 3 (=) w([Xs, X5, Xo, -, Xy, Xy, X),

1<j

ou X; signifie que le terme X; est omis.

Exemple 6.14. Pour une 1-forme w et des champs X, Y :

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) = w([X,Y]).

Exemple 6.15 (Lien avec analyse vectorielle). Sur R :

— df = Vf-dx (gradient) ;

— d(Pdx + Qdy + Rdz) correspond au rotationnel ;

— d(Ady Adz+ Bdz Adzx + Cdx Ady) = div(A, B,C) dx A dy A dz.
L’identité d* = 0 encode simultanément rot(V f) = 0 et div(rot F) = 0.

6.3.1 Formes fermées et formes exactes

Définition 6.16 (Formes fermées et exactes). Une k-forme w € QF(M) est dite :
— fermée si dw =0;
— exacte s'il existe n € QF1(M) telle que w = dn.

Puisque d? = 0, toute forme exacte est fermée. La réciproque est en général fausse.

Définition 6.17 (Cohomologie de de Rham). Le k-iéme groupe de cohomologie
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de de Rham de M est

_ ker(d: Q¥(M) — QFY(M))  ZF(M)
Hc]fR(M) - im(d: Qk=1(M) — Qk(M)) N Bk(M)’

ot Z*¥(M) est l'espace des k-formes fermées et B¥(M) celui des k-formes exactes.
C’est un espace vectoriel réel qui mesure I'obstruction a ce que toute forme fermée
soit exacte.

Théoréme 6.18 (Lemme de Poincaré). Si U C R™ est un ouvert étoilé (ou plus
généralement contractile), alors HY% (U) = 0 pour tout k > 1. Autrement dit, toute
forme fermée sur U est exacte.

Idée de preuve. On construit un opérateur d’homotopie K: QF(U) — QF1(U) tel que
dK + Kd = Id sur Q*(U) pour k > 1. Si U est étoilé par rapport a I'origine, on pose

1
(KCU);L«(Ul,...;'Ukl):/ tkilwm(ﬂf,vl,...,'kal)dt_
0

Alors pour w fermée : w = d(Kw) + K(dw) = d(Kw). O

6.4 Tiré en arriére

Définition 6.19 (Tiré¢ en arriére). Soit f: M — N une application lisse. Le tiré en
arriére (ou pullback) est application linéaire f*: QF(N) — QF(M) définie par

(f*("))p(vb 000 ,Uk) = wf(P)(dfp(Ul)v 000 7dfp(vk))7

pour p € M et vq,...,v, € T,M.

Théoréme 6.20 (Propriétés du tiré en arriére). Soient f: M — N et g: N — P des
applications lisses.

(i) Fonctorialité : (go f)* = f*og*;
(ii) (Ida)* = Idas=(ar) ;
(iii) f*(anp)=fanfp;
(iv) Naturalité de d : f*od = d o f*, c’est-a-dire le diagramme suivant commute
pour tout k :

QF(N) —4 QFL(N)

f*l l f*

Qk(M) T) QFt+1 (M)

(v) pour h € C*(N) : f*(h) = ho f.
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Démonstration. (i) Pour w € Q%(P) et vy, ..., v, € T,M :

((go f)w)p(vr, ..., vk) = wy(s))(d(g o flp(vr), ..., d(g o f)p(vk))

= Wy(s(p) (dgrp) © dfp(v1), .- dgpp) 0 dfp(ve))
=(g'w f(p)<dfp<vl)a e 7dfp(vk))
= (f"(g"w))p(v1, ..., vg).

)
)

= =

(iv) Il suffit de vérifier en coordonnées locales. Pour w = >~ wydy’ sur N :
Fr(aw) = (Y dwrady’) = S d(wro )AL (dy') = d(Y(wrof) f(dy")) = d(f'w),
I I I

en utilisant d? = 0 et la régle de Leibniz. O

Remarque 6.21. Le tiré en arriére f* est défini pour toute application lisse f, pas
seulement pour les difféomorphismes. Il va dans le sens « inverse », ce qui en fait un
foncteur contravariant. Il n’existe en général pas d’analogue covariant (« pushforward »)
pour les formes différentielles, sauf si f est un difféomorphisme.

6.5 Produit intérieur et dérivée de Lie

Définition 6.22 (Produit intérieur). Soit X € X(M) un champ de vecteurs. Le
produit intérieur (ou contraction) par X est Popérateur linéaire tx: QF(M) —
QF=1(M) défini par

(LXOJ)(YL . 7Yk—1) = w(X,Yi, ce )Yk—l)'

Pour k£ =0, on pose txf = 0.

Proposition 6.23 (Propriétés du produit intérieur). (i) tx  est wune  anti-
dérivation de degré —1 :

ix(@AB) = (xa) AB+ (=DFa A (txB), acQF(M);
(11) Lx Olx — 0,’

(iii) tx oty +tyotx =0;

(iv) tpxw = f - ixw pour f € C®(M).

Définition 6.24 (Dérivée de Lie des formes). Soit X € X(M) un champ de vecteurs
et ¢; son flot. La dérivée de Lie d'une k-forme w par rapport a X est

Lxw=— .
X t:Ogatw
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Théoréme 6.25 (Formule de Cartan). Pour tout champ de vecteurs X € X(M) et
toute forme w € QF(M) :

Lxw=d(txw)+ tx(dw) = (dotx + tx o d)w.

Démonstration. On procéde par récurrence sur le degré k.

Cas k=0.Pour f € C®°(M) : Lxf=X(f)=df(X) =1x(df), et d(exf) =d(0) =0.
Donc Lxf =d(exf)+ ex(df).

Cas k =1 pour les formes exactes. Pour w = df : Lx(df) =d(Lxf) = d(X(f)) (car
Lx et d commutent). D’autre part, d(¢xdf) + tx(d*f) = d(X(f)) + 0. D’accord.

Cas général. On utilise le fait que Lx, d oty + tx o d, et les formes localement
engendrées par des produits de fonctions et de leurs différentielles. Les deux opérateurs
sont des dérivations de 1'algeébre Q*(M) qui coincident sur Q°(M) et sur d(Q°(M)), donc
ils coincident partout puisque Q*(M) est localement engendrée par ces éléments. O

Corollaire 6.26. (i) Lxod=do Ly
(11) £X<QAB) = (Exa)/\6+01/\(£xﬁ> 9
(iii) ﬁ[xy] = LX o ,Cy - ﬁy e} EX-

Remarque 6.27. Les opérateurs d, tx, Lx satisfont les relations d’une algébre de Weil :
[d,d] =0, [ux,tv]=0, [dx]=CLx, [Lx,d]=0, [Lx,v]= LX,Y]

oit [A,B] = Ao B — (—1)IIBIB o A est le crochet gradué.

Exemple 6.28 (Dérivée de Lie d’'une 1-forme). Soit X = 0, et w = ydz + 2? dy sur
R2. Calculons £ xw via la formule de Cartan :

LxwW =Y,
d(exw) = dy,
dw=dy Adz +2zxdx Ady = (22 — 1) dx A dy,
tx(dw) = (22 — 1) dy.

Donc Lxw = dy + (2 — 1) dy = 2z dy. On peut vérifier : le flot de X est ¢ (z,y) =
(r +t,y), donc jw = ydr + (z +t)?dy et %‘tzogo;’fw = 2z dy. Conforme.

Proposition 6.29 (Formule de Cartan pour les fonctions). Pour f € C*(M) et
XeX(M) :
Lxf=x(df) =df(X) = X(f).

La dérivée de Lie d’une fonction est simplement la dérivée directionnelle.
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Proposition 6.30 (Formes fermées et dérivée de Lie). Soit w une forme fermée
(dw = 0). Alors Lxw = d(txw) est exacte. Autrement dit, la dérivée de Lie d’une
forme fermée est exacte.

Démonstration. Par la formule de Cartan : Lxw = d(ixw) + tx(dw) = d(txw) + 0 =
d(ixw). O

6.6 Orientation

Définition 6.31 (Orientation d'une variété). Soit M une variété lisse de dimension
n. Une orientation de M est le choix d’une classe d’équivalence de n-formes ne
s’annulant en aucun point, ot wy ~ ws si w; = f - wq avec f > 0 partout. Une variété
est dite orientable si une telle forme existe, et orientée si un tel choix a été fait.

Proposition 6.32 (Critéres d’orientabilité). Pour une variété M™ connexe, les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) M est orientable ;

(ii) il existe un atlas {(Ua,va)} dont toutes les fonctions de transition ont un
jacobien positif ;

(iii) le fibré A"T*M est trivialisable (isomorphe ¢ M X R);

(iv) il existe une n-forme w € QQ"(M) qui ne s’annule nulle part.

Exemple 6.33. (a) Toute variété simplement connexe est orientable (faux en géné-
ral, mais vrai pour les surfaces).

(b) R™, S™, T, GL*(n,R) sont orientables.

(c) RP™ est orientable si et seulement si n est impair.

(d) La bouteille de Klein et le ruban de Mo6bius ne sont pas orientables.

Surface orientée Ruban de Mébius (non orientable)

FIGURE 6.1 — A gauche, une surface orientée avec un champ normal ; & droite, le domaine
fondamental du ruban de Mobius (les fleches indiquent l'identification avec renversement).
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7

Définition 6.34 (Orientation induite sur le bord). Soit M une variété orientée a
bord. L’orientation induite sur 9M est définie par : une base (ey,...,e,_1) de
T,(0OM) est positivement orientée si (—v, ey, ..., e,-1) est positivement orientée dans
T,M, ou v est le vecteur normal unitaire sortant.

Exemple 6.35 (Orientation du bord dun disque). Le disque D? =
{(z,y) € R? | 22 + y*> < 1}, muni de l'orientation standard dz A dy, a pour bord
0D? = S'. Le vecteur normal sortant en (z,y) € S' est v = (z,y). L’orientation
induite sur S! est le sens trigonométrique (antihoraire).

Exemple 6.36 (Orientation du bord d’un intervalle). Pour M = [a, b] orienté dans le
sens croissant, OM = {a,b}. Le vecteur sortant en b est +0, (sortant vers la droite),
et en a c’est —d, (sortant vers la gauche). L’orientation induite donne £(b) = +1 et

e(a) = —1. Ceci est cohérent avec le théoréme fondamental de I'analyse : fab f()dt =

f(0) = f(a).

Lemme 6.37. Soit M"™ une variété orientée et compacte sans bord. Pour toute n-
forme w compatible avec lorientation (i.e. w, est positive en chaque point), on a
wa > 0. En particulier, w n’est pas exacte.

J

Démonstration. La positivité de I'intégrale résulte du fait que dans chaque carte orientée,
w s’écrit fdazl A--- Ada™ avec f > 0, et la partition de 'unité p, > 0. Si w = dn, le
théoréme de Stokes donnerait [, w = [,, 7 =0 (car OM = @), contradiction. O]

6.7 Intégration des formes différentielles

6.7.1 Intégration sur un ouvert de R”

-

Définition 6.38. Soit w = f(x)dz! A --- A dz™ une n-forme & support compact sur
un ouvert U C R™. On définit

/Uw:/Uf(x)dxl---dx",

ol le membre de droite est 'intégrale de Lebesgue usuelle.

Lemme 6.39 (Changement de variables). Soit ¢: U — V un difféomorphisme entre
ouverts de R™ préservant orientation (i.e. detdy > 0). Alors pour toute n-forme w

a support compact sur V' :
/ W= / Y w.
1 U

‘ . : _ .
St ¢ renverse [’orientation, on a fvw = fU Yrw.
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Démonstration. Ecrivons w = g(y)dy' A --- Ady™. Alors p*w = g(p()) det(dp,)dz! A
-+ Adz™. Par la formule de changement de variables de 'intégrale de Lebesgue :

/ww—/ ) det(de,) da' -‘dxnz/g(y)dylmdy":/w,
1% Vv

a condition que det dyp > 0. Si det dy < 0, un signe — apparait. O]

6.7.2 Intégration sur une variété orientée

7

Définition 6.40 (Intégrale d’une n-forme). Soit M™ une variété orientée et w € Q" (M)
une n-forme a support compact. Soit {(Us,, ¢a)} un atlas orienté et {p,} une partition
de I'unité subordonnée. On définit

/Mw = ;LQ(UQ)(wal)*(paW)-

Théoréme 6.41. L’intégrale fM w est bien définie, c’est-a-dire indépendante du choiz
d’atlas orienté et de partition de ['unité.

Démonstration. Soient {(Us, ¢a), pat €t {(Vs,1¢5),05} deux choix. Alors

Z / (o) (paw) ZZ / )" (Pa0sw)
:;;Lmymme

zzéwywww,

B

ot la deuxieéme égalité utilise le lemme 6.39 avec le changement de cartes 15 o ¢! (qui
préserve 'orientation par hypothése). ]

Proposition 6.42 (Propriétés de l'intégrale). (i) Linéarité : [, (aw + bn) =
afyw+bfymn;
(ii) Changement d’orientation : si M désigne M avec l’orientation opposée, fﬂw =
— fyw
(i) Additivité : si M = My U My (union disjointe), [, w= [, w+ [, w
(iv) Fonctorialité : si f: M — N est un difféomorphisme préservant l’orientation,

Jyw=Jy frw.
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w € QQ(]V[ ) : mesure infinitésimale orientée

FIGURE 6.2 — Visualisation d’une 2-forme sur une surface : en chaque point, la forme
associe une aire orientée a chaque paire de vecteurs tangents.

6.8 Formes a support compact

r

Définition 6.43 (Support d’une forme). Le support d'une forme w € QF(M) est

supp(w) = {p € M | w, # 0}.

On note QF(M) I'espace des k-formes & support compact.

Remarque 6.44. L’hypothése de support compact est essentielle pour que l'intégrale
converge sur les variétés non compactes. Si M est compacte, toute forme est automati-
quement a support compact.

Proposition 6.45. Siw € QF(M), alors dw € QFF1(M). Autrement dit, d restreint
a Q5(M) donne un complexe de chaines

0 QM) S (M) S - L v M) —o.

La cohomologie de ce complexe est la cohomologie de de Rham a support compact
HE(M).

Proposition 6.46 (Tiré en arriére propre). Si f: M — N est propre (i.e. la préimage
de tout compact est compacte), alors f*: QF(N) — QF(M).

.

6.9 Vers le théoréme de Stokes

Nous énoncons ici le théoréme de Stokes, qui sera démontré au chapitre suivant.

Théoréme 6.47 (Stokes). Soit M une variété orientée de dimension n a bord OM
(muni de lorientation induite). Pour toute (n — 1)-forme w € QP ~1(M) :

/dw:/ w.
M M
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Si OM = &, alors fM dw = 0.

\. .

Remarque 6.48. Le théoréme de Stokes unifie :
— le théoréme fondamental de I’analyse : fab fl(@t)dt = f(b) — f(a);
— le théoréme de Green dans le plan;
— le théoréme de la divergence (Gauss-Ostrogradski) dans R3;

— le théoréme de Stokes classique pour les surfaces dans R3.

6.10 Exercices

Exercice 6.1 (Calculs en coordonnées). Sur R3, soient w = zzdr + y*dy — zdz et
n=ydr Adz+zxdy Adz.

(a) Calculer dw.

(b) Calculer dn.

(c) Vérifier que d*w = 0.

(d) Calculer w A dw.
Exercice 6.2 (Formes sur 5?). Considérons S? C R? munie des coordonnées sphériques
(6, 6). Soit w = sin§df A do.

(a) Montrer que w est une forme d’aire sur S

(b) Calculer [, w.

(c) Montrer que w n’est pas exacte.

Exercice 6.3 (Tiré en arricre). Soit f: R?* — R? définie par f(u,v) = (cosu,sinu,v).
(a) Calculer f*(dz), f*(dy), f*(dz).
(b) Calculer f*(xdy A dz).
(c) Montrer que f*(dz A dy A dz) = 0. Interpréter géométriquement.
Exercice 6.4 (Formule de Cartan). Soit X = zd, + yd, le champ radial sur R? et
w=xdy —ydz.
(a) Calculer txw.
(b) Calculer £Lxw en utilisant la formule de Cartan.
(c) Vérifier en calculant £xw directement via le flot de X.
Exercice 6.5 (Forme symplectique). Sur R?*" avec coordonnées (¢, ..., ¢ p1,...,Dn), O0
pose w =Y dg" A dp;.
(a) Montrer que dw = 0.
(b) Montrer que w” =w A -+~ Aw =nldg' Adp; A--- Adg™ Adp,.

n

(c¢) En déduire que w™ # 0 partout (forme volume).

(d) Montrer que w n’est pas exacte sur R*"\ {0} pour n > 2.

Exercice 6.6 (Orientation de RP"). (a) Montrer que RP! & S* est orientable.
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(b) Montrer que RP? n’est pas orientable. Indication : considérer l'action de l’antipode
sur les formes.

(c) Plus généralement, montrer que RP™ est orientable si et seulement si n est impair.

Exercice 6.7 (Intégration et degré). Soit f: ST — S! Papplication z — 2* (avec k € Z).
Soit w = df la 1-forme angulaire standard.

(a) Calculer f*w.
(b) Calculer [g, f*w et [¢ w.
(¢) En déduire que deg(f) = k.
Exercice 6.8 (d*> = 0 et formes exactes). (a) Soit w = ——ym%ﬁ;dy sur R?\ {0}. Montrer
que dw = 0.
(b) Montrer que w n’est pas exacte sur R*\ {0}. Indication : calculer [g, w.

(c) Montrer que w est exacte sur tout ouvert simplement connexe de R? \ {0}.

Exercice 6.9 (Formes invariantes sur les groupes de Lie). Soit G un groupe de Lie et
L,: G — G, h— gh la translation a gauche.

(a) Montrer que les formes invariantes & gauche (i.e. Ljw = w pour tout g € ) forment
une sous-algebre de (2*(G), A) stable par d.

(b) Pour G = GL(n,R), montrer que w = tr(A~'dA) est une 1-forme invariante a gauche.
(c) Calculer dw pour n =1 et n = 2.
Exercice 6.10 (Forme volume et métrique riemannienne). Soit (M™,g) une variété
riemannienne orientée.

(a) Montrer qu'il existe une unique n-forme vol, € Q™(M) telle que voly(eq, ..., e,) =1
pour toute base orthonormée directe (ey, ..., e,).

(b) En coordonnées locales, montrer que vol, = y/det(g;;) dz* A -+ A dz™,

(¢) Calculer vol, pour S? munie de la métrique induite par R?.
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Chapitre 7

Théoréme de Stokes
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Le théoréme de Stokes est I'un des résultats les plus profonds et les plus élégants de la
géomeétrie différentielle. Il unifie en une seule formule les théorémes classiques de Green, de
la divergence et de Stokes en R3, tout en ouvrant la voie & la cohomologie de de Rham. Ce
chapitre développe d’abord le formalisme des chaines singuliéres lisses et de I'intégration
des formes différentielles, puis établit le théoréme de Stokes dans le cadre des variétés a
bord compactes orientées. Les cas classiques en analyse vectorielle apparaissent comme
corollaires immédiats. La seconde moitié du chapitre introduit la cohomologie de de Rham,
le lemme de Poincaré, et I'invariance homotopique, outils qui seront abondamment utilisés
dans la suite du cours.

7.1 Chaines singuliéres lisses

7

Définition 7.1 (Simplexe standard). Le k-simpleze standard est le sous-ensemble de
R+ deéfini par

k
e {<t°’t1"'-vtk> ERM |4, >0, ) ti= 1}.

=0

Ses sommets sont les vecteurs eg, e, . . ., e, de la base canonique de R¥+1.
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Définition 7.2 (Applications de face). Pour 0 < i < k, la i-éme application de face
el AF=1 — AF est I'unique application affine envoyant e; sur e; si j < i et sur ;i
si j > 1. Explicitement,

€f<t0, 500 ,tk,1> = (to, 500 ,tifl, O,ti, 500 ,tkfl).

Définition 7.3 (Simplexe singulier lisse). Soit M une variété lisse. Un k-simpleze
singulier lisse dans M est une application lisse o: A¥ — M, ot I'on entend par
« lisse » que o se prolonge en une application lisse sur un voisinage ouvert de A* dans
le sous-espace affine engendré.

Définition 7.4 (Chaine singuliére lisse). Le groupe des k-chaines singuliéres lisses de
M, noté C°(M), est le groupe abélien libre engendré par les k-simplexes singuliers
lisses dans M. Un élément ¢ € Cp°(M) s’écrit

N
C = E a; 0j, CLjEZ,
j=1

ot les 0j: A* — M sont des k-simplexes singuliers lisses.

Définition 7.5 (Opérateur de bord). L’opérateur de bord 0y: C*(M) — C° (M)
est défini sur les simplexes singuliers par

k

Oko = Z(—l)i ogogk

1=0

et étendu par linéarité a Cp°(M).

Proposition 7.6. On a 0y_1 0 Oy = 0 pour tout k > 1.

Démonstration. 11 suffit de vérifier sur un simplexe singulier o: A*¥ — M. On a

La relation ¥ o ¢

k—

Oc1(Oh0) =D (~1)Hooefoch™.

k
=0 j=0

—_

<

k—1 k k—1
7 7

opposées, ce qui donne zéro.

= ¢j og;; pour j < i permet de regrouper les termes par paires

[]

7~

Remarque 7.7. On obtient ainsi un complexe de chaines

Op—1

Qe oeoay P oo (M) 2 L9 o) S 0.

L’homologie correspondante H°(M) = ker 0/ im 04y est isomorphe a I'homologie
singuliére usuelle Hy(M;Z) lorsque M est lisse.

N
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Exemple 7.8. Considérons M = R? et le 1-simplexe singulier o: A! — R? défini
par o(to,t1) = (1 —to) - (0,0) + to - (1,1), avec top + t; = 1, soit en paramétrant
par t =ty € [0,1], o(t) = (¢,t). Alors 010 = o(e1) — a(eg) = (1,1) — (0,0), ce qui
correspond & la différence des deux 0-simplexes (points) aux extrémités du segment.
Considérons maintenant le 2-simplexe 7: A? — R? défini par 7(tg, t1,t2) = to - (0,0) +
t1-(1,0) +t2 - (0,1), qui paramétre le triangle de sommets (0,0), (1,0), (0,1). Son
bord est
0T =Toes—ToE2 +T0¢ES,

ce qui donne les trois arétes du triangle avec les orientations correctes.

Définition 7.9 (Cycle et bord). Une k-chaine ¢ € C;°(M) est un k-cycle si Oyc = 0.
Elle est un k-bord s'il existe b € CpS (M) tel que ¢ = Oy41b. L’ensemble des k-cycles
est noté Z°(M) et 'ensemble des k-bords By (M).

7.2 Intégration de formes sur des chaines

Remarque 7.10. L’intégration des formes différentielles sur des chaines dépend de
lorientation : si 'on remplace o par —o (au sens de la chaine), l'intégrale change de
signe. C’est I'analogue discret du fait que l'intégrale d’une n-forme sur une variété
orientée change de signe quand on renverse 1’orientation.

Définition 7.11 (Intégrale sur un simplexe singulier). Soit w une k-forme différentielle
sur M et o: A¥ — M un k-simplexe singulier lisse. On pose

/w:/ ofw.
o AF

L’intégrale de droite est I'intégrale usuelle de la k-forme o*w sur le domaine compact
AF C R* (aprés identification du sous-espace affine contenant A avec R¥).

Définition 7.12 (Intégrale sur une chaine). Pour ¢ =}, a;0; € C3°(M), on définit
Jo=-Ya [ o
c ] gj

Proposition 7.13 (Stokes pour les chaines). Soit w € Q¥"1(M) et c € C°(M). Alors

/dw:/w.
c dc

Démonstration. Par linéarité, il suffit de traiter le cas ¢ = o, un k-simplexe singulier. On a
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0*(dw) = d(c*w). Par le théoréme de Stokes classique sur le domaine A¥ (voir ci-dessous),

k

/Ak d(o*w) = /%k oFfw = Z(_l)i/Akl(U o by — /aa‘*’- -

=0

7.3 Le théoréme de Stokes

7

Définition 7.14 (Variété a bord orientée). Soit M une variété lisse de dimension n
a bord OM. On dit que M est orientée si elle est munie d’une classe d’orientation,
c’est-a-dire d'un atlas maximal dont les changements de cartes ont un jacobien de
déterminant strictement positif. Le bord OM hérite alors d’une orientation induite : en
un point p € M, si (vy, ..., v,—1) est un repére de T,(0M ), on le déclare positivement
orienté si (v,vy,...,v,_1) est un repére positivement orienté de 7,M, o v est le
vecteur normal sortant.

Théoréme 7.15 (Théoréme de Stokes). Soit M une variété lisse orientée de dimension
n a bord OM, compacte. Pour toute (n — 1)-forme différentielle w € Q" (M), on a

/dw:/ w.
M oM

Si OM = &, le membre de droite est nul.

Démonstration. La preuve se décompose en trois étapes.

Etape 1 : Réduction locale via une partition de 'unité. Soit {(U,, ¢a)},c4 un atlas
fini (par compacité) de cartes positives de M, compatible avec 'orientation, tel que chaque
©a(Uy) soit soit un ouvert de R™, soit un ouvert du demi-espace H* = {x € R™ | x,, > 0}.
Soit {p,} une partition de 'unité subordonnée a {U,}. On écrit

o= Y paw

et par linéarité de 'intégrale et de d, il suffit de montrer

[ )= [

pour chaque a. Posons w, = p,w, qui est & support compact dans U,.

Etape 2 : Cas intérieur. Si U, est une carte intérieure, i.e. p,(U,) est un ouvert de R™,
alors w, est a support compact dans R™ et ¢,(U,) NOM = &.
Ecrivons, dans les coordonnées (x1,. .., z,),

(90;1)*("}& = Zfzdxl /\"'/\(TCEZ‘/\"-/\dl’m
=1

ou les f; sont & support compact. Alors

(90,;1)*(1(«‘}04 _ Z(_l)z—l% d(L’l A A dZL‘n.

i=1

78



7.4. CAS CLASSIQUES EN R? ET R?

Par le théoreme de Fubini, chaque intégrale fRn gi : dxq - --dx, se calcule en intégrant

d’abord par rapport & x;. Puisque f; est & support compact, cette intégrale vaut zéro.
Donc [, dws =0, et [, ws = 0 puisque supp(wy) NOM = @.
Etape 3 : Cas du bord. Si U, est une carte de bord, ¢,(U,) est un ouvert de H" =

{z € R" | z, > 0}. On raisonne de maniére analogue. Pour i < n, les intégrales %
s’annulent comme avant. Pour ¢ = n, on obtient

Ofn dxl---dxn:/ {/ %dxn} day - -dz,_q.
H» axn Rn—1 0 @xn

L’intégrale intérieure vaut — f,,(z1,...,2,-1,0) car f, est & support compact et s’annule
pour z,, grand. En tenant compte des signes (—1)""! et de l'orientation induite sur OM
(correspondant a x,, = 0 avec le vecteur normal sortant —e,,), on vérifie que

/ dwa = (_1)71—1 ’ (_]‘> fn(’rla"')xn—ho) dxl"'dxn—l - / We -
M

Rn—1 oM

Conclusion. En sommant sur «, on obtient

f-E [, :

Remarque 7.16. Lorsque M est compacte sans bord, le théoréme de Stokes donne
Il v dw = 0 pour toute (n — 1)-forme w. En particulier, si Il 11 # 0 pour une n-forme
7, alors 1 n’est pas exacte. Ceci fournit un outil fondamental pour détecter des classes
de cohomologie non triviales.

7.4 Cas classiques en R? et R?

Corollaire 7.17 (Théoréme de Green). Soit D C R? un domaine compact a bord 0D
lisse par morceauz, orienté positivement (sens trigonométrique). Pour P, Q) € COO(RQ),

//D (g - %) dody = ]gDPdHQdy.

Démonstration. On applique le théoréme de Stokes a la 1-forme w = Pdz 4+ @ dy sur la

variété a bord M = D. On a dw = (%—Q — %—P> dx A dy. [
2 y

\.

Corollaire 7.18 (Théoréme de la divergence). Soit Q C R* un domaine compact
a bord lisse OS), orienté par la normale sortante. Pour un champ de vecteurs lisse

F = (F, F, F),
///Qdiv(F)dV://mF-udS,

ot v est la normale unitaire sortante et dS 'élément d’aire.

Démonstration. On pose w = Fydy Adz + Fydz Adx + Fydz Ady, qui est une 2-forme sur
R3. Alors dw = div(F) dz A dy A dz, et I'intégrale de w sur OQ avec l'orientation induite
donne le flux ffaQF'VdS. O
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Corollaire 7.19 (Théoréme de Stokes classique en R?). Soit S C R® une surface
compacte orientée a bord S (courbe fermée orientée). Pour un champ de vecteurs

lisse F,
//(rotF)-udS:j{ F-de.
s s

. J

Démonstration. On applique Stokes a la 1-forme w = Fydx + Fody + F5dz. Alors dw est
la 2-forme associée au rotationnel de F', et la formule en découle. O

Exemple 7.20. Par le théoréme de Green, l'aire d'un domaine D C R? & bord lisse
v = 0D s’écrit

1
Aire(D) = 5 j{xdy — yduz.
o

En effet, on prend P = —y/2 et QQ = x/2, de sorte que % — %—}; = 1. En appliquant

ceci au disque unité paramétré par v(t) = (cost,sint) pour ¢ € [0, 27], on obtient

1 27 1 2
Aire(D)zé/ (Cost-cost+sint-sint)dt:5/ 1dt = .
0 0

Exemple 7.21. Considérons le champ F(z,y, z) = (z,y, 2) sur R? et la boule unité
B ={(z,y,2) | 2> + y* + 22 < 1}. On a div(F) = 3, donc

Jf[sav =35 —am
B 3

D’autre part, sur S? = 9B, la normale sortante est v = (z,y, 2) et F-v = 22 +y*+2% =

1, d’ou
// F-vdS = Aire(S?) = 4x.
S2

Les deux résultats coincident, conformément au théoréme de la divergence.

Remarque 7.22. Les théoréemes de Green, de la divergence et de Stokes classique sont
fondamentaux en physique mathématique. Les équations de Maxwell, la conservation
de la masse en mécanique des fluides, et le théoréme de Gauss en électrostatique
s’expriment naturellement en termes de ces théorémes. La formulation en termes de
formes différentielles permet de les énoncer de maniére indépendante des coordonnées,
ce qui est essentiel pour la relativité générale et la théorie de jauge.

7.5 Cohomologie de de Rham

L’une des applications les plus importantes du théoréme de Stokes est la construction
de la cohomologie de de Rham, qui associe a toute variété lisse des invariants algébriques
mesurant I’obstruction a ce que les formes fermées soient exactes.
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Définition 7.23 (Complexe de de Rham). Le complexe de de Rham de M est la

suite
0— QM) S ' (M) S 2(M) S - L v (M) > 0.

La relation d od = 0 en fait un complexe de cochaines.

Définition 7.24 (Groupes de cohomologie de de Rham). Le k-éme groupe de coho-
mologie de de Rham de M est le quotient
(M) = ker(d: QF(M) — QFFL(M)) _ZMM)

T im(d: QF1(M) — QR(M))  BR(M)’

ot Z¥(M) désigne les k-formes fermées (dw = 0) et B¥(M) les k-formes exactes
(w = dn). La classe d’une forme fermée w est notée [w].

Proposition 7.25. Pour une variété lisse connexe M, on a Hiz(M) = R.

Démonstration. On a Q' (M) = 0, donc B°(M) =0, et Z°(M) est 'espace des fonctions
f e C®(M) telles que df = 0, c’est-a-dire les fonctions localement constantes. Si M est
connexe, elles sont constantes, d’ou Hig (M) = Z°(M) = R. O

Proposition 7.26 (Fonctorialité). Toute application lisse f: M — N induit un
morphisme de R-algébres graduées f*: Hig(N) — Hig(M) par f*lw] = [f*w]. De
plus :

(i) (Idp)* =1d;

(i) (go f)* = frog".

Démonstration. La commutation f*od = do f* assure que f* préserve les formes fermées
et les formes exactes, d’ott un morphisme bien défini sur la cohomologie. Les propriétés (i)
et (ii) découlent des propriétés correspondantes du pullback. ]

Exemple 7.27. Calculons H};(S'). Paramétrons S' par 'angle 6 € [0,2n]. La 1-

forme d@ (définie globalement comme forme angulaire) est fermée mais non exacte, car

| g1 df = 27 # 0. Par le théoréme de Stokes, une forme exacte df intégrée sur S 1 donne

zéro. Donc [d6] # 0 dans Hjz(S'). On peut montrer que Hji(S') = R, engendré par
[d0/(2m)].

Proposition 7.28 (Produit en cohomologie). Le produit extérieur induit un produit
bien défini sur la cohomologie :

— 1 Hyp (M) x Hyg(M) — Hig" (M), [o] = [6] = [a A B].

Ce produit est associatif, et graduellement commutatif : [a] — [8] = (=1)*[B] — [a].
Muni de ce produit, Hjp (M) = @B)_, Hiz (M) est une R-algébre graduée commutative.
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Démonstration. Le produit est bien défini car si o/ = a+dn, alors &’ A = aAB+d(nAS)
(en utilisant df = 0 et d(n A B) = dnp A B+ (—=1)¥"Ip AdB = dn A B). Les propriétés
d’associativité et de commutativité graduée se déduisent des propriétés correspondantes
du produit extérieur. O

Exemple 7.29. Considérons le tore 7?2 = S! x S'. Soient df; et df, les formes
angulaires sur les deux facteurs. Par la formule de Kiinneth pour la cohomologie de de
Rham, on a

HgR(TQ) = Rv
Hin(T?) =2 R?  engendré par [d6,],[d6s],
H3:(T?) =R, engendré par [df; A dfy).

La forme volume df; A df, n’est pas exacte car fT2 do; A dhy = (27)% # 0.

7.6 Lemme de Poincaré

Définition 7.30 (Ouvert étoilé¢). Un ouvert U C R™ est dit étoilé par rapport au
point p € U si, pour tout x € U, le segment [p, x| est contenu dans U.

Théoréme 7.31 (Lemme de Poincaré). Soit U C R"™ un ouvert étoilé. Alors, pour
tout k > 1,
Hip(U) = 0.

Autrement dit, toute k-forme fermée sur U est exacte.

Démonstration. Quitte a translater, on peut supposer U étoilé par rapport a l'origine. On
construit une homotopie de contraction K: QF(U) — Q" 1(U) explicitement.
Pour w € QF(U), on écrit en coordonnées

w= fo(x) da;, A ANday,,
T

ou la somme porte sur les multi-indices croissants I = (i; < - -+ < i). On définit opérateur
K par

(Kw)(@) =Y i(—nj—l% </1 L f () dt) dagy A= Adag A--- Ad,.

=1 0

Vérification de I’identité homotopique. Un calcul direct montre que
d(Kw) + K(dw) = w (7.1)
pour tout w € QF(U) avec k > 1.
Vérifions-le. Considérons d’abord un monéme w = f(x)dz; A--- Adz;,. On a

k

1
Kw= Z(—l)jflxij (/0 tkilf@%) di) dxil A A dxij A A dxlk

Jj=1
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En calculant d(Kw), on fait apparaitre deux types de termes : ceux provenant de la
dérivation de z;, fol t*=1 f(tz) dt par rapport a x;, (qui contribuent par fol th=1 f(tz) dt +
T fol tk’laan(tx) -tdt) et ceux provenant de la dérivation par rapport aux autres variables.
i
D’autre part, K (dw) fait intervenir dw =), % dry Adz, A~ ANday,.

En combinant et en utilisant la formule d’Euler pour les fonctions homogénes (appliquée
via le changement de variable u = tx),

n 1 af B 1 d 1 .
;xg/o tka_w(m)dt_/o &[tkf(tx)} dt—k/ 1 f (tx) dt,

0
on obtient, aprés simplification,

d(Kw) + K(dw) = f(x)dz;, A--- ANday, = w.

Conclusion. Si w est fermée (dw = 0), Iidentité (7.1) donne w = d(Kw), donc w est
exacte. [

Corollaire 7.32. Toute variété lisse difféomorphe a un ouvert étoilé de R™ a une
cohomologie de de Rham triviale en degrés k > 1 : HY; (M) = 0. En particulier,
HY (R™) = 0 pour tout k > 1.

Remarque 7.33. Le lemme de Poincaré admet l'interprétation géométrique suivante :
sur un ouvert étoilé, il n’y a pas de « trous » topologiques qui empécheraient une
forme fermée d’étre exacte. L'opérateur K de la preuve réalise une contraction vers le
centre de I’étoile, et la primitive Kw est obtenue en « intégrant w le long des rayons »
partant de l'origine.

Exemple 7.34. Illustrons la construction sur un exemple concret. Soit w = 2zy dx +
2
22 dy sur R? (étoilé par rapport a Porigine). On vérifie que dw = 0 : en effet, %{;@) —
8oy) _ 93 — 23 = 0.
Y
L’opérateur K de la preuve donne, avec fi(z,y) = 2zy et fo(z,y) = 2° :

1 1
Kuw(z,y) :x/o fi(tz, ty) dt+y/0 fo(tz, ty) dt

1 1
= x/ 2t xy dt + y/ t2x? dt
0 0

21y N 2 2x%y
g YTy T g

zy 2
+ —=2%.
3 Y

On vérifie : d(z?y) = 2y dz + 2% dy = w.
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7.7 Invariance homotopique

Définition 7.35 (Homotopie lisse). Deux applications lisses fo, fi: M — N sont
lisses-homotopes s'il existe une application lisse F': M x [0,1] — N telle que F'(+,0) =

foet F(-1) = fi.

Théoréme 7.36 (Invariance homotopique de la cohomologie). Si fo, f1: M — N
sont lisses-homotopes, alors f5 = fi+ Hig(N) — Hjp(M).

Démonstration. Soit F': M x [0,1] — N I’homotopie. On construit un opérateur d’homo-
topie de chaines K: QF(N) — Q¥ 1(M) par

1
Kw = / Loor(Fw) dt,
0

oll Ly/or désigne le produit intérieur par le champ 9/0t sur M x [0, 1], et I'intégrale est
prise fibre par fibre en ¢.

On vérifie par un calcul direct que cette construction satisfait la formule magique de
Cartan :

fiw— fiw=d(Kw) + K(dw).

En effet, en utilisant Ly,5 = d 0 150 + tosor © d (formule de Cartan pour la dérivée de
Lie), on obtient

1 1 1
F*w‘tzl - F*w|t:0 = /o Lojor(Fw) dt = /0 d(LO/BtF*W) dt +/0 Lo/t (d(F*w)) dt.

En restreignant a M (identification de M avec M x {s}) et en utilisant F*od = d o F* et
la commutation de d avec I'intégration en ¢, on obtient la relation souhaitée.
Si w est fermée, dw =0 et ffw — fjw = d(Kw), donc [f{w] = [fiw]. O

Corollaire 7.37. Si f: M — N est une équivalence d’homotopie lisse, alors
f*: Hig(N) = Hiz (M) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit g: N — M l'inverse homotopique de f. Alors g o f ~ Idy, et
fog~1Idy. Par le théoréme, f*og* = (go f)* = Idg: ) et g* o f* =Tdg: (n). L

Corollaire 7.38. Si M est contractile (homotopiquement équivalente & un point),
alors Hi (M) = 0 pour tout k > 1.

Exemple 7.39. Puisque R" est contractile, on retrouve Hf, (R") = 0 pour k > 1, ce
qui généralise le lemme de Poincaré.

.

Exemple 7.40. Calculons Hji(S™) pour n > 1 par la suite de Mayer—Vietoris.
Recouvrons S™ par les ouverts U = S™ \ {N} (pole nord retiré) et V' = S™\ {S} (pole
sud retiré). Alors U et V sont difféeomorphes a R™ (par projection stéréographique) et
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U NV est homotopiquement équivalent & S™~!. La suite exacte de Mayer—Vietoris et
une récurrence sur n donnent

R sik=0ouk=n,

0 sinon.

k(57 = {

Remarque 7.41. L’invariance homotopique de la cohomologie de de Rham a des
conséquences frappantes. Par exemple, puisque R" \ {0} se rétracte par déformation
sur S"71 on a HY: (R™\ {0}) = H¥:(S"1). De méme, le cylindre S* x R est homotope
a S, donc Hiz(S' x R) @ R.

7.8 Degré d’une application via l’'intégration

Définition 7.42 (Degré d’une application). Soit f: M — N une application lisse
entre variétés compactes orientées sans bord de méme dimension n. Le degré de f est
I'unique entier deg(f) € Z tel que, pour toute n-forme w sur N,

/Mf*wzdeg(f)/Nw-

Proposition 7.43. Le degré est bien défini et ne dépend que de la classe d’homotopie
de f.

Démonstration. L’application linéaire f*: Hiz(N) — HJz (M) est un morphisme entre
deux espaces de dimension 1 (car M et N sont compactes, orientées, connexes et sans
bord), donc est la multiplication par un scalaire. L’intégrité de ce scalaire sera montrée
au chapitre 10 en utilisant le théoréme de Sard. L’invariance homotopique découle du
efthm :invariance-homotopique. O

Remarque 7.44. Si g € N est une valeur réguliere de f, alors deg(f) =
Zpe F-1(g) 581 det(df,), somme des signes des déterminants jacobiens aux préimages.
Ce lien sera développé au chapitre 10.

Exemple 7.45. Considérons I'application f,,: S* — S! définie par f,(e?) = ¢ pour
n € Z. La forme volume w = df sur S* vérifie [, w = 27, et

/ f;w:/ ndf = 27mn.
1 Sl

Donc deg( f,,) = n, conformément & l'intuition que f,, « enroule S* autour de lui-méme
n fois ».
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Proposition 7.46 (Propriétés du degré). Le degré posséde les propriétés suivantes :
(i) deg(Idy) =1;
(i) deg(g o f) = deg(g) - deg(f) ;
(iii) si f est un difféomorphisme préservant ['orientation, deg(f) = 1; si f renverse
Porientation, deg(f) = —1;
() si f n’est pas surjective, deg(f) = 0.

J

Démonstration. (i) est immédiat car Id*w = w. (ii) découle de (g o f)* = f* o g*. (iii)
Un difféeomorphisme bijectif a exactement une préimage en chaque point, et le signe du
jacobien donne +1. (iv) Si ¢ ¢ f(M), on choisit w & support dans un voisinage de ¢ ne
rencontrant pas f(M), de sorte que f*w = 0, d’on deg(f) wa = 0 avec wa # 0. [

7.9 Dualité de Poincaré

7

Théoréme 7.47 (Dualité de Poincaré — énoncé). Soit M une variété lisse compacte
orientée sans bord de dimension n. L’accouplement bilinéaire

HY (M) x HI5(M) =R, ([a], [8]) = /M anp

est non dégénéré. Autrement dit, il induit un isomorphisme

Hip (M) 2= (Hgg*(M))".

Remarque 7.48. La preuve compléte de ce théoréme requiert la suite exacte de Mayer—
Vietoris et un argument de récurrence sur les recouvrements (voir, par exemple, Bott
et Tu, Differential Forms in Algebraic Topology). L'idée essentielle est que le produit
extérieur a A 8 donne une n-forme que 'on intégre sur M, et le théoréeme de Stokes
garantit que cet accouplement est bien défini sur la cohomologie.

Corollaire 7.49. Les nombres de Betti by(M) = dim H¥, (M) satisfont by, = b,
pour toute variété compacte orientée sans bord de dimension n.

7.10 Exercices

Exercice 7.1. Soit w = zdy Adz +ydz Adz + zdz Ady la 2-forme sur R3. Calculer fSQ w
de deux maniéres :

(a) directement par paramétrisation ;

(b) en utilisant le théoréme de la divergence (identifier le champ de vecteurs correspondant

et son flux).

Exercice 7.2. Vérifier le théoréme de Stokes pour w = xy dx + y? dy sur le triangle T de
sommets (0,0), (1,0) et (0,1), en calculant séparément [ dw et [, w.
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Exercice 7.3. Soit M une variété compacte orientée sans bord de dimension n. Montrer
que si a € QF(M) et B € Q" F~1(M), alors

/Mdoz/\ﬂz(—l)k“/Ma/\dﬁ.

—ydz+xdy

w3y - la forme angulaire sur R2\ {0}.

Exercice 7.4. Soit w =
(a) Vérifier que dw = 0.
(b) Calculer fy w oul 7y est le cercle unité orienté dans le sens trigonométrique.
(c) En déduire que [w] # 0 dans Hlz(R?\ {0}).
Exercice 7.5. Montrer que Hz(R?\ {0}) = R en utilisant 'homotopie avec S' et
I'invariance homotopique de la cohomologie de de Rham.
Exercice 7.6. Soit w = e™*(yzdx + xzdy + zy dz) sur R3.
(a) Vérifier que w est fermée.
(b) Utiliser la construction de la preuve du lemme de Poincaré pour trouver explicitement
une fonction f telle que w = df.

Exercice 7.7. Soient M et N deux variétés compactes connexes orientées sans bord
de méme dimension. Montrer que si f: M — N n’est pas surjective, alors deg(f) = 0.
Indication : considérer le support d’une forme volume sur N concentrée au voisinage d’un
point non atteint.
Exercice 7.8. Soit f: S™ — S™ I’application antipodale f(z) = —=x.

(a) Calculer f*w pour la forme volume standard w de S™.

(b) En déduire que deg(f) = (—1)"1.

(c) Montrer que si n est pair, f n’est pas homotope a l'identité.

Exercice 7.9. Soit M = U UV un recouvrement ouvert d’une variété lisse. Construire la
suite exacte longue de Mayer—Vietoris

s HIFNUNV) S B (M) = Hig(U) @ H (V) = Hp(UOV) = -
et l'utiliser pour calculer Hj,(S™) par récurrence sur n.

Exercice 7.10. Montrer que la caractéristique d’Euler-Poincaré x (M) = Y7 (—1)*bx (M)
est un invariant homotopique. Calculer x(S™), x(RP?) et x(7%), ou T? = S! x St est le
tore.

Exercice 7.11. Soient M et N deux variétés compactes. Montrer que ’application
D Hi ) © Hig(N) = Hin(M x N), o] @ [5] = [r3,0 Ami]
p+a=Fk
est un isomorphisme (formule de Kiinneth). En déduire Hj(7™) pour le tore T™ = (S')".
Indication : utiliser le fait que Hiz(S') X R @R (en degrés 0 et 1).
Exercice 7.12. Soit w la 2-forme sur S? définie comme la forme volume standard (forme
d’aire) normalisée & [, w = 4.
(a) Montrer que w n’est pas exacte.
(b) Montrer que [w] engendre H3g(S?) = R.
(c) Soit f: 5% — S? lisse. Montrer que [, f*w = 47 - deg(f).
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Chapitre 8

Théoréme de Sard
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Le théoréme de Sard affirme que les valeurs critiques d’une application lisse sont
« rares » au sens de la mesure de Lebesgue. Ce résultat, d’apparence technique, est en
réalité I'un des outils les plus puissants de la topologie différentielle, comme en témoignent
les applications spectaculaires qui cloturent ce chapitre. La preuve repose sur une analyse
fine utilisant le développement de Taylor et un argument de comptage volumétrique. Les
applications incluent le théoréme du point fixe de Brouwer, le théoréme de non-rétraction
et 'existence d’applications transverses.

8.1 Valeurs critiques et valeurs réguliéres

7

Définition 8.1 (Points et valeurs critiques). Soit f: M™ — N™ une application lisse
entre variétés.

(i) Un point p € M est un point critique de f si Papplication linéaire tangente
dfp: T,M — Ty N n’est pas surjective, c’est-a-dire rg(df,) < n.
(ii) L’ensemble des points critiques est noté Cy C M.
(iii) Un point ¢ € N est une wvaleur critique si q € f(Cy).
(iv) Un point ¢ € N est une valeur réguliere si ¢ ¢ f(Cy). En particulier, tout
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q ¢ f(M) est une valeur réguliere.

Remarque 8.2. Si ¢ est une valeur réguliere de f et f~1(q) # &, alors par le théoréme
des fonctions implicites (ou le théoréme de la préimage réguliere), f~'(q) est une
sous-variété lisse de M de dimension m — n.

Exemple 8.3. Considérons la projection 7: S? — R définie par 7(z,y,2) = z (la
« fonction hauteur »). Ici M = S? (dimension 2) et N = R (dimension 1). Les points
critiques sont ceux ou dm,: 7,5 — TR = R est 'application nulle, c’est-a-dire les
points ot le plan tangent a S? est horizontal. Ce sont le pole nord (0,0, 1) et le pole
sud (0,0, —1), et les valeurs critiques sont {—1,1}. Pour tout ¢ € (—1, 1), la préimage
771(t) est le cercle {z? +y* = 1—1t2?, z = t}, qui est bien une sous-variété de dimension
1.

Exemple 8.4. Considérons f: M,(R) — R définie par f(A) = det(A). Iei M =
M,(R) = R”, N = R. On montre que dfs(H) = det(A)tr(A"'H) lorsque A est
inversible. Donc les matrices inversibles ne sont jamais des points critiques. Les
points critiques sont les matrices singuliéres, mais la seule valeur critique est 0 (car
f(Cf) = {0}). Le théoréme de Sard est vérifié de maniére triviale ici : {0} est de
mesure nulle dans R.

8.2 Ensembles de mesure nulle

Définition 8.5 (Mesure nulle dans R™). Un sous-ensemble A C R™ est de mesure
(de Lebesgue) nulle si, pour tout € > 0, il existe une famille dénombrable de pavés

{Ri},cn telle que A C |, R; et Y, vol(R;) < e.

Lemme 8.6. (i) Une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure
nulle.

(7i) Un sous-ensemble de mesure nulle n’a pas de point intérieur (et en particulier
n'est pas R™ entier).

(i11) Si A C R"™ est de mesure nulle et f: R™ — R™ est lipschitzienne sur un voisinage
de A, alors f(A) est de mesure nulle.

J

Démonstration. (i) St A = J; A; avec u(4;) = 0, pour chaque j on recouvre A; par des

pavés de volume total < £/27%1. Leur réunion recouvre A avec un volume total < e.

(ii) Si A contenait un ouvert U, alors U aurait un volume positif, contradiction puisque

U C A et A est recouvert par des pavés de volume total arbitrairement petit.

(iii) Si f est L-lipschitzienne, elle envoie un pavé de coté r dans un pavé de coté 2Lr.
m

Donc les volumes sont multipliés par au plus (2L)", et le résultat suit.
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Définition 8.7 (Mesure nulle dans une variété). Un sous-ensemble A C M d’une
variété lisse M est de mesure nulle si, pour toute carte (U, ) de M, I’ensemble
©(ANU) est de mesure nulle dans R™. Par le eflem :mesure-nulle-denombrable(iii),
cette définition ne dépend pas du choix d’atlas.

Lemme 8.8 (Lemme de Fubini pour les ensembles de mesure nulle). Soit A C R™ tel
que, pour tout t € R, la tranche A, = {2/ € R""! | (¢/,t) € A} est de mesure nulle
dans R"™'. Alors A est de mesure nulle dans R™.

J

Démonstration. Fixons € > 0. Pour chaque rationnel g, € QQ et chaque j € N, recouvrons
A, par des pavés de R"1 de volume total < £/28+2 En épaississant chaque pavé
(n—1)-dimensionnel en un pavé n-dimensionnel de hauteur 1/27, et en prenant la réunion
sur tous les rationnels ¢, dans un intervalle [g, — 1/27"1 g, + 1/277!], on construit un
recouvrement de A (car pour tout (2/,t) € A, la tranche A; est de mesure nulle, et t est
approché par des rationnels) de volume total fini arbitrairement petit.

Plus précisément, fixons N € N. Posons I, = [k/N, (k+1)/N| pour k € Z. Pour t € I,
on a Ay C R"! de mesure nulle. On recouvre A; par des (n—1)-pavés de volume total
< ¢/(2F1+2 . N). En épaississant avec I, (de longueur 1/N), on obtient des n-pavés de
volume total < £/2/F*+2. En sommant sur k € Z, le volume total est < . [

8.3 Théoréme de Sard

Théoréme 8.9 (Sard, 1942). Soit f: M™ — N™ une application lisse entre variétés.
L’ensemble des valeurs critiques de f est de mesure nulle dans N .

La preuve se raméne au cas euclidien par des cartes.

Lemme 8.10. [l suffit de démontrer le théoreme de Sard pour f: U — R", ou
U C R™ est ouvert.

Preuve du lemme. Soit {(U,, ps)} un atlas dénombrable de M et {(V3,13)} un atlas
dénombrable de N. L’ensemble des valeurs critiques f(C) s’écrit comme union dénombrable
d’images ¥5(f(C}y) N V3). Pour chaque («, ), Papplication ¢ o f o ! est lisse de
©a(Ua N f7H(V5)) C R™ vers R™, et ses valeurs critiques contiennent ¢(f(Cy N Uy,) N V3).
Par union dénombrable, le résultat pour les ouverts de R™ implique le cas général. O

Preuve du efthm :sard. Par le eflem :sard-local, il suffit de traiter f: U — R™ avec U C R™
ouvert. On procéde par récurrence sur m.

Cas m = 0. Trivial : U est discret, dénombrable, et un ensemble dénombrable est de
mesure nulle.

Cas m < n. Pour tout p € U, rg(df,) < m < n, donc tout point est critique et Cy = U.
On doit montrer que f(U) est de mesure nulle dans R™. Cela suit du fait que f(U) est
contenu dans une union dénombrable d’images de cubes de dimension m < n, et I'image
d’un m-cube par une application lipschitzienne dans R™ avec m < n est de mesure nulle
('image est contenue dans un « voisinage tubulaire » de volume arbitrairement petit).
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Cas m > n : décomposition de ’ensemble critique. Définissons les sous-ensembles
suivants de C :

Cl:{pEU|dfp:O}7
Cr,={p e U] D*f(p) = 0 pour tout multi-indice |a| <k}, k> 2.

On a la suite décroissante Cy D Cy; D Cy D - -.
Nous montrons séparément :

(A) f(Cy) est de mesure nulle pour k assez grand (plus précisément k > m/n);
(B) f(Ck \ Cgi1) est de mesure nulle pour tout k& > 1;
(C) f(Cy\ C4) est de mesure nulle.

Puisque f(Cy) = f(Cp\ Cy) U f(C1\ Co)U---U f(Cror \ Ck) U f(Cy), cela conclut.

Preuve de (A) : f(Ck) est de mesure nulle pour k > m/n. Soit p € Cy et  un cube
de coté § centré en p, contenu dans U. Par Taylor, pour = € @,

1f(x) = f(p)] < Clo—p/™" < C'(5)H.

Donc f(Q) est contenu dans un cube de coté < 2C7(6)*! dans R”. Subdivisons Q en N™
sous-cubes de coté 0 /N. Chaque sous-cube contenant un point de Cj a son image contenue
dans un cube de R" de coté < 2C’(6/N)¥*1. Le volume total des images est donc majoré
par

N™ . (2C'(5/N)*™1)" = const - N™"(*+D),

Sik4+1>m/n,ie k> [m/n], 'exposant m —n(k+1) < 0 et cette quantité tend vers 0
quand N — oco. Donc f(C, N Q) est de mesure nulle. Par un recouvrement dénombrable
de Cj par de tels cubes, f(C%) est de mesure nulle.

Preuve de (B) : f(Cy \ Cii1) est de mesure nulle. Soit p € C \ Ciyq. Il existe un
multi-indice |a| = k + 1 avec D®f;(p) # 0 pour une composante f;. On peut supposer
que 6%I(D"‘/fi)(p) # 0 pour un certain |o/| = k. Posons g = D f;; alors g(p) = 0 et
4 (p) # 0.

Par le théoréme des fonctions implicites, {g = 0} est localement une hypersurface lisse,
diffeomorphe a R™!. L’application ®(z) = (g(x), x2, ..., x,) est un diffeomorphisme local.
En composant f o ®~! on se raméne & étudier les valeurs critiques d’une application lisse
sur {0} x R™ ! = R™! ce qui donne le résultat par I’hypothése de récurrence sur m.

Preuve de (C) : f(C;\ C}) est de mesure nulle. Soit p € C; \ C}. 1l existe i, j tels

que ‘gg; (p) # 0. Quitte a réordonner, supposons g—ﬁ(p) = 0. L’application

O(x) = (fi(x),x9,...,2m)

est un diffeomorphisme local au voisinage de p. En posant f = f o &', on obtient

Fyas - ym) = (Y1, ha(y), - ha(y))-

Pour y; = c fixé, considérons f.(ya, ..., ym) = (ha(c,y'), ..., hn(c,y')). Un point critique
de f dans la tranche {y1 = ¢} est un point critique de f.. Par récurrence sur m (appliquée
a f.: R™ 1 — R™ 1), Pensemble des valeurs critiques de f, est de mesure nulle dans R"!
pour chaque c. Par le lemme de Fubini ( eflem :fubini-mesure), I’ensemble des valeurs
critiques de f (dans R") est de mesure nulle, d’on le résultat. O
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Corollaire 8.11. L’ensemble des valeurs réguliéres d’une application lisse f: M — N
est dense dans N. Plus précisément, c’est un résiduel (intersection dénombrable
d’ouverts denses) dans N .

Démonstration. Un ensemble de mesure nulle a un complémentaire dense (car un ouvert
non vide de R™ n’est pas de mesure nulle). Le complémentaire de 1’ensemble des valeurs
critiques est ’ensemble des valeurs réguliéres. La structure de résiduel résulte du fait qu’un
ensemble de mesure nulle est contenu dans une intersection dénombrable d’ouverts de
mesure arbitrairement petite. O

8.4 Applications du théoréme de Sard

8.4.1 Existence de valeurs réguliéres

Proposition 8.12. Soit f: M — N une application lisse entre variétés. Si dim M <
dim N, alors f(M) est de mesure nulle dans N ; en particulier, f n'est pas surjective.

Démonstration. Sidim M < dim N, tout point de M est critique. Par Sard, f(Cy) = f(M)
est de mesure nulle. ]

Corollaire 8.13. [l n’existe pas de submersion f: M™ — N™ si m < n.

8.4.2 Théoréme de non-rétraction

Théoréme 8.14 (Non-rétraction). Il n'existe pas de rétraction lisse r: D™ — S"~1,
c’est-a-dire d’application lisse r: D™ — S™1 telle que 7|gn-1 = Idgn-1.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’une telle rétraction lisse r existe.

Etape 1. Par le théoréme de Sard, r admet une valeur réguliére ¢ € S™'. Puisque
rlgn-1 =1d, on a ¢ € r(D"™), donc r*(q) # @.

Etape 2. Puisque ¢ est une valeur réguliére, 7~'(¢) est une sous-variété lisse de D" de
dimension n — (n — 1) = 1. C’est donc une courbe lisse (compacte, car D™ est compact)
dans D™.

Etape 3. Le bord de r~'(¢) dans D" est 7~ (¢q)N.S™~! = {q} (puisque r|g=—1 = Id implique
que le seul point de S™! envoyé sur ¢ est ¢ lui-méme). Ainsi, r~1(q) est une 1-variété
compacte & bord consistant en un seul point.

Etape 4. Or, toute variété compacte de dimension 1 & bord est une union disjointe de

copies de [0,1] et de S'. Le nombre de points de bord est donc pair. Avoir un seul point
de bord est impossible. Contradiction. O]
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8.4.3 Théoréme du point fixe de Brouwer

Théoréme 8.15 (Brouwer, version lisse). Toute application lisse f: D™ — D" admet
un point fize.

Démonstration. Supposons que f n’ait pas de point fixe. Pour chaque x € D", considérons
la demi-droite issue de f(x) passant par x et prolongée au-dela de z. Soit r(z) € S"! le
point d’intersection de cette demi-droite avec S™"~!. Plus précisément, r(x) = x + t(z)(z —
f(z)) ou t(x) > 0 est 'unique valeur telle que |r(x)| = 1.

L’application r: D™ — S ! est lisse (car ¢(x) dépend lissement de x par le théoréme
des fonctions implicites, puisque la condition |z + t(z — f(z))|> = 1 est résolue par une
équation du second degré en ¢ dont le discriminant est strictement positif).

De plus, si z € S}, la demi-droite issue de f(x) passant par z atteint S"~! en z (car
|z] =1 et t = 0 convient), donc r|gn-1 = Idgn-1.

Cecl contredit le efthm :non-retraction. O

Remarque 8.16. Le théoréme de Brouwer reste vrai pour les applications continues. On
se raméne au cas lisse par approximation : toute application continue f: D" — D"
est uniformément approchée par des applications lisses f. (par convolution). Si f n’a
pas de point fixe, alors |f(z) — x| > ¢ > 0 pour tout x, et pour € assez petit, f. n’a
pas non plus de point fixe, contredisant le cas lisse.

Remarque 8.17. En dimension 1, le théoréme de Brouwer est le théoréme des valeurs
intermédiaires : si f: [0, 1] — [0, 1] est continue, la fonction g(z) = f(x) — x satisfait
g(0) = f(0) > 0et g(1) = f(1) =1 <0, donc g s’annule en un point, qui est un point
fixe de f.

Corollaire 8.18. Il n’existe pas d’application continue f: D™ — D" = S"! sans
point fize (au sens ot f(x) # x pour tout x € OD™) qui soit l'identité sur le bord.

8.4.4 Théoréme de Brown

Théoréme 8.19 (Brown). Soit h: R™ — R" un homéomorphisme. Alors h envoie les
ensembles de mesure nulle sur des ensembles de mesure nulle.

Remarque 8.20. La preuve de ce théoréme utilise le théoréme de Sard de maniére indi-
recte, via I'invariance du domaine et des propriétés topologiques des homéomorphismes
de R™. Nous ne donnons pas la preuve compléte ici, mais signalons que I'ingrédient
clé est le fait (conséquence de Sard) que I'image d'un compact de mesure nulle par
une application lipschitzienne est de mesure nulle, combiné a I'approximation d’un
homéomorphisme par des applications lipschitziennes par morceaux.

93



CHAPITRE 8. THEOREME DE SARD

8.4.5 Applications transverses

r

Définition 8.21 (Transversalité). Soit f: M — N lisse et W C N une sous-variété.
On dit que f est transverse & W, noté f th W, si pour tout p € f~H(W),

im(dfp) + TrmW = Tr) N.

Théoréme 8.22 (Théoréme de transversalité). Soit F': M x S — N une application
lisse telle que F MW, ou W C N est une sous-variété fermée. Alors, pour presque
tout s € S (i.e. pour tout s sauf un ensemble de mesure nulle), application fs =
F(-,8): M — N est transverse a W.

Démonstration. Posons Z = F~Y(W). Puisque F' h W, Z est une sous-variété de M x S.
Considérons la projection w: Z — S, 7(p, s) = s. Par Sard, I'ensemble des valeurs critiques
de 7 est de mesure nulle dans S. Un calcul montre que s est une valeur réguliére de 7 si et

seulement si f, th W. O

Corollaire 8.23. Soit f: M — N lisse et W C N une sous-variété fermée. Alors f
peut étre approchée arbitrairement (en topologie C) par des applications transverses
aWw.

Esquisse de preuve. On plonge N dans R* (par Whitney) et on considére un voisinage
tubulaire v: E — N de N dans R*. On définit F': M x B.(0) — N par F(p,s) =
v 1(f(p) + s) (pour € assez petit). On vérifie que F' th TV en utilisant la surjectivité des
translations. Par le efthm :transversalite-sard, f; = F'(+, s) est transverse & W pour presque
tout s € B.(0), et f; — f quand s — 0. ]

Remarque 8.24. Le efcor :approx-transverse est souvent résumé par le slogan : « la
transversalité est une propriété générique ». Plus précisément, ’ensemble des appli-
cations f: M — N transverses a une sous-variété fermée W C N est un résiduel
(et en particulier dense) dans 'espace C*°(M, N) muni de la topologie de Whitney.
Ce résultat fondamental, dit & Thom, est a la base de la théorie de la transversalité
développée au chapitre 5.

8.5 Compléments

Proposition 8.25 (Sard paramétrique). Soit f: M — N une application lisse de
classe C" avec r > max(m —n + 1,1). Alors les valeurs critiques de f sont de mesure
nulle dans N.

Remarque 8.26. L'hypothése de régularité C” avec r > max(m —n+1,1) est optimale :
Whitney a construit des exemples d’applications C"~! dont 1’ensemble des valeurs
critiques a une mesure de Lebesgue positive. Plus précisément, pour m > n > 1 et
r < max(m —n + 1,1), il existe f € C"(R™,R") telle que 'ensemble des valeurs
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critiques de f contient un ouvert non vide de R".

Exemple 8.27. Soit M une variété compacte et f: M — R une fonction lisse. Les
valeurs critiques de f forment un compact de mesure nulle dans R. Les valeurs réguliéres
forment donc un ouvert dense. Si de plus f est une fonction de Morse (tous les points
critiques sont non dégénérés), ’ensemble des valeurs critiques est fini. Par Sard, les
fonctions de Morse sont denses dans C*°(M,R) : étant donné f: M — R, la famille
fa(x) = f(x) + (@, p(x)) (o1l ¢ est un plongement de M dans R¥) est une fonction de
Morse pour presque tout a € RF.

Proposition 8.28. Soit f: M™ — N" lisse avec m > n. Alors pour presque toute
valeur ¢ € N, la préimage f~'(q) est soit vide, soit une sous-variété lisse de M de
dimension m — n.

Démonstration. Par Sard, presque tout ¢ est une valeur réguliére. Pour une valeur réguliére,
le théoréme de la préimage réguliére donne le résultat. O

8.6 Exercices

Exercice 8.1. Soit f: R — R définie par f(z) = x®. Déterminer I'ensemble des points
critiques et des valeurs critiques de f. Le théoréme de Sard est-il vérifié ?

Exercice 8.2. Montrer que I'ensemble triadique de Cantor C C [0, 1] est de mesure nulle.
Plus généralement, montrer qu’'un compact totalement discontinu de R est de mesure
nulle.

Exercice 8.3. Soit 7: R — R? une courbe lisse. Montrer que I'image v(R) est de mesure
nulle dans R?. Indication : utiliser la proposition 8.12.

Exercice 8.4. Soit f: S? — R une application lisse. Montrer que presque toute valeur
t € R est réguliere, et que pour une telle valeur ¢, f~!(#) est une union finie de courbes
fermées lisses plongées dans S2.

Exercice 8.5. Soit n > 1.

(a) Reprendre la preuve du efthm :brouwer et vérifier tous les détails de la construction
de la rétraction r.

(b) Montrer que r est bien lisse en détaillant le calcul du discriminant.

Exercice 8.6. Soit f: R" — R" une application lisse propre telle que det(df,) > 0 pour
tout p. Montrer que f est surjective. Indication : montrer que f(R™) est ouvert et fermé
dans R™.

Exercice 8.7. Soient M = S x S! (le tore) et f: M — R? un plongement lisse. Montrer
que pour presque tout plan affine P C R? de dimension 2, l'intersection f(M) N P est
soit vide, soit une union finie de courbes lisses. Indication : paramétrer les plans par la
grassmannienne et un vecteur de translation, puis appliquer le théoreme de transversalité.

95



CHAPITRE 8. THEOREME DE SARD

Exercice 8.8. Soit f: M — N une application lisse entre variétés compactes de méme
dimension, avec M connexe et N connexe. Montrer que si f est une submersion (pas de
points critiques), alors f est un revétement lisse. Indication : montrer que f est propre et
un difféeomorphisme local, puis que les fibres sont finies.

Exercice 8.9. Montrer qu’il n’existe pas d’application lisse f: S? — S! qui soit une
submersion. Indication : raisonner par les préimages de valeurs réguliéres.
Exercice 8.10. Déduire du théoréme de Brouwer les résultats suivants :

(a) Toute application continue f: [0,1]" — [0, 1]" admet un point fixe.

(b) Tl n’existe pas de champ de vecteurs continu non nul sur S?* (théoréme de la
boule chevelue pour les sphéres paires). Indication pour (b) : si v est un tel champ,
construire une rétraction D*" Tt — S,
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Chapitre 9

Théorie de Morse — Introduction

Contents
7.1 Chaines singuliéres lisses . . . . . ... ... ... ..., 75
7.2 Intégration de formes sur des chaines . ... ... ... .... s
7.3 Le théoréme de Stokes . . . .. ... ... ... ... ... ... 78
7.4 Casclassiquesen RZet R® . ... ... ... ........... 79
7.5 Cohomologie dede Rham . .. .................. 80
7.6 Lemme de Poincaré . ... ... ... ... .. . ..., 82
7.7 Invariance homotopique . . . . . . . . . . . ... ..., 84
7.8 Degré d’une application via Pintégration . ... ... ... .. 85
7.9 Dualité de Poincaré . . . . ... ... ... 0 0 86
7.10 Exercices. . . . . . v v v i i i i e e e e e e 86

La théorie de Morse constitue I'un des ponts les plus remarquables entre ’analyse
et la topologie. L’idée fondatrice, due & Marston Morse dans les années 1920-1930, est
d’étudier la topologie d’'une variété M a travers le comportement des points critiques
d’une fonction lisse f : M — R. Plus précisément, on montre que les changements de
topologie des ensembles de sous-niveaux f~!((—o0,a]) sont entiérement controlés par les

points critiques de f et par leur indice.

9.1 Fonctions de Morse

Définition 9.1 (Point critique non dégénéré). Soit M une variété lisse de dimension
n et f: M — R une application lisse. Un point p € M est un point critique de f si
df, =0, c’est-a-dire si la différentielle de f en p s’annule. Un point critique p est dit
non dégénéré si la matrice hessienne

o*f
Hy(p) = (&cﬁxj (p)> 1<i,j<n

est inversible, pour un choix (et donc pour tout choix) de coordonnées locales
(x1,...,2,) au voisinage de p.
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Remarque 9.2. La non-dégénérescence de la hessienne ne dépend pas du choix de
coordonnées locales. En effet, si ¢ désigne un changement de coordonnées, la matrice
hessienne se transforme par la régle

Hyop(q) = Jo(9)" Hy(p(9)) Jo(g) + ) | ﬁ(SO(Q)) aig;j (9)-

Si p est un point critique, le second terme disparait et I'inversibilité est préservée par
congruence.

Définition 9.3 (Fonction de Morse). Une application lisse f : M — R est une
fonction de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés.

Définition 9.4 (Indice d'un point critique). Soit p un point critique non dégénéré
de f: M — R. L’indice de f en p, noté A(p) ou ind(f,p), est le nombre de valeurs
propres strictement négatives de la hessienne H(p). Puisque H(p) est une matrice
symétrique réelle inversible, on a 0 < A(p) < n.

Remarque 9.5. Par la loi d’inertie de Sylvester, I'indice est un invariant bien défini,
indépendant du choix de coordonnées locales.

9.2 Le lemme de Morse

Le lemme suivant montre qu’au voisinage d'un point critique non dégénéré, une fonction
de Morse admet une forme normale particuliérement simple.

Lemme 9.6 (Lemme de Morse). Soit f : M — R une application lisse et p € M
un point critique non dégénéré d’indice . Alors il existe un systéme de coordonnées
locales (Y1, ..., Yn) centré en p tel que, dans ces coordonnées,

fW)=f®) —yi— =B+ + -+

7

Démonstration. On peut supposer, quitte a travailler en coordonnées, que M =R", p =0
et f(0) = 0. On proceéde en deux étapes.

Etape 1 : Décomposition quadratique. Par le lemme de Hadamard, puisque f (0) =0,
il existe des fonctions lisses g; avec f(z) = Y. x; g;(z) et ¢;(0) = g—i(O) =0 (car 0 est un
point critique). Appliquant le lemme de Hadamard a chaque g;, on obtient des fonctions
lisses h;; telles que

f(x) = Z i 2 hij(z).

On peut supposer h;; = hj; en posant hj; = 1(hy; + hj;). De plus, (hy;(0)) = 5H(0) est
inversible.

Etape 2 : Diagonalisation par récurrence. On procéde par récurrence sur le nombre
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de variables déja mises sous forme canonique. Supposons que, dans des coordonnées
(ug,...,up), on a

©,] =T

avec (h;;(0)); j>» inversible. En particulier, quitte a effectuer un changement linéaire dans
les variables wu,,...,u,, on peut supposer h,.(0) # 0. Posons ¢ = sgn(h,.(0)) et, au
voisinage de 0,

u)

hys ‘
Or = /| ()] (Ur + E A ]Eu) uj> ,  U; = u; pour i # r.
>r rr

La fonction |hw]1/ ? est lisse et non nulle au voisinage de 0. Le jacobien de la transformation
(u1,...,u,) — (v1,...,v,) est non nul en 0, donc ¢’est un difféomorphisme local. Un calcul
direct montre que dans les nouvelles coordonnées :

fe=tvdt £l vevi+ Y v hl(v),

1,J>7

ce qui achéve la récurrence. Au bout de n étapes, on obtient la forme quadratique souhaitée,
et le nombre de signes — est exactement l'indice A par la loi d’inertie de Sylvester. O]

Corollaire 9.7. Les points critiques non dégénérés sont isolés. En particulier, si M
est compacte, une fonction de Morse f : M — R n’a qu’un nombre fini de points
critiques.

Démonstration. Au voisinage d’un point critique non dégénéré p, le lemme de Morse donne
df = =2y1dys — -+ — 2yndyn + 2yny1 dyass + - - + 2y, dyp, qui ne s'annule qu’en p. [

Corollaire 9.8. Soit f : M — R une fonction de Morse sur une variété compacte.
Alors, par une perturbation arbitrairement petite, on peut supposer que les valeurs
critiques f(p1), ..., f(px) sont toutes distinctes.

Démonstration. Les points critiques sont isolés (et en nombre fini sur une variété compacte).
Si f(pi) = f(p;) pour ¢ # j, on modifie f en ajoutant une petite fonction a support
compact au voisinage de p; pour séparer les valeurs critiques, sans créer de nouveaux

points critiques. OJ
Proposition 9.9 (Unicité des coordonnées de Morse). Les coordonnées de Morse ne
sont pas uniques, mais l'indice \ est univoquement déterminé. De plus, si (yi,...,Yn)
et (z1,...,2,) sont deux systémes de coordonnées de Morse en un méme point critique
p, alors la transformation y — z préserve les sous-espaces {y; = --- =y, = 0} et
{yr+1 ="+ =yn = 0} au premier ordre.
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9.3 Densité des fonctions de Morse

Théoréme 9.10 (Densité des fonctions de Morse). Soit M une variété lisse compacte.
L’ensemble des fonctions de Morse f: M — R est un ouvert dense dans C*°(M,R)
muni de la topologie C2.

Idée de la preuve. La preuve utilise le théoréme de Sard et la transversalité. On plonge M
dans RY (par Whitney) et on considére les fonctions hauteur f,(z) = (a, z) pour a € SN~
L’application

F:MxS"t 5 T*M, (x,a) (z,df.(z))

est transverse a la section nulle de T*M. Par le théoréme de transversalité de Thom, pour
presque tout a (au sens de Sard), la fonction f, est de Morse. Ceci montre la densiteé.
Pour I'ouverture, on observe que la condition « la hessienne est inversible en tout point
critique » est ouverte pour la topologie C?, car le déterminant de la hessienne dépend
continiiment des dérivées secondes, et les points critiques dépendent contintiment de la
fonction dans la topologie C*. ]

Remarque 9.11. On peut aussi démontrer la densité en perturbant directement une
fonction lisse : si p est un point critique dégénéré de f, on peut ajouter une petite
forme linéaire pour lever la dégénérescence.

9.4 Sous-niveaux et attachement de cellules

Notons M* = f~1((—o0, a]) I'ensemble de sous-niveau de f en a.

Théoréme 9.12 (Passage sans point critique). Soit f : M — R une fonction lisse
propre et a < b deuz valeurs régulieres de f telles que f~([a,b]) ne contienne aucun
point critique. Alors M® est difféomorphe a MP, et linclusion M® < M° est une
équivalence d’homotopie.

Idée de la preuve. On utilise le champ de vecteurs gradient Vf/ |V f\2 (pour une métrique
riemannienne fixée) et son flot. L’absence de point critique assure que ce champ est bien
défini sur f~*([a, b]). Le flot de ce champ fournit le diffeomorphisme désiré entre M® et
M°. O

7

Théoréme 9.13 (Attachement d’une cellule). Soit f : M — R une fonction de Morse
propre et p un point critique d’indice X avec f(p) = c. Supposons que [~ ([c—¢,c+e])
ne contienne aucun autre point critique (pour € > 0 assez petit). Alors Mt a le type
d’homotopie de M°¢ avec une \-cellule attachée :

Mt ~ MU, e,

ol @ : 0D — OM®™¢ est une application d’attachement convenable.

\.

Idée de la preuve. Dans les coordonnées de Morse (y1, . .., ¥y,) au voisinage de p, on a
fy)=c—yi— =yl +yip + - +un
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9.5. DECOMPOSITION EN ANSES

Le sous-ensemble M=\ int(M“¢) est un « col » qui se déforme par rétraction sur le disque
D)={y}+- -+ 93 <¢, yay1 = - = yn = 0}. Ce disque est la A-cellule qui s’attache a
Me<=¢. Le bord 9D* = §*~! s’envoie dans le niveau f~!(c — &) = OM*¢ par I'application
d’attachement .

La vérification que M°" a le type d’homotopie de M~ U, e* utilise le flot du gradient
modifié et un argument de déformation par rétraction. On renvoie & [2] pour les détails
techniques. O

Vf

MC*E

FIGURE 9.1 — Attachement d’une cellule au passage d’un point critique.

9.5 Décomposition en anses

Définition 9.14 (Anse). Soit M une variété lisse compacte de dimension n. Une
anse d’indice )\ (ou A\-anse) est un exemplaire de D* x D" attaché a la frontiere de
la variété existante par un plongement ¢ : 9D* x D"~* — 9M. La variété résultante

est
M' =M U, (D* x D"™?).

Théoréme 9.15 (Décomposition en anses). Toute variété lisse compacte M admet
une décomposition en anses : partant de D" (une 0-anse), on construit M en
attachant successivement des anses d’indices croissants.

FEsquisse. On choisit une fonction de Morse f : M — R (qui existe par le théoréme
de densité 9.10) avec des valeurs critiques distinctes ¢; < co < -+ < ¢. D’aprés le
théoréme 9.12, la topologie ne change qu’aux niveaux critiques, et le théoréme 9.13 montre
que chaque passage correspond a l'attachement d’une anse. Le minimum global de f
fournit la 0-anse initiale. O

Corollaire 9.16 (CW-structure). Toute variété lisse compacte admet la structure
d’un CW-complexe fini, avec exactement une cellule de dimension A pour chaque point
critique dindice A de toute fonction de Morse.

7~

Exemple 9.17 (Décomposition en anses du tore 7?). En utilisant la fonction hauteur
sur le tore 72, la décomposition en anses est la suivante :

1. une 0-anse D° x D? = D? (le minimum) ;
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2. une premiére 1-anse D' x D! (le premier col);
3. une deuxiéme l-anse D' x D! (le deuxiéme col);

4. une 2-anse D? x D° = D? (le maximum).

1 1
0-anse — 0 — 0
1

FIGURE 9.2 — Construction progressive du tore par attachement d’anses.

Proposition 9.18 (Réarrangement des anses). Soit M une variété compacte munie
d’une décomposition en anses. On peut toujours réarranger l’ordre d’attachement de
sorte que les anses d'indice \ soient attachées avant celles d’indice A + 1.

Idée. On modifie la fonction de Morse par une isotopie du flot gradient de facon a séparer
les valeurs critiques d’indices différents. Si deux anses d’indices A < p sont attachées dans
le « mauvais » ordre, on peut permuter les valeurs critiques correspondantes sans changer
le type de difféomorphisme de M, & condition que A < p. O

9.6 Inégalités de Morse

Soit f : M — R une fonction de Morse sur une variété compacte M. Notons c) le
nombre de points critiques d’indice A et by = dim H,(M; Q) le A\-iéme nombre de Betti.

Théoréme 9.19 (Inégalités de Morse faibles). Pour tout A € {0,1,...,n},

C) 2 b)\.

Démonstration. Le corollaire 9.16 fournit un CW-complexe avec ¢y cellules de dimension
A. Le complexe cellulaire associé a un groupe de chaines C'y = Z. Par le théoréme des
coefficients universels,

b)\ = dlm(@ H)\(M; Q) g dlmQ(C,\ X Q) = C). ]

Théoréme 9.20 (Inégalités de Morse fortes). Pour tout k € {0,1,...,n},

D (1= (=1

A=0 A=0
En particulier, pour k = n on retrouve [’égalité d’Euler—Poincaré :

n n

Y (e = (1) by = x(M).

A=0 A=0
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9.7. EXEMPLES FONDAMENTAUX

Démonstration. Notons dy : C\ — C)_1 les différentielles du complexe cellulaire, et posons
zy = rg(kerdy), B = rg(imdy,q). Alors by = z) — By et ¢y = z\ + Br—1. On a donc

ex— by =281+ (2a—20) + (Br— Br) + Bx — Bacr + Bat

Plus précisément, un calcul par somme alternée donne

k
Z(—l)k_A(CA —by) =B 20,

A=0

ce qui est exactement l'inégalité forte annoncée. O

9.7 Exemples fondamentaux

Exemple 9.21 (Hauteur sur la sphére S™). Considérons S = {z € R" | |z|* = 1}
et la fonction hauteur f(zo,...,z,) = x,. Les points critiques sont :

— le pdle sud S = (0,...,0,—1), minimum, d’indice A = 0;
— le pole nord N = (0,...,0,1), maximum, d’indice A = n.

La fonction f est de Morse avec exactement 2 points critiques. Les inégalités de Morse
faibles donnent ¢co =1 > by =1letc, =12>0b, =1, avec ¢y = 0 > by = 0 pour
0 < A <mn, ce qui est cohérent avec Hy(S™) = Z pour k = 0,n et 0 sinon.

Exemple 9.22 (Hauteur sur le tore 72). Plongeons le tore 7% dans R? de la maniére
standard et considérons la fonction hauteur f : 72 — R définie par f(z,y,2) = z.

f==z
————————— Pg--max, A=-2
@:col, ==
—————————— & -pr 2 col- A=1-
————————— 7o - min; x = 0-

FIGURE 9.3 — Fonction hauteur sur le tore 72 : quatre points critiques.

La fonction f posséde exactement 4 points critiques :

1. un minimum (A = 0);
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2. deux cols (A =1);
3. un maximum (A = 2).

On a donc ¢y = 1, ¢ = 2, co = 1. Les nombres de Betti du tore sont by = 1, by = 2,
by = 1. Les inégalités de Morse sont des égalités : la fonction hauteur est une fonction
de Morse parfaite.

La caractéristique d’Euler vaut x(7?)=1-2+1=0.

L’évolution des ensembles de sous-niveaux est la suivante :

— Pour a juste au-dessus du minimum : M* = D? (un disque).
— Aprés le premier col : M® est un cylindre (homotope a S*).
— Aprés le deuxiéme col : M est homéomorphe & T2 privé d'un disque.

— Aprés le maximum : M® = T2,

@1 ®®

a<c co<a<c a > cC
1 < a<co 2 g &

FIGURE 9.4 — Evolution des sous-niveaux de la fonction hauteur sur T72.

Exemple 9.23 (Fonctions de Morse sur RP?). On réalise RP? comme le quotient
D
définie sur RP? et constitue une fonction de Morse avec trois points critiques : ¢y = 1,
c1 = 1, ¢ = 1. Les nombres de Betti rationnels de RP? sont by = 1, b; = 0, by, = 0.
Les inégalités de Morse sont strictes pour A = 1,2, ce qui refléete la torsion dans

H,(RP2,7) ~ 7./27.

de S? par l'identification antipodale. La fonction f([zg,z1,T2]) = est bien

9.8 Complexe de Morse et connexion avec la topologie
algébrique

Définition 9.24 (Complexe de Morse-Smale-Witten). Soit f : M — R une fonction
de Morse sur une variété compacte orientée M, et g une métrique riemannienne
telle que le couple (f, g) satisfait la condition de Morse-Smale (les variétés stables et
instables se coupent transversalement). Le complexe de Morse est le complexe de
chaines (CMere 9) défini par :
— C}\.\/Iorsie = @ind(p): \Z-p, le groupe abélien libre engendré par les points critiques
d’indice \;
— la différentielle 9 : CYos¢ — OMOr¢ est définie par Op = D ind(gy=r—1 (P, 9) - 4,
ot n(p, q) est le nombre algébrique de lignes de flot du gradient —V f allant de
pag.
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Théoréme 9.25 (Homologie de Morse). Le complexe de Morse vérifie 9? = 0, et son
homologie est canoniquement isomorphe a [’homologie singuliére :

HY'™e(M, f, g) = H\(M;Z).

s a

Remarque 9.26. Ce résultat remarquable permet de calculer I’homologie d’une variété
compacte a l'aide d’un complexe de chaines de rang fini (engendré par les points
critiques d’une fonction de Morse), ce qui est bien plus économique que le complexe
singulier.

9.9 Exercices

Exercice 9.1 (Points critiques sur des surfaces). Soit ¥, la surface orientable compacte
de genre g. Montrer que toute fonction de Morse sur X, possede au moins 2g + 2 points
critiques. Indication : utiliser les inégalités de Morse faibles et les nombres de Betti by = 1,
b1 = 29, bg =1.

Exercice 9.2 (Minimum du nombre de points critiques). Montrer qu’il existe une fonction
de Morse sur T? ayant exactement 4 points critiques (la fonction hauteur), et qu’aucune
fonction de Morse sur 7 ne peut en avoir moins de 4.

Exercice 9.3 (Fonction de Morse sur S' x §%). Construire une fonction de Morse sur
S x S? et déterminer ses points critiques et leurs indices. Vérifier les inégalités de Morse.

Exercice 9.4 (Morse et caractéristique d’Euler). Soit f : M — R une fonction de Morse
sur une variété compacte de dimension n. Montrer que x(M) = >\_,(—1)*cy, ol ¢, est le
nombre de points critiques d’indice A\. En déduire que x(S™) =1+ (—1)".

Exercice 9.5 (Morse sur les espaces projectifs). Considérer la fonction f : CP™ — R
définie par
_ Shoklaf

> k=0 |Zk’2 .
Montrer que f est une fonction de Morse avec exactement n + 1 points critiques, d’indices
0,2,4,...,2n. En déduire que x(CP") =n + 1.

f(lzo: -+ za])

Exercice 9.6 (Lemme de Morse en dimension 1). Vérifier directement le lemme de
Morse pour une fonction f : R — R ayant un point critique non dégénéré en 0 : trouver
explicitement le changement de variable y = y(z).

Exercice 9.7 (Indice et signature). Soit f : R"® — R définie par f(r) = 27 Az ou A est
une matrice symétrique inversible. Montrer que 0 est un point critique non dégénéré et
que l'indice est le nombre de valeurs propres négatives de A.

Exercice 9.8 (Fonctions de Morse et homotopie). Soit M une variété compacte connexe
admettant une fonction de Morse f : M — R avec exactement deux points critiques (un
minimum et un maximum).

(a) Montrer que M est homéomorphe a S™.
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(b) L’application est-elle nécessairement un difféomorphisme ? (Considérer les sphéres
exotiques de Milnor.)

Exercice 9.9 (Perturbation en fonction de Morse). Soit f : R*? — R définie par f(z,y) =
23 — 3zy? (singularité de type Dy ). Montrer que 0 est un point critique dégénéré. Trouver
une perturbation f. de f qui est une fonction de Morse au voisinage de l'origine, et
déterminer les points critiques et indices de f..

Exercice 9.10 (Lacet polynomial de Morse). Soit M une variété compacte orientée de
dimension n et f : M — R une fonction de Morse. On définit le polynéme de Morse par

n

My(t) =) eat,

A=0
ol ¢y est le nombre de points critiques d’indice A\. De méme, le polyndéme de Poincaré
est Pu(t) = >, bt

(a) Montrer que My(t) — Pu(t) = (1 + t) Q(t) pour un certain polyndéme Q(t) a
coefficients entiers non négatifs.

(b) Veérifier cette relation pour la fonction hauteur sur 72, S?, RP2.
(c) En déduire les inégalités de Morse fortes.
Exercice 9.11 (Fonction de Morse sur les groupes de Lie). Soit G = SO(3). En identifiant

SO(3) = RP3, construire une fonction de Morse sur G et en déduire les nombres de Betti
rationnels de SO(3).
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Chapitre 10

Degré d’une application lisse et
applications
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Le degré d’'une application lisse entre variétés compactes est un invariant entier (ou
modulo 2 dans le cas non orientable) qui mesure combien de fois le domaine « enveloppe »
le but. Cet invariant, malgré sa simplicité apparente, posséde des conséquences topologiques
profondes : il permet de démontrer le théoréme de Brouwer sur le point fixe, le théoréme
de la spheére chevelue, et bien d’autres résultats fondamentaux.

10.1 Degré modulo 2

Définition 10.1 (Degré mod 2). Soient M et N deux variétés lisses compactes sans
bord de méme dimension n, et f : M — N une application lisse. Soit ¢ € N une
valeur réguliére de f. Le degré modulo 2 de f est

degy(f) = #f7'(¢) (mod 2) € Z/2Z.
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Théoréme 10.2 (Bonne définition du degré mod 2). Le degré deg,(f) ne dépend pas
du choiz de la valeur réguliere q.

Démonstration. Soient qp,q; € N deux valeurs réguliéres de f. On relie ¢y & ¢; par un
chemin lisse 7 : [0,1] — N. Par le théoréme de Sard, on peut choisir y transverse a f, de
sorte que W = {(t,p) € [0,1] x M | f(p) = v(t)} est une sous-variété de dimension 1 a
bord de [0, 1] x M.

Le bord de W est

oW = ({0} x f~(q0)) U ({1} x f~ (@)

Puisque toute variété compacte de dimension 1 & bord a un nombre pair de points de bord,

on obtient #f *(q) + #f (q1) =0 (mod 2). O

Théoréme 10.3 (Invariance homotopique du degré mod 2). Si fo, f1 : M — N sont
homotopes, alors degs(fo) = degy(f1)-

Démonstration. Soit F' : M x [0,1] — N une homotopie lisse entre f, et f; (on peut
toujours lisser une homotopie continue). Soit ¢ € N une valeur réguliére de F' (qui est
aussi valeur réguliére de fy et de f; pour un choix générique). Alors W = F~1(q) est une
variété compacte de dimension 1 & bord, avec OW = f;'(¢q) U f; *(¢). On conclut comme
précédemment par parité. O

10.2 Degré orienté

Définition 10.4 (Degré orienté). Soient M et N deux variétés lisses compactes sans
bord, connexes, orientées, de méme dimension n, et f : M — N une application lisse.
Pour une valeur réguliére ¢ € N et p € f~1(q), on définit le signe local de f en p par

+1 sidf,:T,M — T,N préserve I'orientation,
e(p) = sgn(detdf,) = { P g

—1 si df, renverse l'orientation.

Le degré de f est I'entier

deg(f)= Y, e(p)€Z

pef~1(q)

Théoréme 10.5 (Bonne définition et invariance homotopique). Soient M, N comme
ci-dessus.

(i) Le degré deg(f) ne dépend pas du choiz de la valeur réguliére q.
(ii) Si fo ~ f1 (homotopes), alors deg(fo) = deg(f1).
(7i) deg(Idy) = 1.

(iv) deg(g o f) = deg(g) - deg(f).
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10.3. CALCUL DU DEGRE VIA LES FORMES DIFFERENTIELLES

Démonstration. (i) et (i) : La preuve est analogue au cas mod 2, mais en comptant les
signes. Si F' : M x [0,1] — N est une homotopie lisse et ¢ une valeur réguliére de F,
alors W = F~1(q) est une variété orientée de dimension 1 & bord. Les composantes de W
sont soit des cercles (qui ne contribuent pas au bord), soit des arcs reliant un point de
fo*(¢) & un point de f;*(g). Un examen des orientations montre que les signes des deux
extrémités de chaque arc sont opposés (en tenant compte de l'orientation du bord de W),
d’ou deg(fo) = deg(f1).

(111) est immédiat. (iv) découle du fait que, pour une valeur réguliére ¢ de go f, on a
€gof (D) = €4(f(p)) - €4(p), et 'on somme en regroupant par fibre. O

s a

Proposition 10.6 (Degré d'un difféomorphisme). Un difféomorphisme f: M — N
entre variétés compactes orientées connexes a pour degré deg(f) = +1 s’il préserve
lorientation, et deg(f) = —1 sl la renverse.

Proposition 10.7 (Surjectivité et degré). Soit f : M — N une application lisse
entre variétés compactes connezxes orientées de méme dimension. Si deg(f) # 0, alors
f est surjective.

Démonstration. Si f n’est pas surjective, soit ¢ € N\ f(M). Puisque f(M) est compact
(donc fermé) dans N, g est une valeur réguliére de f avec f~1(q) = @, donc deg(f) =0. O

Proposition 10.8 (Degré et applications constantes). Toute application constante
f:M — N a pour degré deg(f) =0 (avec la convention deg,(f) =0 dans le cas non
orienté).

Remarque 10.9. La réciproque est fausse : deg(f) = 0 n’implique pas que f est
homotope & une application constante. Par exemple, I’application de Hopf A : S% — 5?2
n’est pas de degré zéro au sens usuel (elle est entre variétés de dimensions différentes),
mais toute application S™ — S™ de degré zéro qui se factorise par un espace de
dimension inférieure est homotopiquement triviale.

10.3 Calcul du degré via les formes différentielles

Théoréme 10.10 (Formule intégrale du degré). Soient M, N des variétés compactes
orientées sans bord de dimension n, et f: M — N lisse. Pour toute n-forme w sur

N telle que [yw # 0,
deg(f) = fﬂf#
N

.

Démonstration. 11 suffit de vérifier la formule pour une forme w a support dans un
petit voisinage d’une valeur réguliére g. Au voisinage de chaque p; € f~!(q), f est un
diffeomorphisme local, et f*w a pour intégrale €(p;) [, w. En sommant sur les préimages,

on obtient [, f*w = deg(f) [y w- O
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Exemple 10.11 (Degré de z — 2* sur S1). Soit fj : ST — S! définie par fi(z) = 2*
(en voyant S' C C). La forme w = df vérifie [, w = 2, et f(df) = kdf, donc

kdé
deg(fx) = fj« w0 k
st

On peut aussi le voir directement : pour ¢ = 1, on a f, *(1) = {emﬂj/k |0<j< k:}, et
le jacobien est positif en chaque préimage (pour k& > 0).

10.4 Applications du degré

10.4.1 Théoréme de Brouwer via le degré

Théoréme 10.12 (Théoréme du point fixe de Brouwer). Toute application continue
g: D" — D" du disque fermé dans lui-méme possede un point fixe.

Démonstration. Supposons par l'absurde que g n’a pas de point fixe. On construit alors
une rétraction r : D™ — S™~! en envoyant chaque x € D" sur le point d’intersection de la
demi-droite partant de g(x) et passant par x avec S™ .

L’application r est continue et vérifie r|gn-1 = Idgn-1. Considérons l'inclusion ¢ :
St < D" Alors r ot = Idgn-1, donc deg(r o) = deg(Idgn-1) = 1. Mais ¢ se prolonge en
/' : D™ — D™ qui est contractile (puisque D™ est contractile), donc r o ¢ est homotope a
une application constante, qui a degré 0. Contradiction. O]

10.4.2 Théoréme de la sphére chevelue

Théoréme 10.13 (Théoréme de la sphére chevelue). Il n’existe pas de champ de
vecteurs continu ne s’annulant en aucun point sur S** (spheére de dimension paire).

Démonstration. Supposons qu’il existe un champ de vecteurs V' : $?* — R?"*! continu,
tangent et non nul en chaque point. On normalise : v(z) = V(x)/ |V (z)|, de sorte que
lv(z)| =1 et (v(x),z) = 0 pour tout x € S*". Considérons ’homotopie

Hy(z) = cos(nt) x + sin(nt) v(z), t€[0,1].
On vérifie que | Hy ()| = 1 pour tout ¢ (par orthogonalité de z et v(z)), donc H; : S** — S2".

De plus, Hy = Id et H; = —1Id (I’application antipodale). Par invariance homotopique,
deg(Id) = deg(—1d), soit 1 = (—1)>""! = —1, ce qui est absurde. O

Remarque 10.14. En revanche, S?"*! admet toujours un champ de vecteurs non
2n+1 2n+2

nul. Par exemple, sur S*"*' C R*"*2 le champ V(zq,x2,...,Ton11, Tont2) =

(—x2, %1, ..., —Tont2, Topy1) COnvient.
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10.4.3 Théoréme de Borsuk—Ulam

Théoréme 10.15 (Borsuk-Ulam). Pour toute application continue f : S™ — R™, il
existe x € S tel que f(z) = f(—x).

Démonstration. Supposons par I'absurde que f(x) # f(—x) pour tout x. On pose

f(x) = f(=2)
g(x) = :
|f () = f(=2)|
qui est une application continue g : S™ — S™7! vérifiant g(—z) = —g(x) (application

impaire).

On montre que toute application impaire S™ — S"~! a un degré mod 2 non nul (par
récurrence sur n). Pour n = 1, une application impaire g : S* — S° = {41} envoie des
points antipodaux sur des points distincts, ce qui est impossible par connexité de S*.

Pour le pas de récurrence, on restreint g a l’équateur S"' C S™. La restriction
glgn—1 1 8"t — S™7! est encore impaire, donc de degré impair par hypothése de récurrence.
Mais g|gn—1 se prolonge a I'hémisphére D', donc serait d’extension possible & D", ce qui
impliquerait degré nul. Contradiction. O

10.4.4 Théoréme du point fixe de Lefschetz

Théoréme 10.16 (Lefschetz, esquisse). Soit M une variété compacte et f: M — M
une application lisse. On définit le nombre de Lefschetz

n

L(f) = > (=D)* te(fi + Ho(M;Q) — Hy(M;Q)).

k=0

Si L(f) # 0, alors f admet un point fize.

7

Remarque 10.17. Le nombre de Lefschetz de I'identité est L(Id) = x(M). On retrouve
ainsi le fait qu’une variété compacte de caractéristique d’Euler non nulle vérifie la
propriété du point fixe pour toute application homotope a 'identité.

\.

10.5 Nombre d’intersection comme degré

Définition 10.18 (Nombre d’intersection). Soient M une variété compacte orien-
tée de dimension n, et A, B des sous-variétés compactes orientées de dimensions
complémentaires dim A + dim B = n, se coupant transversalement. Le nombre
d’intersection de A et B est

I(A,B)= ) =(p),

pEANB

ol £(p) = +1 si lorientation de T,,A & T,,B coincide avec celle de T,M, et e(p) = —1
sinon.
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Proposition 10.19. Le nombre dintersection peut s’exprimer comme un degré. Si
A et B sont des sous-variétés compactes orientées sans bord de M de dimensions
complémentaires, et st 7 : M — M x M est l"inclusion diagonale tandis que A X B —
M x M, alors I(A, B) coincide avec le nombre d’intersection de 7(M) et A x B dans
M x M.

\. J

10.6 Exercices

Exercice 10.1 (Degré d’applications entre sphéres). (a) Calculer le degré de la réflexion
r:S™ — S™ définie par r(zg, ..., Tn) = (—To, T1, ..., Tp).
(b) En déduire le degré de I'application antipodale a : S™ — S™, a(x) = —=x.

(c) Montrer que si n est pair, ’application antipodale n’est pas homotope a l'identité.

Exercice 10.2 (Degré et revétement). Soit p: M — N un revétement lisse a k feuillets
entre variétés compactes orientées connexes. Montrer que deg(p) = k (si p préserve
l'orientation) ou deg(p) = —k (sinon).

Exercice 10.3 (Application sans point fixe). Soit f : S™ — S™ une application lisse sans
point fixe. Montrer que deg(f) = (—1)""!. Indication : montrer que f est homotope a
I’application antipodale.

Exercice 10.4 (Théoréme fondamental de l'algébre via le degré). Soit P(z) = 2" +
Ap_12""1 4+ -+ 4+ ap un polynéome de degré n > 1.
(a) Pour R > 0 assez grand, montrer que 'application fr : S — S!' définie par
fr(z) = P(Rz)/|P(Rz)| est bien définie et a pour degré n.

(b) En déduire que P a au moins une racine dans C.

Exercice 10.5 (Degré et forme volume). Soit f : S? — S? une application lisse. En
utilisant la forme volume w = sin p dp A df de S?, calculer deg(f) par la formule intégrale
pour

(a) f = projection stéréographique composée avec l'inversion,
(b> f(l', Y, Z) = (xa Y, _Z)

Exercice 10.6 (Degré de 'application de Hopf). L’application de Hopf h : S3 — 52 est
définie par h(zy,22) = [21 : 22] € CP! 2 S2, ot (21, 20) € S C C2. Expliquer pourquoi
la notion de degré ne s’applique pas directement (dimensions différentes). Quel invariant
peut-on associer a h?

Exercice 10.7 (Borsuk—Ulam et coloriage). En utilisant le théoréme de Borsuk—Ulam,
montrer que pour toute application continue f : S? — R2, il existe un grand cercle de S?
sur lequel f est constante en au moins un point et son antipodal.

Exercice 10.8 (Nombre d’intersection). Soit 7% = S x St le tore, et A = S' x {1},
B = {1} x S! les deux cercles générateurs. Calculer (A, B) en munissant 72, A et B de
leurs orientations standard.

Exercice 10.9 (Degré et polynomes trigonomeétriques). Soit f : S' — S! définie par
f(e®) = eP® on P(O) = nb + S0 asin(kf) avec des ay assez petits. Montrer que
deg(f) =n.
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Exercice 10.10 (Degré et indice d'un champ de vecteurs). Soit V' un champ de vecteurs
lisse sur R? ayant un zéro isolé en p. On définit I'indice de V en p par

ind, (V) = deg(|—“;’ . SX(p) — 51>

pour € > 0 assez petit (ou S!(p) est le cercle de rayon € centré en p).
(a) Calculer 'indice de V(z,y) = (z,y) en l'origine.
(b) Calculer I'indice de V' (z,y) = (—y, ) en l'origine.
(c) Calculer I'indice de V(z,y) = (z? — y?, 2zy) en lorigine.
(d) Enoncer le théoréme de Poincaré-Hopf reliant la somme des indices  la caractéristique

d’Euler.

Exercice 10.11 (Degré mod 2 et Borsuk-Ulam). Montrer que toute application impaire
f:8™ — S™a un degré mod 2 égal a 1, c’est-a~dire deg,(f) = 1. En déduire une preuve
alternative du théoréme de Borsuk—Ulam.
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Une question naturelle en topologie différentielle est de savoir si toute variété abstraite
(définie par un atlas) peut étre « réalisée » comme une sous-variété d’un espace euclidien.
Les théorémes de Whitney répondent par I'affirmative et fournissent des bornes optimales
sur la dimension de I’espace ambiant nécessaire.

11.1 Rappels : plongements et immersions

Définition 11.1 (Rappel). Soit f : M — N une application lisse entre variétés.
(i) f est une immersion si df, est injective pour tout p € M.

(ii) f est un plongement (embedding) si f est une immersion injective qui est un
homéomorphisme sur son image f(M) (munie de la topologie induite).

Remarque 11.2. Si M est compacte, toute immersion injective f : M — N est
automatiquement un plongement (car une bijection continue d’'un compact vers un
espace séparé est un homéomorphisme).
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11.2 Théoréme de Whitney : version faible

Théoréme 11.3 (Plongement de Whitney, version faible). Toute variété lisse com-
pacte de dimension n admet un plongement dans R**+1.

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Etape 1 : Plongement dans RY pour N grand. On recouvre M par un nombre
fini de cartes (U, ¢;)1<i<k €t on choisit une partition de 'unité (p;) subordonnée a ce
recouvrement. On définit

F:M =R Fp) = (oi(p)er (1), - -, k() (@), o1 (D), - -, pi(P)).-

L’application F' est une immersion injective (I'injectivité utilise les p;, et le fait que df est
injective se vérifie dans chaque ouvert U; ou p; # 0). Comme M est compacte, F' est un
plongement. Posons N = k(n + 1).

Etape 2 : Réduction de la dimension. On montre que si N > 2n + 1, on peut projeter
F(M) c RY sur un hyperplan R¥~! tout en conservant le caractére de plongement. 11
suffit de trouver une direction v € SN~ telle que la projection 7, : RN — ¢t = RVN-1
restreinte & F'(M) reste un plongement.

La projection m, o F' échoue a étre injective si v est de la forme

d v
v=—————2 pour p#q.
F(q)|

Définissons o : M x M \ A — SN=! par a(p,q) = %. L’ensemble source est de
dimension 2n, et le but S¥~! de dimension N —1 > 2n (car N > 2n + 1). Par le théoréme
de Sard, im(a) est de mesure nulle dans S™V~1.

De méme, 7, o F' échoue a étre une immersion si v appartient a I'image de ’application
de Gauss 8 : TM\ {0} — SN~ définie par B(p,w) = dF,(w)/|dF,(w)]|. Le domaine est de
dimension 2n — 1, donc im(3) est aussi de mesure nulle pour N — 1 > 2n — 1, ¢’est-a-dire
N > 2n.

On choisit v ¢ im(a) Uim(f), et la projection 7, o F est un plongement dans RN ~1.
On itére jusqu’a atteindre R?"+1, O

11.3 Théoréme de Whitney : version forte

Théoréme 11.4 (Plongement de Whitney, version forte). Toute variété lisse compacte
de dimension n > 1 admet un plongement dans R?".

7

Remarque 11.5. La preuve de la version forte est considérablement plus délicate que
celle de la version faible. Elle nécessite la technique du « truc de Whitney » (Whitney
trick) qui permet d’éliminer des points doubles par paires via des disques de Whitney.
Nous renvoyons a [9] et [10] pour les détails.

\. J
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Remarque 11.6. La borne 2n est optimale en général. Par exemple, la bouteille de
Klein (variété de dimension 2) ne se plonge pas dans R® mais se plonge dans R*.

Théoréme 11.7 (Immersion de Whitney). Toute variété lisse compacte de dimension
n > 1 admet une immersion dans R**~1.

Remarque 11.8. Pour les immersions, la borne 2n — 1 est elle aussi optimale en général.
Un résultat plus fin de Hirsch et Smale montre que l'existence d’une immersion
M"™ 9 R* est controlée par I'existence d’un monomorphisme de fibrés vectoriels
TM — e*.

.

11.4 Théoréme d’approximation de Whitney

Théoréme 11.9 (Approximation de Whitney). Soient M et N des variétés lisses,
et f: M — N une application continue. Pour tout ¢ > 0, il existe une application
lisse g : M — N telle que g est e-proche de [ (pour une métrique fixée sur N) et g
est homotope a f.

\. .

Idée de la preuve. On plonge N dans R¥ par Whitney. L’application f : M — N C R¥ est
approchée par une application lisse § : M — RX par convolution avec un noyau régularisant.
On projette ensuite g sur N via la rétraction par voisinage tubulaire r : i/ — N, ce qui

donne g = r o g. L’homotopie entre f et g est fournie par le segment [f, ] composé avec
r. 0

Corollaire 11.10. Deux applications lisses f,qg : M — N qui sont homotopes par
une homotopie continue sont aussi homotopes par une homotopie lisse.

e )

Remarque 11.11. Le théoréme d’approximation de Whitney est 1'un des outils fonda-
mentaux permettant de transférer les résultats de topologie algébrique (qui opérent
avec des applications continues) au cadre de la topologie différentielle. Par exemple,
c’est grace a ce théoréme que l'invariance homotopique du degré, démontrée pour des
homotopies lisses, s’étend automatiquement aux homotopies continues.

Proposition 11.12 (Approximation relative). Soient M, N des variétés lisses, A C
M un sous-ensemble fermé, et f : M — N une application continue qui est déja lisse
sur un voisinage de A. Alors pour tout e > 0, il existe une application lisse g : M — N
telle que gla = f|a, g est e-proche de f, et g est homotope a f relativement a A.

Idée. On utilise une partition de I'unité pour construire I'approximation seulement loin de
A, en interpolant avec f au voisinage de A ou f est déja lisse. m
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11.5 Isotopie et plongements

Définition 11.13 (Isotopie). Deux plongements fy, fi : M — N sont isotopes s’il
existe une application lisse F': M x [0,1] — N telle que :

(i) F(=,0) = foet F(—,1) = f1;
(ii) pour tout t € [0,1], F(—,t) : M — N est un plongement.

Définition 11.14 (Isotopie ambiante). Deux plongements fy, fi : M < N sont
ambiamment isotopes s’il existe un difféomorphisme ® : N — N isotope &
I'identité tel que ® o fy = f;.

Théoréme 11.15 (Théoréeme d’extension d’isotopie). Soit M une variété compacte
et N une variété sans bord. Toute isotopie entre deux plongements fo, f1 : M — N
s’étend en une isotopie ambiante de N.

Idée de la preuve. L’isotopie F' : M x[0,1] — N engendre un champ de vecteurs dépendant
du temps sur N, défini le long de 'image F'(M,t) pour chaque ¢. On étend ce champ a N
tout entier a I’aide d’une partition de 'unité et d’un voisinage tubulaire de F'(M,t). Le
flot intégré de ce champ étendu fournit le difféomorphisme &, : N — N avec &y = Idy et

(I)1Of0:f1- O

Remarque 11.16. Le théoréme d’extension d’isotopie est faux si M n’est pas compacte.
Un contre-exemple est donné par une isotopie qui « pousse » un plongement de R
dans R? vers D'infini.

Proposition 11.17 (Unicité du plongement de la boule). Deuz plongements lisses
fo, f1: D™ < M™ qui préservent l'orientation sont ambiamment isotopes (théoréme
du disque de Palais).

11.6 Applications et exemples

Exemple 11.18 (Plongement du tore dans R?). Le tore 7% = S! x S admet le
plongement classique dans R? :

(6, 0) = ((R+rcosp)cost, (R+rcosp)sinb, rsingp)

pour 0 < r < R. Ce plongement est bien une immersion (la différentielle est de rang 2
partout) et 'injectivité est assurée par le choix r < R.

Exemple 11.19 (Plongement de RP? dans R?* et non-plongement dans R?). Le plan
projectif réel RP? admet un plongement dans R* mais ne se plonge pas dans R3. Le
non-plongement résulte du fait que RP? est une surface compacte non orientable, et
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toute surface compacte sans bord plongée dans R? est orientable (par le théoréme de
Jordan-Brouwer).
Un plongement explicite de RP? dans R* est donné par

1

F T = 2229 —_—
([x:y:2]) (xy, xz, y© — 2°, yz) PN N

On vérifie que cette application est bien définie, lisse, injective et de rang 2 partout.

Exemple 11.20 (Immersion de Boy). L’immersion de Boy est une immersion de RP?
dans R? (mais pas un plongement, car elle posséde des auto-intersections). Elle a été
découverte par Werner Boy en 1901 et constitue un exemple remarquable d’'immersion
d’une surface non orientable dans R®. L’immersion de Boy posséde une symétrie d’ordre
3 et un unique point triple.

P .-=-< 4 Whitney trick
.\ ’) —>

isque de Whitney

pas d’intersection

FIGURE 11.1 — Le « truc de Whitney » : élimination de deux points d’intersection de
signes opposés via un disque de Whitney.

11.7 Classification des surfaces lisses compactes

7

Théoréme 11.21 (Classification des surfaces compactes). Toute surface lisse com-
pacte conneze sans bord est difféomorphe a l'une des surfaces suivantes :

(i) la sphére S? ;
(ii) la somme conneze de g tores : Xy, = T*#---#T? (g fois), pour g > 1;
(iii) la somme connexe de k plans projectifs : RP?4# - - - #RP? (k fois), pour k > 1.

Les surfaces (i) et (ii) sont orientables; les surfaces (iii) ne le sont pas.

Remarque 11.22. Ce théoréme, combiné avec les résultats de plongement de Whitney;,
montre que toute surface lisse compacte orientable se plonge dans R?, tandis que les
surfaces non orientables nécessitent au moins R%.

J

~

Remarque 11.23. La classification est complétement déterminée par deux invariants :
— lorientabilité (oui ou non);
— la caractéristique d’Euler y(X), ou de maniére équivalente, le genre.

Pour les surfaces orientables, x(3,;) = 2 — 2¢g. Pour les surfaces non orientables &
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k plans projectifs, y = 2 — k. Notons que RP?#RP? est la bouteille de Klein, et
RP2#RP?#RP? est homéomorphe a T?#RP?.

Proposition 11.24 (Plongement des surfaces orientables). Toute surface orientable
compacte 3, se plonge dans R®. En particulier :

(1) S? est le bord de la boule D3 ;

(ii) ¥, pour g > 1 se réalise comme un « bretzel » a g trous dans R3.

11.8 Apercu : variétés exotiques

Les théoréemes de Whitney montrent que toute variété lisse compacte se plonge dans
un espace euclidien, mais la question de 'unicité de la structure lisse est bien plus subtile.

Théoréme 11.25 (Milnor, 1956). Il existe des variétés lisses homéomorphes a S” mais
non difféomorphes a ST. Plus précisément, le groupe O des classes de difféomorphisme
de structures lisses sur S” est isomorphe a Z/287.

Remarque 11.26. La construction originale de Milnor utilise des fibrés en sphéres S®
sur S*. Ces fibrés sont classifiés par 73(SO(4)) & Z & Z, et pour certains choix, espace
total est homéomorphe mais non difféomorphe & S7. Milnor détecte la non-trivialité
de la structure lisse en utilisant un invariant basé sur la signature et les classes de
Pontryaguine.

Remarque 11.27. Ce résultat fondamental de Milnor a ouvert un champ immense de
recherche. On sait aujourd’hui que :

— En dimension n < 6, la sphére S™ admet une unique structure lisse (a difféomor-
phisme prés).

— En dimension 4, la situation est encore largement ouverte : on ne sait pas s’il
existe des S* exotiques (c’est le probléme lisse de la conjecture de Poincaré en
dimension 4).

— L’espace R* admet une infinité non dénombrable de structures lisses non difféo-
morphes entre elles (résultat remarquable de Donaldson et Freedman).

— Le groupe des sphéres exotiques O,, est connu pour de nombreuses valeurs de n.
Par exemple, |01 =992 et |O15| = 16256.

Remarque 11.28 (Sphéres exotiques et théorie de Morse). La connexion avec la théorie
de Morse est la suivante : une sphére exotique X" admet une fonction de Morse
avec exactement deux points critiques (un minimum et un maximum), puisqu’elle
est homéomorphe a S™. La décomposition en anses correspondante consiste en une
0-anse et une n-anse, mais I’application de recollement entre ces deux anses définit un
difféomorphisme ¢ : S"~! — S"~! qui n’est pas isotope & l'identité.
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11.9 Exercices

Exercice 11.1 (Plongement de graphe). Soit f : M — N une application lisse. Montrer
que lapplication I'y : M — M x N définie par I't(p) = (p, f(p)) est un plongement. En
déduire que toute variété compacte de dimension n se plonge dans R***! 4 l'aide d’une
application f : M — R+,

Exercice 11.2 (Immersions de S* dans R?). (a) Montrer que le plongement standard

St < R? et 'immersion en huit y(t) = (sin(2t),sin(¢)) ne sont pas réguliérement
homotopes.

(b) Enoncer le théoréme de classification de Whitney-Graustein pour les courbes fermées
réguliéres dans le plan.

Exercice 11.3 (Non-plongement de la bouteille de Klein). Montrer que la bouteille de
Klein ne se plonge pas dans R3. Indication : utiliser I'argument d’orientabilité (théoréme
de Jordan-Brouwer).

Exercice 11.4 (Plongements de RP"). (a) Construire un plongement de RP! = S!
dans R?.
(b) Montrer que RP? ne se plonge pas dans R3.
(c) Montrer que RP" se plonge dans R™"*2/2 via I'application [z] + % (matrices
symétriques).
Exercice 11.5 (Immersion et fibré normal). Soit f : M™ < R™"* une immersion. On
définit le fibré normal vy de f comme le fibré vectoriel sur M dont la fibre en p est
(df,(T,M))*+ dans Rt
(a) Montrer que TM & vy = ™ (fibré trivial).
(b) En déduire que w(T'M) - w(vy) =1 dans H*(M;Z/27Z), ou w désigne la classe de
Stiefel-Whitney totale.
Exercice 11.6 (Whitney et Sard). Reprendre la preuve du théoréme de Whitney faible

(théoreme 11.3) et vérifier en détail que 'argument de dimension fonctionne : si N > 2n+1,
les « mauvaises directions » forment un ensemble de mesure nulle dans SV-1.

Exercice 11.7 (Approximation par des plongements). Soit M une variété compacte de
dimension n et N > 2n. Montrer que toute application lisse f : M — RY peut étre
approchée arbitrairement prés (en topologie C!) par un plongement.

Exercice 11.8 (Isotopie de noeuds). Un noeud est un plongement v : S* — R3.

(a) Montrer que tout noeud v : S* < R"™ avec n > 4 est isotope au nceud trivial (le
plongement standard de S' dans un plan).

(b) Pourquoi cet argument échoue-t-il pour n = 37
Exercice 11.9 (Surfaces exotiques). (a) Montrer que toute variété de dimension < 3

admet une unique structure lisse (a difféeomorphisme prés) compatible avec sa
structure topologique. (Admis : citer les théorémes de Radd, Moise et Munkres.)

(b) Pourquoi la dimension 4 est-elle exceptionnelle du point de vue des structures lisses 7

Exercice 11.10 (Immersions en codimension 1). (a) Montrer que toute variété com-
pacte orientable de dimension n admet une immersion dans R"*! si et seulement si
son fibré tangent est stablement trivial.
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(b) La sphére S™ admet-elle toujours une immersion dans R"**? Justifier.
(c) Montrer que RP™ admet une immersion dans R"™! si et seulement si n est de la
forme 2% — 1. (Admis : on pourra utiliser les classes de Stiefel-Whitney.)
Exercice 11.11 (Plongement de variétés produits). (a) Si M™ se plonge dans RP et
N™ se plonge dans R?, montrer que M x N se plonge dans RPT,
(b) Donner un plongement explicite de 7" = (S')" dans R?".

(c) Peut-on toujours faire mieux que la borne p + ¢ 7 Donner un exemple ot M x N se
plonge dans R* avec k < p + q.
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Nous rassemblons ici quelques résultats classiques d’analyse utilisés tout au long de ce
cours.

A.1 Théoréme d’inversion locale

Théoréme A.1 (Inversion locale). Soit U C R™ un ouvert, f : U — R™ une
application de classe C¥ (k > 1) et a € U tel que det(df,) # 0. Alors il existe des
owverts V.o a et W > f(a) tels que fly : V — W est un C*-difféomorphisme.

Corollaire A.2 (Théoréme des fonctions implicites). Soit F': U x V. — R™ de classe
C*, ou U CR™, V C R™ sont ouverts, et (a,b) € U x V tel que F(a,b) =0 et 5 (a,b)
est inversible. Alors il existe un voisinage U’ > a et une unique application g : U" — V'
de classe C* telle que g(a) = b et F(x,g(z)) = 0 pour tout x € U'.

Corollaire A.3 (Théoréme du rang constant). Soit f : U — R™ de classe C*
(k > 1) de rang constant r sur U C R™. Alors pour tout a € U, il existe des
CF-difféomorphismes ¢ et 1 au voisinage de a et f(a) respectivement, tels que

Yo foo Hzy,...,2n) = (x1,...,2,,0,...,0).
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A.2 Théoréme de Cauchy—Lipschitz

Théoréme A.4 (Cauchy—Lipschitz / Picard-Lindelof). Soit U C R™ un ouvert,
I C R un intervalle ouvert et X : I x U — R™ une application de classe C* (k > 1).
Pour tout (tg,zo) € I x U, le probléeme de Cauchy

{s‘c(t) = X(t,z(1)),

Q?(to) = 2o,

admet une unique solution mazimale v : J — U de classe C**1, définie sur un
intervalle ouvert maximal J C I contenant tg.

Théoréme A.5 (Dépendance réguliére). Si X est de classe C*, le flot ® : Q — U,
(t, z0) = z(t; to, xo) est de classe C* sur son domaine de définition Q C R x U.

Remarque A.6. Pour les champs de vecteurs lisses (C*) sur une variété compacte, le
flot est défini pour tout temps : 2 =R x M.

A.3 DMesure de Lebesgue et ensembles de mesure nulle

Définition A.7 (Ensemble de mesure nulle). Un sous-ensemble A C R" est de
mesure de Lebesgue nulle si pour tout € > 0, il existe une famille dénombrable de
pavés (Ry)ren telle que A C [y Ri et D pey VOL(Ry) < €.

Proposition A.8 (Propriétés). (i) Toute réunion dénombrable d’ensembles de me-
sure nulle est de mesure nulle.

(i) Tout sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

(iii) Si f : U — R™ est localement lipschitzienne et A C U est de mesure nulle, alors
f(A) est de mesure nulle.

(iv) Si k < n, tout sous-ensemble A C RF x {O}n_k C R" est de mesure nulle dans
R™.

Théoréme A.9 (Sard). Soit f: U — R™ une application de classe C* avec U C R™
ouvert et k > max(1,n —m + 1). Alors l’ensemble des valeurs critiques de f est de
mesure de Lebesque nulle dans R™.

123



ANNEXE A. RAPPELS D’ANALYSE

A.4 Partition de 'unité

Théoréme A.10 (Existence de partitions de l'unité). Soit M une variété lisse
paracompacte et (Uy)aca un recouvrement ouvert de M. Il existe une partition de
Uunité (pa)aca subordonnée a (U,), c’est-a-dire :

(i) chaque po : M — [0, 1] est lisse;
(ii) supp(pa) C Uq pour tout o ;
(iii) la famille (supp(pa)) est localement finie ;

() >, Pa(p) =1 pour tout p € M.

e a

Remarque A.11. L’existence des partitions de 1'unité est un outil fondamental en topo-
logie différentielle. Elle permet de « recoller » des constructions locales en constructions
globales, et joue un role essentiel dans les preuves des théorémes de plongement de
Whitney, de I'existence de métriques riemanniennes, de connexions, et de bien d’autres
résultats.

A.5 Rappels de topologie différentielle de base

Théoréme A.12 (Existence de métriques riemanniennes). Toute variété lisse para-
compacte admet une métrique riemannienne.

FEsquisse. On choisit un recouvrement par des cartes (U;, ;) et une partition de 'unité
(pi) subordonnée. Sur chaque U;, la métrique euclidienne tirée en arriére par ¢; donne une
métrique locale g;. On pose g = ), p; ¢;, qui est une métrique riemannienne globale car
une combinaison convexe de formes définies positives est définie positive. O

Théoréme A.13 (Voisinage tubulaire). Soit S C M une sous-variété compacte
d’une variété lisse M. Alors il existe un voisinage ouvert U de S dans M et un
difféomorphisme ® : v(S) DV — U d’un voisinage ouvert V' du plongement par la
section nulle du fibré normal v(S) — S sur U, tel que ®|s = Ids.

Esquisse. On choisit une métrique riemannienne g sur M. L’application exponentielle
restreinte au fibré normal expt : v(S) — M est un difféomorphisme local au voisinage de
la section nulle (par le théoréme d’inversion locale). Pour € > 0 assez petit, I"application
exp® est un difféomorphisme de {v e v(9) | |v], < z—:} sur un voisinage tubulaire ouvert
Ude S. ]

Remarque A.14. Le voisinage tubulaire est unique & isotopie pres : deux voisinages
tubulaires de S dans M sont ambiamment isotopes (c’est un corollaire du théoréme
d’extension d’isotopie et de I'unicité du fibré normal).
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A.6. LEMME DE HADAMARD

A.6 Lemme de Hadamard

~

Lemme A.15 (Hadamard). Soit U C R"™ un ouvert convexe contenant l'origine, et
f: U — R une application lisse avec f(0) = 0. Alors il existe des fonctions lisses
Ji,---,Gn - U — R telles que

f@) =Y mg@) e (0= 310

Démonstration. On écrit

La fonction g; est lisse par le théoréme de différentiation sous le signe intégral, et ¢;(0) =
52 (0) O
8:l‘i :
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totale, 63 . fibré tangent, 34
analyse vectorielle, 65 champ complet, 38

anse (handle), 102 champ d’Euler, 40
application cotangente, 35

application de face, 76
application de Hopf, 113
application de transition, 9
application impaire, 112
application lisse, 19, 31
application propre, 42, 72
application tangente, 21
approximation

relative, 117
approximation transverse, 95
atlas, 9

lisse, 9

maximal, 10
attachement de cellule, 101

algébre de Lie, 37
des matrices, 40

champ de vecteurs, 36
changement de cartes, 9
changement de variables, 70
chaine singuliére, 76
exemples, 77
classes de Pontryaguine, 120
classification des surfaces, 119
codimension, 43
cohomologie
de de Rham, 66
de de Rham a support compact, 72
cohomologie de de Rham, 81
des sphéres, 85
du cercle, 81

) . du tore, 82
auto-intersection, 60 fonctorialité, 81
base duale, 34 groupes, 81
base dénombrable, 8 invariance homotopique, 84
bord, 15, 49 a support compact, 88
d’une chaine, 77 complexe de de Rham, 81
d’une variété, 15 complexe de Morse, 105
variété sans bord, 49 complexe de Morse-Smale-Witten, 105
Borsuk-Ulam, 94 conjecture de Poincaré, 120
Bott, 127 contravariante, 35
boule chevelue (théoréme), 61 coordonnées locales, 9
bouteille de Klein, 69, 117 courbe intégrale, 38
non-plongement, 121 courbe lisse, 30
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covecteur, 34
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crochet de Lie, 36
calcul, 40
en coordonnées, 37
propriétés, 37
CW-complexe
induit par Morse, 102
cycle, 77

de Rham
cohomologie, 66
degré
bonne définition, 109
de 2* sur St 111
exemples, 86
formule intégrale, 110
invariance homotopique, 109
modulo 2, 108
orienté, 109
propriétés, 86
via 'intégration, 85
demi-espace, 15, 49
diagramme commutatif, 27
fibré tangent, 34
Diff (M), 21
difféomorphisme, 21, 32
difféeomorphisme local, 23
exemples, 26
différentielle, 21, 31
d’une fonction, 34
et flot, 39
différentielle extérieure, 64
formule intrinséque, 65
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dualité de Poincaré, 86
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du tore, 102
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tiales, 124
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dérivée de Lie, 39
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déterminant, 63
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ensemble de sous-niveau, 101
espace cotangent, 34
espace projectif complexe, 13
espace projectif réel, 12
plongement dans R*, 118
espace séparé, 8
espace tangent, 29
préimage, 48
sous-variété, 48
exercice
atlas de S1, 18
composition d’'immersions, 27
connexité de SO(n), 18
CP!~ 62 18
double d'une variété a bord, 18
déterminant comme submersion, 28
espace projectif, 18
fibration de Hopf, 28
graphe comme sous-variété, 28
grassmannienne compacte, 18
image inverse d’une sous-variété, 28
partition de 'unité et métrique, 18
produit de variétés, 18
section d’une submersion, 28
semi-continuité du rang, 28
sous-groupe fermé, 18
submersion propre, 28
théoréme d’inversion locale, 28
exponentielle matricielle

différentielle, 33

fibration de Hopf, 26
fibration localement triviale, 28
fibré cotangent, 35

changement de cartes, 40
fibré normal, 50, 121
fibré tangent, 33

structure de variété, 33
flot, 38

commutativité, 39

propriétés, 38

rotation, 39

systéme linéaire, 40
fonction bosse, 16
fonction de Morse, 51, 99

densité, 101

parfaite, 105

sur RP?, 105

sur la sphére, 104
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sur le tore, 104

sur un groupe de Lie, 107
fonction lisse, 29
fonctions de Morse

et Sard, 96
fonctorialité, 32, 66
forme angulaire, 87
forme différentielle, 64

expression locale, 64
forme exacte, 65, 81
forme fermée, 65, 81
forme invariante, 74
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immersion, 24

submersion, 24
forme symplectique, 73
forme volume, 70, 74
formule de Cartan, 68, 84
formule de Kiinneth, 88
formule de aire, 80
Freedman, 120
Fubini

lemme pour mesure nulle, 91

GL(n,R), 14, 40
Gr(k,n), 15
grassmannienne, 15, 51
groupe de Lie, 14
GL(n,R), 14
SL(n,R), 14
SO(n), 14
SU(n), 15
groupe orthogonal, 14, 46
groupe spécial linéaire, 46
groupe unitaire, 15
Guillemin, 127

PRI

Hausdorft, voir espace séparé
Hirsch, 127

homologie de Morse, 106
homotopie de contraction, 82
homotopie lisse, 84

Hopf, 26

hyperboloide, 47

identité de Jacobi, 37
immersion, 23, 41, 115
de St 121

en codimension 1, 121

forme locale, 24, 42

injective propre, 42
immersion de Boy, 119
inclusion, 26
indice

d’un champ de vecteurs, 114

d’un point critique, 99
intégrale

sur un simplexe singulier, 77

sur une chaine, 77
intégration

propriétés, 71

sur R", 70

sur une variété, 71
invariant différentiel, 21
inversion, 12
inégalités de Morse

faibles, 103

fortes, 103
isomorphisme

espace tangent, 31
isotopie, 118

ambiante, 118

Jéanich, 127

Lee, 127
Lefschetz
théoréme du point fixe, 60
lemme
de Poincaré, 66
lemme de Hadamard, 30, 99, 126
lemme de Morse, 99
unicité, 100
lemme de Poincaré, 82
calcul explicite, 83
constructif, 87
interprétation géométrique, 83
loi d’inertie de Sylvester, 99
lois de conservation, 80

Man, 20

matrice hessienne, 98

matrice jacobienne, 32

matrices symétriques, 46

Mayer—Vietoris, 85, 86

mesure nulle, 47, 90
dans une variété, 91

129



INDEX

exemples, 96
Milnor, 120, 127
Milnor, John, 7
métrique riemannienne, 74, 125
Mobius
ruban de, 69

naturalité, 66

noeud, 121

nombre d’intersection, 58, 112
de sous-variétés, 58
invariance homotopique, 58
mod 2, 60

nombre de Betti, 103

nombre de Lefschetz, 112

nombres de Betti, 86

non-rétraction, 93

O(n)

comme sous-variété, 46

opérateur d’homotopie de chaines, 84

opérateur de bord

chaines singuliéres, 76
orientabilité

criteres, 69
orientation, 69

du bord, 70
orientation induite, 78
ouvert étoilé, 82

paracompact, 8
et base dénombrable, 8
partition de 'unité, 16, 71, 125
dans la preuve de Stokes, 78
existence, 17
plongement, 23, 42, 115
de la boule, 118
Poincaré
lemme de, 66
point critique, 41, 89, 98
application déterminant, 90
exemples, 90
non dégénéré, 98
point régulier, 41
Pollack, 127
polynéme de Morse, 107
produit cup

en cohomologie de de Rham, 82

produit de sous-variétés, 51

produit extérieur, 63

produit intérieur, 67

projection, 25

projection stéréographique, 11
différentielle, 32

puissance extérieure, 62

pull-back, 35

rang, 22

d’une application lisse, 22
représentation locale, 19
RP™, 12
regle de chaine, 32
réarrangement des anses, 103

Sard
théoréme de, 57
version paramétrique, 95

Sard (théoréeme de), 47

second dénombrable, voir base dénombrable

section locale, 28
signe d’intersection, 58
simplexe singulier lisse, 76
simplexe standard, 75
SL(n,R), 14

comme sous-variété, 46
Smale, Stephen, 7
SO(n), 14

comme sous-variété, H1
sous-niveau

passage sans point critique, 101

sous-variété
immergée, 43
immergée non plongée, 43
plongée, 43
a bord, 49
spheére, 11
comme sous-variété, 43
sous-variété, 50
valeur réguliére, 45
spheére exotique, 120
sphéres exotiques, 7
Stokes
théoréme de, 72
structure différentiable, 10
structures exotiques, 11
SU(2), 51
SU(n), 15
submersion, 23, 33, 41
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forme locale, 24, 42 exemple, 80

suite exacte de Mayer—Vietoris, 87 théoréme de la valeur réguliére, 23

support, 16 théoréme de rang constant, 25
d’une forme différentielle, 72 théoréme de Sard, 91, 101, 124

surface de Boy, 119 théoréme de Stokes, 78

surfaces classique en R?, 80
plongement, 120 pour les chaines, 77

. théoréme de transversalité, 95
T, 13 théoréme de transversalité de Thom, 101
Thom

théoréme des fonctions implicites, 22
version euclidienne, 22

théoréme du point fixe
conséquences, 97

tiré en arriére, 66
propriétés, 66

tore, 13
comme préimage, 47

théoréme de transversalité, 57
Thom, René, 7
théorie de Morse, 98
théoreme
d’approximation de Whitney, 117
d’Ehresmann, 51
d’extension d’isotopie, 118

d’inversion locale, 123 droite irrationnelle, 43

ie gorsuklj(larp,tllcliQ ), 111 plongement dans R?, 118
e Brouwer (point fixe), T,M, 29

de Cauchy-Lipschitz, 38, 124
de Jordaprrouwer, 119 d’une application, 54

de la préimage transverse, 55 de sous-variétés. 54

de la sphére chevelue, 111 densité. 58 ’

de la valeur régu‘hére, 44 exemples, 54

de Lefschetz (point fixe), 112 exercice, 96

de Poincaré-Hopf, 114 e

de Sard, 47 intersection de sous-variétés, 56
de Stokes, 72 stabilité, 56

de transversalité de Thom, 57

transversalité, 51, 95

théoréme de la préimage, 55

de Whitney, 115 truc de Whitney, 116

de Whitney (immersion), 117 Tw. 127

de Whitney (version faible), 116 ’

de Whitney (version forte), 116 valeur critique, 41, 89

des fonctions implicites, 44, 123 valeur réguliére, 22, 41, 89, 108

du point fixe de Lefschetz, 60 valeurs réguliéres

du rang constant, 48, 123 densité, 93

version sous-variété, 49 variété

du voisinage tubulaire, 50 orientée, 69

fondamental de I'algébre, 113 variété contractile, 85
théoréme d’Ehresmann, 28 variété de Stiefel, 51
théoréme d’inversion locale, 22 variété différentielle, 10

version euclidienne, 22 variété lisse, 10, 29
théoréme de Brouwer, 94 ouverts de R”, 11

constructif, 96 R™ 11

dimension 1, 94 variété topologique, 9
théoréme de Brown, 94 variété a bord, 15, 49, 78
théoréme de Green, 79 voisinage tubulaire, 50, 125
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