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Préface

La théorie des catégories, née des travaux fondateurs d’Eilenberg et Mac Lane
dans les années 1940, s’est imposée comme le langage unificateur des mathé-
matiques modernes. Congue initialement pour formaliser la notion de trans-
formation naturelle en topologie algébrique, elle a trouvé des applications
profondes dans pratiquement toutes les branches des mathématiques.

C’est avant tout dans I’ceuvre monumentale d’Alexandre Grothendieck
que la théorie des catégories a révélé sa pleine puissance. En refondant la
géométrie algébrique sur des bases catégoriques — schémas, faisceaux, topos
— Grothendieck a démontré qu'un cadre abstrait bien choisi permet non
seulement d’unifier des théories existantes, mais de découvrir des structures
invisibles dans les formulations classiques.

Ce cours s’adresse aux étudiants de Master souhaitant acquérir une mai-
trise solide des concepts fondamentaux : catégories, foncteurs, transforma-
tions naturelles, limites, adjonctions, et au-dela. L’accent est mis sur la ri-
gueur des définitions et la richesse des exemples, issus de l'algébre, de la
topologie et de I'analyse fonctionnelle.
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Notations

Notation.

Set
Grp
Ab
Ring

Top
Vectk
R-Mod

Cat
cep
Hom¢ (A, B)

FoQG
a:F=d
[C,D]

Tout au long de ce texte, on adopte les conventions suivantes :
— catégorie des ensembles et applications.

— catégorie des groupes et homomorphismes.

— catégorie des groupes abéliens et homomorphismes.

— catégorie des anneauz (unitaires) et homomorphismes d’an-
neauz.

— catégorie des espaces topologiques et applications continues.
— catégorie des K-espaces vectoriels et applications linéaires.

— catégorie des R-modules a gauche et homomorphismes de mo-
dules.

— catégorie des petites catégories et foncteurs.

— catégorie opposée de C.

— ensemble des morphismes de A vers B dans C.
— morphisme identité de ['objet A.

— composition de foncteurs.

— transformation naturelle de F' vers G.

— catégorie des foncteurs de C vers D.
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Chapitre 1

Catégories, Foncteurs,
Transformations Naturelles

1.1 Catégories

1.1.1 Définition d’une catégorie

11
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Définition 1.1 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée de :
(1) une classe Ob(C) dont les éléments sont appelés objets de C ;

(ii) pour tout couple (A, B) d’objets, un ensemble Home (A, B) dont les
éléments sont appelés morphismes (ou fléeches) de A vers B ;

(7i) pour tout triplet (A, B,C) d’objets, une loi de composition
o : Home (B, C) x Home (A, B) — Home(A,C), (g9,f) — go f;
(iv) pour tout objet A, un morphismeids € Home(A, A) appelé identité
de A ;
satisfaisant les axiomes suivants :

(C1) Associativité : pour tous morphismes f : A — B, g : B — C,
h:C— D,
ho(go f)=(hog)o f.

(C2) Identité : pour tout morphisme f: A — B,
Fotda— F —fime i

On exige de plus que les ensembles Home (A, B) soient deux & deux dis-
joints pour des couples (A, B) distincts (condition de « typage » des mor-
phismes).

Remarque. Si f € Hom¢(A, B), on note aussi f : A — B ou A ENY:3
L’objet A est la source (ou domaine) de f et B est le but (ou codomaine).

1.1.2 Exemples fondamentaux

Exemple 1.2 (Catégories concrétes). (a) Set : objets = ensembles,
morphismes = applications, composition usuelle.
(b) Grp : objets = groupes, morphismes = homomorphismes de
groupes.

(¢c) Ab : objets = groupes abéliens, morphismes = homomorphismes de
groupes.

(d) Ring : objets = anneaux unitaires, morphismes = homomor-
phismes d’anneaux (préservant 'unité).

(e) Top : objets = espaces topologiques, morphismes = applications
continues.
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(f) Vectk : objets = K-espaces vectoriels, morphismes = applications
K-linéaires.

(9) R-Mod : objets = R-modules a gauche, morphismes = homomor-
phismes de R-modules.

Exemple 1.3 (Ensembles ordonnés comme catégories). Soit (P, <) un
ensemble partiellement ordonné. On définit une catégorie Cp par :

— Home, (z,y) = {

La transitivité de < assure l’existence de la composition, la réflexivité
fournit les identités, et l’associativité est automatique (unicité des mor-
phismes).

{(z,y)} siz <y,
%) SINOon.

-

Exemple 1.4 (Monoides comme catégories). Tout monoide (M, -, e) dé-
finit une catégorie BM a un seul objet x :

HOHlBM(*?*):Ma gof:g'f7 id, = e.

Inversement, toute catégorie a un seul objet est (les données d’un) mo-
noide.

Exemple 1.5 (Groupes comme catégories). Un groupe G définit une
catégorie BG a un seul objet ou tous les morphismes sont inversibles.
Réciproquement, une catégorie a un seul objet dont tous les morphismes
sont inversibles est (les données d’)un groupe.

1.1.3 Petitesse et taille

Définition 1.6 (Petite catégorie, catégorie localement petite). (i)
Une catégorie C est petite si Ob(C) est un ensemble (et non une
classe propre).

(ii) Une catégorie C est localement petite si pour tous objets A, B,
lensemble Home (A, B) est un ensemble (au sens de la théorie des
ensembles fizée).
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Remarque. Les catégories Set, Grp, Top, etc. ne sont pas petites (la
classe de tous les ensembles n'est pas un ensemble), mais elles sont loca-
lement petites. La catégorie des ensembles finis FinSet est un exemple
de catégorie a la fois petite et localement petite.

1.1.4 Monomorphismes, épimorphismes, isomorphismes

Définition 1.7 (Monomorphisme). Un morphisme f : A — B dans C est
un monomorphisme (ou mono) si pour tous morphismes g, h : C' — A,

feg=foh = g=h.

On dit que f est annulable & gauche.

Définition 1.8 (Epimorphisme). Un morphisme f : A — B dans C est
un épimorphisme (ou épi) si pour tous morphismes g,h : B — C,

gof=hof = g=h.

On dit que f est annulable a droite.

Définition 1.9 (Isomorphisme). Un morphisme f : A — B est un iso-
morphisme s’il existe g : B — A tel que

gof:idA et fog:idB.

Un tel g est unique et noté f~1. On écrit A = B si un tel isomorphisme
existe.

Proposition 1.10. Tout isomorphisme est a la fois un monomorphisme
et un épimorphisme.

Démonstration. Soit f : A — B un isomorphisme d’inverse f~!. Si fog =
foh,alors g = ftofog= ftofoh=h,donc f est mono. De méme
pour épi par composition & droite avec 1. n

Remarque. La réciproque est fausse en général. Dans Ring, ["inclusion
Z — Q est a la fois mono et épi, mais n’est pas un isomorphisme.
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Proposition 1.11. (i) La composée de deuxr monomorphismes est un
monomorphisme.

(11) La composée de deux épimorphismes est un épimorphisme.
(111) Si go f est mono, alors f est mono.

(iv) Sigo f est épi, alors g est épi.

Démonstration. (i) Soient f: A — Bet g: B — C monos. Si (go f)ohy =
(go f)ohy, alors go(fohy) =go(fohsy), dotn fohy = fohy (g mono),
puis hy = hy (f mono).

(iii) Si go f est mono et fohy = fohy, alors (go f)ohy = (go f) o hs,
d’ott hy = hy. Les points (ii) et (iv) sont duaux. O

Lemme 1.12. L%nverse d’un isomorphisme est unique.

Démonstration. Si g et ¢’ sont deux inverses de f, alors ¢ = goidg =
go(feg)=I(gof)og =idaog =g O

1.1.5 Objets initiaux, terminaux, nuls

Définition 1.13 (Objet initial, terminal, nul). Soit C une catégorie.

(i) Un objet I est initial si pour tout objet A, il existe un unique
morphisme I — A.

(11) Un objet T est terminal si pour tout objet A, il existe un unique
morphisme A — T

(iii) Un objet est nul (ou zéro) s’il est a la fois initial et terminal.

Proposition 1.14. Si I, et Iy sont deux objets initiaux de C, alors I, =
I, et Iisomorphisme est unique. De méme pour les objets terminaua.

Démonstration. Par la propriété universelle, il existe des morphismes uniques
f:h —=ILetg:Iy— 1. Alorsgo f: 1 = I etidy, : I — I; sont deux
morphismes de [; vers lui-méme ; par unicité (car I; est initial), go f = idy,.
De méme f o g =idy,. [

Exemple 1.15 (Objets initiaux et terminaux). (a) Dans Set : & est
wnitial, tout singleton est terminal.

(b) Dans Grp et Ab : le groupe trivial {e} est objet nul.
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(¢) Dans Ring : Z est initial, ’anneau nul {0} est terminal.

(d) Dans Top : @ est initial, tout singleton (avec la topologie triviale)
est terminal.

(e) Dans Vectk : l'espace nul {0} est objet nul.

1.2 Foncteurs

1.2.1 Définition et premiers exemples

Définition 1.16 (Foncteur (covariant)). Soient C et D deux catégories.
Un foncteur (covariant) F: C — D est la donnée de :

(1) une application F : Ob(C) — Ob(D) ;
(i1) pour tout couple (A, B) d’objets de C, une application

Fy 5 :Home(A, B) — Homp(F(A), F(B))

(on note simplement F(f) pour Fap(f));
satisfaisant :
(F1) F(ida) = idp(ay pour tout objet A de C ;

(F2) F(gof)= F(g)oF(f) pour tous morphismes composables f,g dans
C.

Définition 1.17 (Foncteur contravariant). Un foncteur contrava-
riant F : C — D est un foncteur F' : C°° — D, c’est-a-dire qu’il renverse
les fleches :

F(go f) = F(f)o F(g)-

Exemple 1.18 (Foncteurs classiques). (a) Foncteur d’oubli U
Grp — Set : a un groupe G associe l’ensemble sous-jacent, a un
homomorphisme ’application sous-jacente.

(b) Foncteur libre F' : Set — Grp : a un ensemble X associe le
groupe libre F'(X).

(¢) Foncteur abélianisation ab : Grp — Ab : G — G/[G,G].

(d) Foncteur espace dual (—)* : Vectx — Vecty :V — V* =
Homg (V,K), contravariant.
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(e) Foncteur m : Top, — Grp, le groupe fondamental.
(f) Foncteur identité Idc :C —C : A— A, f— f.

(9) Foncteur constant Ap : C — D : tout objet sur D, tout mor-
phisme suridp.

Proposition 1.19. Tout foncteur préserve les isomorphismes : si f est
un isomorphisme dans C, alors F(f) est un isomorphisme dans D, d’in-
verse F(f71).

Démonstration. F(f)o F(f~')=F(fo f~') = F(idg) = idps) et de méme
pour 'autre composition. O

1.2.2 Fidélité, plénitude, essentielle surjectivité

Définition 1.20 (Foncteur fidéle, plein, pleinement fidéle). Un foncteur
F:C—Dest:

(1) fidéle si pour tous A,B € Ob(C), Uapplication Fap
Hom¢(A, B) — Homp(F(A), F(B)) est injective ;

(i1) plein si chaque Fu p est surjective ;

(iii) pleinement fidéle s’il est a la fois plein et fidéle (chaque Fa p est
bijective).

Définition 1.21 (Essentiellement surjectif). Un foncteur F' : C — D

est essentiellement surjectif si pour tout objet D € Ob(D), il existe
C € Ob(C) tel que F(C) = D.

Exemple 1.22. (a) Le foncteur d’oubli U : Grp — Set est fidéle mais
pas plein.
(b) L’inclusion Ab — Grp est pleinement fidéle.

(c) Le foncteur ab : Grp — Ab est plein et essentiellement surjectif
(mais pas fidéle).

Proposition 1.23. Un foncteur fidele reflete les monomorphismes : si
F est fideéle et F(f) est mono, alors f est mono.

Démonstration. Si fog= foh,alors F(f)oF(g)=F(fog)=F(foh)=
F(f)o F(h), donc F(g) = F(h) car F(f) est mono. Par fidélité, g =h. [
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1.2.3 Composition de foncteurs

Proposition 1.24. Si F': C — D et G : D — & sont des foncteurs, alors
GoF :C — & défini par (GoF)(A) = G(F(A)) et (GoF)(f) = G(F(f))
est un foncteur.

Démonstration. (G o F)(ida) = G(F(ida)) = G(idp(a)) = idara)) et (G o
F)(go f) = G(F(go f)) = G(F(g) o F(f)) = G(F(g)) o GIF(f))- O

1.3 Transformations naturelles

1.3.1 Définition

Définition 1.25 (Transformation naturelle). Soient F,G : C — D deux
foncteurs. Une transformation naturelle o : F' = G est la donnée,
pour chaque objet A de C, d’un morphisme

a4 F(A) — G(A)

dans D, appelé composante de o en A, tel que pour tout morphisme
f:A— B dans C, le diagramme suivant commute :

F(A) %4, G(A

)
F(f)l lG(f)
)

F(B) —~ G(B

Autrement dit : ap o F(f) = G(f) o aa pour tout f: A — B.

Définition 1.26 (Isomorphisme naturel). Une transformation naturelle
a: F'= G est un isomorphisme naturel si chaque composante oy est
un 1somorphisme dans D. On écrit alors F' = G.

Exemple 1.27 (Double dual). Soit K un corps. Le morphisme canonique
ny V= V™ v (¢ — ¢W)), définit une transformation naturelle
n: IdVectK = (—)**

Pour f 'V — W linéaire, la naturalité revient a f** ony = nw o f, ce
qui se vérifie : pour v € V et ¢ € W*,

(f v () (@) = nv (V) (W o f) = (o f)(v) = (f(v) = nw(f(v) ().
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En dimension finie, n est un isomorphisme naturel.

Exemple 1.28 (Déterminant). Le déterminant det : GL, = (—)* est
une transformation naturelle entre foncteurs Ring — Grp, ot GL,(R)
est le groupe des matrices inversibles et (—)* associe le groupe des unités.
La naturalité exprime que pour tout homomorphisme d’anneauz ¢ : R —

S, on a det oGL,(p) = ¢* o det.

Exemple 1.29 (Abélianisation). La projection canonique wg : G —»
G/|G, G| définit une transformation naturelle m : U = U o ab (ici U :
Grp — Set est loubli), ou plus précisément m : Idgrp = ¢ 0 ab ou
t: Ab — Grp.

1.3.2 Composition verticale et horizontale

Définition 1.30 (Composition verticale). Soient o : FF = G et f: G =
H des transformations naturelles entre foncteurs C — D. La composi-
tion verticale o« : ' = H est définie par

(Boa)a=Paocaa.

(Boa)A

R

F(A) -4 G(A) -2 H(A)

Proposition 1.31. La composition verticale 5o« est bien une transfor-
mation naturelle.

Démonstration. Pour f: A — BdansC : (Boa)go F(f) = fBpoapoF(f) =
BpoG(f)oaa=H(f)oBacas=H(f)o(Boa)a. 0

Définition 1.32 (Composition horizontale). Soient F,G : C — D et
H K : D — & des foncteurs, avec a : F = G et f : H = K. La
composition horizontale fx«a: Ho F = K o GG est définie par

(B *a)a = Baay o H(aa) = K(aa) o Bray.
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F H
C 4o D Y€
\62 \K)r

Proposition 1.33 (Loi d’échange). Soient o : F = G, o' : G = H
(foncteurs C - D) et f:J = K, ' : K = L (foncteurs D — £). Alors

(870 B) x (o’ 0a) = (B xa')o (B xa).

Démonstration. Vérification composante par composante en utilisant la na-
turalité de (5 et 3’ O

1.3.3 Catégorie de foncteurs

Définition 1.34 (Catégorie de foncteurs). Soient C et D deux catégories
(avec C petite). La catégorie de foncteurs [C, D] (aussi notée Fun(C, D)
ou D) est définie par :

— les objets sont les foncteurs F': C — D ;
— les morphismes sont les transformations naturelles o : F = G ;
— la composition est la composition verticale ;

— lidentité de F est la transformation naturelle idp définie par
(idp)a = idp(a).

Remarque. L’hypothése « C petite » est nécessaire pour garantir que les
transformations naturelles entre deuz foncteurs forment un ensemble (et
non une classe propre).

Proposition 1.35. Un morphisme o : F — G dans [C,D] est un iso-
morphisme si et seulement si o est un isomorphisme naturel (i.e. chaque
aa est un isomorphisme dans D).

Démonstration. Si a est un isomorphisme dans [C, D], il existe § : G = F
avec S oa = idp et oo 8 = idg. En composantes : 84 0 ay = idpa et
a4 0 B4 = idg(a), donc chaque ay est un isomorphisme.

Réciproquement, si chaque a4 est un isomorphisme, on pose 4 = a'.
La naturalité de 8 découle de celle de « : de ag o F(f) = G(f) o cava, on tire
F(f) = ag' o G(f) o aa, dout o G(f) = F(f)o Ba. O
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Exemple 1.36 (Préfaisceaux). SiC est une petite catégorie, un préfais-
ceau (d’ensembles) sur C est un foncteur F : C°® — Set. La catégorie
des préfaisceauz est [C°P, Set|, souvent notée C.

1.4 Exercices

Exercice 1.1 (Catégorie des fleches). Soit C une catégorie. Construire
la catégorie des fleches C~ dont les objets sont les morphismes de C
et dont un morphisme de f: A — B vers g : C — D est un couple (h, k)
tel que le diagramme suivant commute :

A"

i| ls

Montrer que C~ = [2,C] ot 2 est la catégorie {0 — 1}.

Exercice 1.2 (Sections et rétractions). Un morphisme f : A — B est
une section (ou mono scindé) s’il existe g : B — A tel que go f = id 4.
Il est une rétraction (ou épi scindé) s’il existe h : B — A tel que
foh=idg.
(a) Montrer que toute section est un monomorphisme et toute rétrac-
tion est un épimorphisme.

(b) Donner un monomorphisme dans Set qui n’est pas une section.

(¢c) Montrer que dans Set, tout épimorphisme est une rétraction (uti-
liser 'axiome du choiz).

Exercice 1.3 (Foncteur puissance). Montrer que l'application P : Set —
Set qui a un ensemble X associe P(X) (ensemble des parties) peut étre
munie d’une structure de foncteur de deux fagons :

(a) Covariant : image directe f.(S) = f(9).
(b) Contravariant : image réciproque f*(S) = f~1(S).

Vérifier les axiomes de foncteur dans chaque cas.
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Exercice 1.4 (Naturalité du centre). Le centre Z(G) = {g € G | Vh €
G, gh = hg} définit-il un foncteur Z : Grp — Ab ? Si oui, Uinclusion
Z(G) < G est-elle une transformation naturelle 2 Justifier.

Exercice 1.5 (Equivalence mono/injectif dans Set). Montrer que dans
Set, un morphisme est un monomorphisme si et seulement s’il est injec-
tif, et un épimorphisme si et seulement s’il est surjectif.

Exercice 1.6 (Catégories de tranches). Soit C une catégorie et A un
objet. Construire la catégorie de tranches C/A (ou comma category
over A) dont les objets sont les morphismes f : X — A et les morphismes
de (f : X — A) vers (g: Y — A) sont les morphismes h : X — 'Y tels
que go h = f. Vérifier les axiomes de catégorie. Décrire Set /{0, 1}.

Exercice 1.7 (Endomorphismes de l'identité). Soit C = Ab. Montrer
que End(Idap) = Z (I'anneau des endomorphismes de la transformation
naturelle identité est isomorphe a 7).

Indication : une transformation naturelle o : Iday, = Idayp est déterminée

par az(1).

Exercice 1.8 (Foncteur nerf). Soit C une petite catégorie. Le nerf N(C)
est 'ensemble simplicial défini par N(C), = {chaines de n morphismes

composables Ay oL, Ay B Ay}
(a) Décrire N(C)o, N(C)1 et N(C)a.
(b) Montrer que C — N(C) définit un foncteur N : Cat — sSet.




Chapitre 2

Dualité et Principe de Dualité

2.1 La catégorie opposée

Définition 2.1 (Catégorie opposée). Soit C une catégorie. La catégorie
opposée (ou duale) CP est définie par :

(1) Ob(C°?) = Ob(C) ;
(11) Homeop (A, B) = Home(B, A) ;
(i1i) la composition dans CP : si f® € Homeonr(A,B) et g €
Homeor (B, C) (correspondant a f : B — A et g : C — B dans
C), alors g° oqp fP = (f 0 g)°P;
(iv) id = (id4)°P.

Proposition 2.2. Pour toute catégorie C, on a (C°P)°® =C.

Démonstration. Les objets sont identiques. Les morphismes : Homcopyor (A, B) =
Homeop (B, A) = Home (A, B). La composition est restaurée par double ren-
versement. O

Exemple 2.3. (a) Si (P, <) est un ensemble ordonné, Cp’ = C(p>).

(b) Si G est un groupe vu comme catégorie a un objet, (BG)P? = BGP
ot G°P est le groupe opposé (méme ensemble, multiplication a-°°b =
b-a). Pour les groupes abéliens, G? = G.

(c¢) Vecty? n’est pas « concrétement » la catégorie des espaces vecto-
riels, mais elle lui est équivalente (via le dual).

23
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2.2 Le principe de dualité

Théoréme 2.4 (Principe de dualité). Soit & un énoncé formulé dans
le langage de la théorie des catégories (en termes d’objets, morphismes,
composition et identités). Soit O ’énoncé obtenu en renversant toutes
les fleches (en échangeant source et but, en inversant l’ordre de composi-
tion). Alors :

O est vrai dans toute catégorie <= P°P est vrai dans toute catégorie.

Plus précisément, ® est vrai dans C si et seulement si PP est vrair dans

Cop.

Démonstration. Si ® est vrai dans toute catégorie, alors en particulier ®
est vrai dans C°P pour toute catégorie C. Or I'énoncé « ¢ dans C°P » est
exactement « ®°P dans C » (car passer a 'opposée renverse les fleches). Donc
®°P est vrai dans toute catégorie C. O

Remarque. Le principe de dualité est un méta-théoréeme : il porte sur les
énoncés de la théorie et non sur des objets mathématiques particuliers.
Son utilité pratique est considérable : tout théoréme catégorique donne
gratuitement un second théoréme par dualisation.

Corollaire 2.5. Voici un dictionnaire des concepts duauz :

Concept Concept dual
monomorphisme épimorphisme

objet initial objet terminal

section (mono scindé) rétraction (épi scindé)
noyau conoyau

produit coproduit

limite colimite

égaliseur coégaliseur
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2.3 Exemples de dualisation

Exemple 2.6 (Dualisation des propositions du chapitre 1). (a) « La
composée de monomorphismes est un monomorphisme » dualise
en « la composée d’épimorphismes est un épimorphisme ».

(b) « Sigo f est mono alors f est mono » dualise en « si go f est épi
alors g est épi ».

(c) « L’objet initial est unique a isomorphisme unique pres » dualise
en la méme affirmation pour l’objet terminal.

Proposition 2.7. Un foncteur contravariant F' : C — D est la méme
chose qu’un foncteur (covariant) F : C°® — D, ou de fagon équivalente
un foncteur F': C — D°P.

Démonstration. La donnée d’une application F' : Home (A, B) — Homp(F(B), F(A))
vérifiant F'(go f) = F(f) o F(g) est exactement la donnée d’une application
Homgor (B, A) — Homp(F(B), F(A)) vérifiant la fonctorialité covariante (en
utilisant la composition dans CP). O]

2.4 Dualités concrétes

Les dualités abstraites de la théorie des catégories se manifestent dans
des théorémes classiques profonds.

2.4.1 Dualité de Pontryagin

Théoréme 2.8 (Pontryagin). Soit LCA la catégorie des groupes abéliens
localement compacts et homomorphismes continus. Le foncteur dual de
Pontryagin

—

(—): LCA — LCA®, G +— G = Homeow (G, R/Z)
(muni de la topologie compacte-ouverte) définit une équivalence de caté-
gories LCA ~ LCAP.

En particulier, la transformation naturelle canonique G — G est un iso-
morphisme naturel.
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Remarque. La dualité de Pontryagin échange :
— groupes compacts <— groupes discrets ;
— Z «— R/Z (le cercle);

— Z/nZ <— Z/nZ (auto-dual).

2.4.2 Dualité de Stone

Théoréme 2.9 (Stone). Il existe une équivalence de catégories
Bool°® ~ Stone

ou Bool est la catégorie des algébres de Boole et Stone est la catégorie
des espaces de Stone (espaces topologiques compacts totalement disconti-
nus).

Le foncteur Bool — Stone®® associe a une algébre de Boole B son espace
de spectres Spec(B) (ensemble des ultrafiltres muni de la topologie de
Zariski). Le foncteur inverse associe a un espace de Stone X [algébre
Clop(X) de ses parties clopen (ouvertes et fermées).

Remarque. La dualité de Stone peut étre vue comme un précurseur de la
dualité de Gelfand (entre C*-algébres commutatives et espaces compacts)
et plus généralement des dualités en géométrie algébrique (le foncteur

Spec).

2.5 Le foncteur Hom

Définition 2.10 (Foncteur Hom covariant). Soit C une catégorie locale-
ment petite et A € Ob(C). Le foncteur Hom covariant est

Hom¢(A, —) : C — Set

défini par :
— sur les objets : B — Home (A, B) ;

— sur les morphismes : a f : B — C, on associe la post-composition

f« = Home (A, f) : Home(A, B) — Home(A,C), g~ fog.
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Proposition 2.11. Hom¢(A, —) est bien un foncteur.

Démonstration. (idp).(g) = idg o g = g, donc (idg). = idom(a,p). Pour la

composition : (f'o f).(g) = (f" e f)og=fo(fog)=fif(9)). .

Définition 2.12 (Foncteur Hom contravariant). Soit B € Ob(C). Le
foncteur Hom contravariant est

Home(—, B) : C°® — Set

défini par :
— sur les objets : A — Home(A, B) ;
— sur les morphismes : a f : A — A dans C, on associe la pré-

composition

f* =Home(f, B) : Home (A, B) — Home(A', B), g+ go f.

Définition 2.13 (Bifoncteur Hom). Le bifoncteur Hom est le foncteur
Home(—,—) : C°P x C — Set

défini par (A, B) — Home¢(A, B) et (f,g) — (h— goho f) pour f :
A= Aetg: B— B.

Proposition 2.14. Hom¢(—, —) est bien un foncteur C°® x C — Set.

Démonstration. 1l faut vérifier les deux axiomes. Pour 'identité : Hom(id 4, idg)(h) =
idgohoidy = h. Pour la composition : si (fi, g1) et (f2, g2) sont composables,
alors

Hom(fi 0 fo, 920 g1)(h) = (920 g1) o o (fi 0 fo)
=g 0o(groho fi)o fo
= Hom( fa, go) (Hom(f1, 91)(h)).

(Attention a l'ordre dans C°P : la composition de (f5°, g2) aprés (f;*, 1) en
tant que morphisme de C°? x C donne ((fi o f2)°P, g2 091).) O

Proposition 2.15. Soit C localement petite et f : A — B un morphisme.

(i) f est mono <= f.:Hom(C,A) — Hom(C, B) est injective pour
tout objet C.
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(it) f est épi < f*: Hom(B,C) — Hom(A,C) est injective pour
tout objet C.

Démonstration. Ce sont exactement les reformulations des définitions de
mono et épi en termes des applications induites. ]

Proposition 2.16. Un morphisme f : A — B dans C induit une trans-
formation naturelle

f* : Home (B, —) = Home(A, —)

définie par f&(g) = go f pour g: B — C.

Démonstration. Pour h : C' — D, on vérifie la naturalité : h, o f& = f} o h..
En effet, pour g : B — C': (hho f&)(g) = ho(gof) = (hog)o f = f}(hog) =
(fH o ha)(9)- O

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Catégorie opposée de la catégorie opposée). Vérifier en
détail que (C°P)°P = C (égalité et non simple isomorphisme).

Exercice 2.2 (Dual d'un foncteur). Soit F': C — D un foncteur. Mon-
trer que F' induit un foncteur F°P : C°° — D défini par F°P(A) = F(A)
et FOP(f°P) = (F(f))°P. Vérifier les aziomes.

Exercice 2.3 (Pleinement fidéle et isomorphismes). Soit F': C — D un
foncteur pleinement fidéle. Montrer que F refléte les isomorphismes : si
F(f) est un isomorphisme dans D, alors f est un isomorphisme dans C.

Exercice 2.4 (Caractérisation des mono dans Top). (a) Montrer que
dans Top, les monomorphismes sont exactement les applications
continues injectives.

(b) Montrer que dans Top, les épimorphismes sont exactement les ap-
plications continues surjectives.

(¢c) En déduire qu’il existe dans Top des morphismes qui sont a la
fois mono et épi sans étre des isomorphismes. Donner un exemple
explicite.
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Exercice 2.5 (Hom et produit). Soit C une catégorie localement petite
possédant des produits binaires. Montrer qu’il existe un isomorphisme
naturel (en C')

Hom¢(C, A x B) = Hom¢(C, A) x Home(C, B).

Exercice 2.6 (Dualité¢ de Gelfand — énoncé catégorique). Soit CHaus
la catégorie des espaces compacts de Hausdorff et cC*Alg la catégorie
des C*-algébres commutatives unitaires.

(a) Décrire le foncteur C : CHaus — cC*Alg®™ qui a X associe
C(X,C).

(b) Enoncer le théoréeme de Gelfand-Naimark en termes d’équivalence
de catégories.

(c) En quoi cette dualité généralise-t-elle la dualité de Stone ?

Exercice 2.7 (Foncteur Hom interne). Dans Vectk, montrer que
Homg (V, W) est lui-méme un K-espace vectoriel, de sorte que le bifonc-
teur Hom se factorise par Vectk plutét que par Set. On dit que Vectyk
est enrichie sur elle-méme. Est-ce le cas pour Grp ?

Exercice 2.8 (Dualité dans les ensembles ordonnés). Soit (P, <) un en-
semble ordonné fini.

(a) Montrer que les éléments minimauzx de P correspondent aux objets
initiauz de Cp, et les éléments marimauxr auz objets terminau.

(b) En déduire que la catégorie Cp admet un objet initial si et seulement
st P a un plus petit élément.

(c) Appliquer le principe de dualité pour obtenir le résultat analogue
pour les objets terminau.

Exercice 2.9 (Plongement de Yoneda — premiére rencontre). Soit C une
catégorie localement petite. On définit le plongement de Yoneda

y:C — [C°? Set], A+— Homg(—,A).
(a) Montrer quey est un foncteur (4 un morphisme f : A — B, associer
la transformation naturelle f, : Hom(—, A) = Hom(—, B) ).

(b) Montrer que y est pleinement fidéle. (C’est une partie du lemme
de Yoneda, qui sera traité en détail au chapitre suivant.)
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Chapitre 3

Limites et Colimites
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Les limites et colimites sont les généralisations catégoriques de construc-
tions omniprésentes en mathématiques : produits, intersections, noyaux, images
réciproques, limites projectives et inductives. Dans ce chapitre, nous dévelop-
pons la théorie de fagon systématique, en partant du langage des diagrammes
et des cones, puis en énoncant la propriété universelle qui définit une limite.
Nous démontrons le théoréeme fondamental d’existence — les produits et éga-
liseurs suffisent pour construire toutes les limites finies — et nous établissons
la relation cruciale entre limites et foncteurs représentables.
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3.1 Diagrammes et catégories d’indices

Définition 3.1 (Diagramme). Soit C une catégorie et J une petite caté-
gorie (la catégorie d’indices ou catégorie de forme). Un diagramme de
forme J dans C est un foncteur

F: 7 —C.

On note F; limage d’un objet j € Ob(J) et F,: F; — Fy, l'image d’un
morphisme «: 3 — k dans J .

Exemple 3.2. Les petites catégories suivantes apparaissent constamment
comme catégories d’indices.

(i) Catégories discrétes. Soit J une catégorie discréte sur un en-
semble I (objets I, seuls morphismes : les identités). Un diagramme
F: J — C est simplement une famille d’objets {F;}icy.

(i) La paire paralléle. J = (e = o), i.e. deux objets 0,1 avec
deux morphismes non triviauzx o, 5: 0 — 1. Un diagramme de cette
forme est une paire de morphismes paralléles f,g: A — B dans C.

(i11) Le span. J = (e + e — o). Un diagramme est un span A Lcs
B.

(iv) Le cospan. J = (e — e < ). Un diagramme est un cospan
VNN

Remarque. Un diagramme n’est rien d’autre qu’un foncteur; le terme
« diagramme » signale simplement que [’on s’appréte a en prendre la li-
mite ou la colimite.

3.2 C(Cones et cocones

Définition 3.3 (Cone). Soit F': J — C un diagramme. Un cone sur F
est une paire (N, {m;}jcs) formée d’un objet N € C (le sommet du cone)
et d’une famille de morphismes wj: N — F; (les jambes ), un pour chaque
objet 7 € J, tels que pour tout morphisme a: j — k dans J le triangle
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sutvant commute :

F; )Fk

J F,

Autrement dit, F, o m; = m, pour tout ac: j — k.

Définition 3.4 (Morphisme de cones). Soient (N, ;) et (N',7}) deuz
cones sur F'. Un morphisme de cénes de (N, m;) vers (N', 7)) est un
morphisme u: N — N' dans C tel que 7 o u = 7; pour tout j € J :

N - s N’
PN
F,

Les cones sur F et leurs morphismes forment une catégorie, notée
Cone(F).

Définition 3.5 (Cocone). Dualement, un cocone sous I est une paire
(N, {tj}jes) ouv;: F; = N et y, 0 Fy = tj pour tout a: j =k :

Les cocones sous F' forment une catégorie Cocone(F).

Remarque. Soit Ay: J — C le foncteur constant envoyant tout objet
sur N et tout morphisme sur idy. Alors un cone (N, ;) sur F' est ezac-
tement une transformation naturelle 7: Ay = F. Dualement, un cocéne
est une transformation naturelle 1: F = Ap.
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3.3 Limites

Définition 3.6 (Limite). Soit F': J — C un diagramme. Une limite
de F est un cone (@ F, {m;};) qui est terminal dans Cone(F). Explici-
tement :

(a) (@F, ;) est un cone sur F ;
(b) pour tout come (N, ;) sur F, il exviste un unique morphisme
u: N—>l’&nF tel que Wjou:¢j pour tout j € J :

On appelle les m; les projections canoniques.

Proposition 3.7. Si elle existe, la limite est unique & unique iSomor-
phisme pres.

Démonstration. Soient (L, ;) et (L', ;) deux limites de F'. Par la propriété
universelle de L, il existe un unique u: L' — L avec mj o u = 7r] Par celle
de I/, il existe un unique v: L — L’ avec 7 ov = ;. Alors uov: L — L
satisfait 7,0 (vov) = 7;, et par unicité vov = idy. De méme vou =idy. O

3.4 Colimites



3.5. PRODUITS ET COPRODUITS 35

Définition 3.8 (Colimite). Soit F': J — C un diagramme. Une colimite
de F est un cocone (hg F, {t;};) qui est initial dans Cocone(F'). Pour
tout cocome (N, v;) sous F, il existe un unique u: hﬂF — N tel que
u o = ; pour tout j :

Les 1j sont les injections canoniques.

Remarque. La colimite de F': J — C est la limite de F°P: J°P — C°P.
Tout énoncé sur les limites se dualise en un énoncé sur les colimites.

3.5 Produits et coproduits

Définition 3.9 (Produit). Soit {A;},cr une famille d’objets de C (i.e.
un diagramme de forme discréte I). Le produit [[, ., A; est la limite
de ce diagramme. Concrétement, c’est un objet P muni de projections
mi: P — A; tel que, pour tout objet X et toute famille de morphismes
fi: X = A;, il existe un unique (f;): X — P avec m;o (f;) = fi :

X

/ ;uN

Définition 3.10 (Coproduit). Dualement, le coproduit [],.; A; est la
colimite du diagramme discret { A; }ier. C’est un objet S muni d’injections
ti: Ay — S tel que, pour tout objet X et toute famille f;: A; — X, il existe
un unique [f;]: S — X avec [fi] o v; = f;.

Exemple 3.11. (i) Dans Set, le produit est le produit cartésien et le
coproduit est ['union disjointe.
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(i) Dans Grp, le produit est le produit direct et le coproduit est le
produit libre.

(i1i) Dans Ab, le produit est le produit direct et le coproduit (fini) est la
somme directe @, A;.

(iv) Dans Top, le produit est le produit muni de la topologie produit et
le coproduit est l'union disjointe avec la topologie somme.

(v) Dans Vecty, produit et coproduit finis coincident avec la somme
directe.

3.6 Egaliseurs et coégaliseurs

Définition 3.12 (Egaliseur). Soient f,g: A = B deux morphismes pa-
ralléles. L’égaliseur de f et g est la limite du diagramme J = (o =2 o),
i.e. un objet E muni d’un morphisme e: E — A tel que foe = goe,
universel pour cette propriété :

f
E%A?B

Pour tout h: X — A avec foh = goh, il existe un unique h: X - FE
avec eo h = h.

Définition 3.13 (Coégaliseur). Le coégaliseur de f,g: A = B est la
colimite du méme diagramme : un objet Q muni de q: B — @ tel que
qo f =qog, universel pour cette propriété :

f
A?B%Q

Exemple 3.14. (i) Dans Set, l’égaliseur de f,g: A = B est le sous-
ensemble {a € A : f(a) = g(a)} avec Uinclusion.

(i) Dans Set, le coégaliseur est le quotient B/~ ou ~ est la plus petite
relation d’équivalence telle que f(a) ~ g(a) pour tout a € A.

(i) Dans Ab, [’égaliseur de f, g est le noyau de f — g.
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3.7 Noyaux et conoyaux

Définition 3.15 (Noyau). Dans une catégorie avec objet nul 0, le noyau
d’un morphisme f: A — B est l’égaliseur de f et du morphisme nul
Oup: A—>0— B :

Ker(f) < A #ﬁ B

Définition 3.16 (Conoyau). Le conoyau de f: A — B est le coégaliseur
de f et de Opp -

A #; B —“— coker(f)

Exemple 3.17. Dans Ab ou Modg, le noyau et le conoyau catégoriques
coincident avec le noyau et le conoyau algébriques habituels.

3.8 Produits fibrés et sommes amalgamées

Définition 3.18 (Produit fibré). Soit un cospan A o & B. Le pro-
duit fibré (ou pullback) est la limite de ce diagramme. C’est un objet
AxecB munidep: AxgB — Aetq: AxgB — B tels que fop = gog,
universel pour cette propriété :

AxcB —*15 B
Afc

Le carré ci-dessus est appelé carré cartésien.

Définition 3.19 (Somme amalgamée). Soit un span A LCc% B Ia
somme amalgamée (ou pushout) est la colimite de ce diagramme :
un objet AUc B muni dei: A — AlUg B et j: B — Alg B tels que
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iof=jog:
c—2 4B

]

Exemple 3.20. (i) Dans Set, A xc B = {(a,b) € A x B : f(a) =
g9(b)}.
(i) Dans Set, Alc B = (AU B)/~ ou f(c) ~ g(c) pour tout c € C.
(11i) Dans Top, le produit fibré est le sous-espace correspondant du pro-
dusit.

(iv) Dans Grp, la somme amalgamée est le produit amalgamé de
groupes.

Proposition 3.21. Si C admet des produits binaires et des égaliseurs,
alors C admet des produits fibrés. Plus précisément, le produit fibré de

AL CE B est l’égaliseur de

form
AXB:A;C

gormp

Démonstration. Soit e: . — A x B l’égaliseur de f o w4 et g o mg. Posons
p = maoeet g =mpoe. Alors fop = foryoe = gomgoe = goq, donc (E,p, q)
est un cone sur le cospan. Soit (X, p/, ¢’) un autre cone, i.e. fop’ = goq'. Parla
propriété universelle du produit, il existe un unique h = (p’,¢'): X — Ax B
avec Tpyoh =p et mpoh=¢. Alors forgpoh= fop'=goqg =gomgoh,
donc par la propriété universelle de 1’égaliseur, h se factorise uniquement
par e. 0

3.9 Théoréme d’existence des limites finies

Théoréme 3.22. Soit C une catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) C admet toutes les limites finies (i.e. les limites de diagrammes
F:J — C avec J finie).
(i) C admet les produits finis et les égaliseurs.

(i1i) C admet un objet terminal, les produits binaires et les égaliseurs.
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On dit alors que C est finiment compléte.

Démonstration. L’implication (i)=-(ii) est claire puisque les produits finis et
les égaliseurs sont des limites finies.

(ii)=-(iii) : le produit vide est un objet terminal.

(iii)=(i) : soit F': J — C un diagramme avec J finie, disons Ob(J) =
{j1,-- -, jn} et Mor(J) (non identités) = {1, ..., } avec ay: s(k) — t(k).
Formons le produit P = []'_, F};, avec projections m;, et le produit @ =
[T~ Fiw) avec projections py.

Définissons deux morphismes ¢,9: P — @ par :

Pk O Y = Fo, 0 Tk, Pr O Y = k).

Ces morphismes existent par la propriété universelle de (). Soit e: £ — P
I'égaliseur de ¢ et 1.
Montrons que (E, {m; o e};) est une limite de F. Pour tout ay: s(k) —
t(k) :
Fako(ﬂs(k)oe) =pLopoe=pLoYoe="Tyyoe,

donc (E,m; o e) est bien un cone. Soit (N,);) un autre cone. La famille 1
induit un unique h: N — P avec m; o h = 1);. La condition de cone donne
woh =1 oh, donc h se factorise uniquement par e, ce qui conclut. O]

Corollaire 3.23. Dualement, C admet toutes les colimites finies si et
seulement si elle admet les coproduits finis et les coégaliseurs. On dit
alors que C est finiment cocompléte.

3.10 Hom préserve les limites

Définition 3.24 (Foncteur qui préserve les limites). Un foncteur G: C —
D préserve les limites de forme J si, pour tout diagramme F: J —
C dont la limite (L,m;) existe, le cone (GL,Gm;) est une limite de
GF: J — D. Un foncteur qui préserve toutes les petites limites est dit
continu.

Théoréme 3.25. Pour tout objet X € C, le foncteur covariant
Home (X, —): C — Set

préserve toutes les limites qui existent dans C. Autrement dit, si (L, ;) =
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l&qF, alors
Hom(X,@F) = lim Hom(X, Fj)
J

naturellement en X.

Démonstration. Soit F': J — C un diagramme avec limite (L, 7;). La limite
lé'r_nj Hom(X, F;) dans Set est

{(h;)jer € [[; Hom(X, F}) : Fyy o hj = hy, pour tout a: j — kY,

c’est-a-dire I'ensemble des cones de sommet X sur F.

Définissons ®: Hom(X, L) — @j Hom(X, F;) par ®(u) = (m;0u);. Pour
tout u, la famille (7; ou); est un cone (car (m;) l'est), donc @ est bien définie.

Injectivité : si ®(u) = ®(v), alors mjou = 7;0v pour tout j, et par unicité
dans la propriété universelle de L, u = v.

Surjectivité : soit (h;); un cone de sommet X. Par la propriété universelle
de L, il existe un unique u: X — L avec m; ou = h;, i.e. ®(u) = (h;);.

La naturalité en X est immédiate. ]

Corollaire 3.26. Le foncteur contravariant Home(—,Y): C? — Set
transforme les colimites de C en limites de Set :

Hom(limy }, ¥') = lim Hom(F}, Y.
J

3.11 Limites filtrantes

Définition 3.27 (Catégorie filtrante). Une petite catégorie J est fil-
trante si :

(a) T est non vide;

(b) pour tous j, k € J, il existe un objet { et des morphismes j — { et
k—(;

(¢) pour tous morphismes paralléles f,g: j = k, il existe h: k — { tel
que ho f =hog.

Définition 3.28 (Colimite filtrante). Une colimite filtrante est une
colimite de diagramme F: J — C ou J est filtrante. Dualement, une
limate cofiltrante est une limite indexée par une catégorie cofiltrante
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(TP filtrante).

Exemple 3.29. (i) Tout ensemble ordonné filtrant (I, <) (vu comme
catégorie) est filtrant. Les colimites indexées par un tel ensemble
sont les limites inductives classiques.

(i1) lim Z/p"Z = Z[1/p|/Z dans Ab.

Théoréme 3.30. Dans Set, les colimites filtrantes commutent avec les
limites finies. Plus précisément, si J est filtrante et K est finie, alors
pour F: J x I — Set :

ling lim F(j, k) = lim limy F(j, k).
J k kg

Esquisse de démonstration. On vérifie directement que la description ensem-
bliste de la colimite filtrante (classes d’équivalence de paires (j, x;)) permet
de commuter les deux constructions, en utilisant les propriétés (a)—(c) de la
catégorie filtrante pour traiter les cas des produits finis et des égaliseurs.

3.12 Exercices

Exercice 3.1. Soient f: A — C et g: B — C dans une catégorie avec
produits fibrés. Montrer que si g est un monomorphisme, alors la projec-
tion p: A Xxg B — A est un monomorphisme.

Exercice 3.2. Montrer que tout égaliseur est un monomorphisme.

Exercice 3.3. Soient F,G: J — C deux diagrammes et a: F = G
une transformation naturelle. St lim F et l'glG existent, montrer qu’il
existe un unique morphisme l'&loz: 1£1F — l'&lG compatible avec les
projections.

Exercice 3.4. Décrire explicitement le produit de deux petites catégories
C X D dans Cat.

Exercice 3.5. Soit C une catégorie et D une catégorie admettant toutes
les limites de forme J. Montrer que Fun(C, D) admet aussi les limites de
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forme J, calculées « objectivement » : (l&n F)(C) = 1&1&(0)

Exercice 3.6. Montrer que Set, Grp, Ab, Top et Modg sont des
catégories complétes et cocomplétes (admettent toutes les petites limites
et colimites).

Exercice 3.7. Montrer que dans Ab, les colimites filtrantes sont exactes,
i.e. le foncteur lim: Fun(J,Ab) — Ab (pour J filtrante) est un foncteur
exact.

Exercice 3.8. Soient H i> Gy et H L Gy des homomorphismes de
groupes. Montrer que la somme amalgamée G, Uy G5 dans Grp est le
produit amalgamé G xg Gs.
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Les adjonctions sont I'un des concepts les plus fondamentaux de la théorie
des catégories, reliant deux foncteurs de directions opposées par une bijec-
tion naturelle entre ensembles de morphismes. Introduites par Daniel Kan
en 1958, elles unifient une multitude de constructions mathématiques : les
foncteurs libres, la tensorisation, I'image directe et réciproque de faisceaux,
les suspensions et espaces de lacets. Comme le disait Saunders Mac Lane,
« les adjonctions apparaissent partout ».

4.1 Définition par bijection naturelle

Définition 4.1 (Adjonction). Soient C et D deux catégories et

deuz foncteurs. On dit que F' est adjoint a gauche de G (et G adjoint

43
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a droite de F'), noté F' 4 G, s’il existe une bijection
4 5: Homp(FA, B) — Hom¢(A, GB)

naturelle en A € C et B € D. La naturalité signifie que pour tous f: A" —
A dans C et g: B — B’ dans D, le diagramme suivant commute :

Hom(F A, B) —*% Hom(A, GB)

(Ff)*Og*l lf*O(Gg)*

Hom(FA', B') —— Hom(A',GB')
Al B!

Notation. Sih: FA — B, on appelle h = ®(h): A — G B la transposée (ou
adjointe) de h. Réciproquement, si k: A — GB, on note k = ®1(k): FA —
B.

4.2 Unité et counité

Définition 4.2 (Unité et counité). Soit F' 4 G une adjonction avec
bijection P.

(i) L’'unité est la transformation naturelle n: Ide = GF définie par
na=®arpa(idra): A — GFA.

(ii) La counité est la transformation naturelle e: FG = Idp définie
par
EB = (I)Ele,B(idGB): FGB — B.

Proposition 4.3. Pour tout h: FA — B et tout k: A — GB :

~

ﬁ:GhonA, k=¢cpo Fk.

Démonstration. Par naturalité de ® en B, pour h: FA — B :
(I)A’B(h> = (I)A,B<h 9] ldFA) =Gho (I)A,FA(idFA) =Gho na-
De méme, par naturalité en A, pour k: A — GB :

O, 5 (k) = @, '5(idgp o k) = ®gp 5(idgp) 0 Fk = ep o Fk. O
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4.3 Identités triangulaires

Théoréme 4.4 (Identités triangulaires). Soit ' 4 G avec unité n et
counité €. Les compositions suivantes sont des identités :

(i) eF o Fp=idp, i.e. pour tout A :

i, FGFA

ml

(1)) Ge onG =idg, i.e. pour tout B :

GB -2, GFGB

i& |6en
GB

Démonstration. (i) Soit A € C. En utilisant la avec h = idpy: FA —
FA:

iaFA = G(ldFA) (] 77A = 77A'

Maintenant, appliquons @ a 4 = idp4 :
A = €rao Fna.

Mais ﬁA = q)*l((l)(ldFA)) = idFA, donc ep4 0 F?’]A = idpy4.
(i) Soit B € D. Avec k =idgp: GB — GB :

iZiGB — RO F(ldGB) = £R.
Appliquons ¢ a eg = idgp :
€p = Gep ongp.

Mais ég = q)(q)_l(ldGB)) = idGB, donc Geg o NaB = idgp. O

4.4 Equivalence des définitions

Théoréme 4.5. Les données suivantes sont équivalentes :

(a) Une adjonction F 4 G donnée par une bijection naturelle
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®: Hom(FA, B) = Hom(A,GB).

(b) Un quadruplet (F,G,n,e) ou n: Ide = GF et e: FG = Idp
sont des transformations naturelles satisfaisant les identités trian-
qulaires.

Démonstration. (a)=-(b) : c’est ce que nous avons construit dans les et
4.4
(b)=(a) : étant donné (F, G, n, ) satisfaisant les identités triangulaires,
définissons
&, p5(h) =Ghony pour h: FA— B,

Uy p(k)=ecpoFk pour k:A— GB.
Vérifions que ¥ o & =id. Soit h: FA — B :

U(P(h)) =epo F(Ghony) =cgo FGho Fna.
Par naturalité de ¢ (appliquée & h: FA — B) : eg o FGh = h o epy, donc
\If(q)(h)) = hOEFA OF?]A = hOidFA = h,

en utilisant la premiére identité triangulaire.
Vérifions que ® o ¥ = id. Soit k: A — GB :

@(q/(k)) = G(EB ©) Fk) onNa = GEB oGFk onAa.
Par naturalité de n (appliquée a k: A — GB) : GFkona = ngp o k, donc
O(V(k)) =Gegponggok =idgp o k =k,

en utilisant la seconde identité triangulaire.
Lanaturalité de ® en A et B suit de la fonctorialité de G et de la naturalité
de 7. O]

4.5 Exemples fondamentaux

Exemple 4.6 (Libre 4 Oubli). Le foncteur d’oubli U: Grp — Set ad-
met un adjoint a gauche F', le foncteur « groupe libre » :

F
—3
Set _ 4~ Grp Homg,p(FX, G) = Homget (X, UG).
U
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Lunité nx: X — UFX est linclusion de X comme générateurs dans le
groupe libre FX. La counité eq: FUG — G envoie chaque mot formel
dans le groupe libre sur les éléments de G sur son évaluation dans G.
De méme pour Ab, Ring, Modpg, Vectg, etc.

Exemple 4.7 (Produit 4 Hom interne). Dans Set (ou plus généralement
dans toute catégorie cartésienne fermée), pour tout ensemble A :

(=) xA 4 ()4

i.e. Hom(X x A, B) = Hom(X, B*) ot B4 = Hom(A, B). C’est la cur-
ryfication.

Exemple 4.8 (Image réciproque - image directe). Soit f: X — Y une
application continue entre espaces topologiques. Les foncteurs image ré-
ciproque f* et image directe f, sur les faisceauz satisfont f* - f, :

Homsy(x)(f*G, F) = Homsnyy (G, fuF).

Exemple 4.9 (Suspension - Lacets). Dans la catégorie homotopique
pointée Top,, la suspension réduite 3 et le foncteur espace de lacets €)
satisfont

$4Q, [BX, Y] 2[X, QY]

ot [—, —|. désigne les classes d’homotopie pointée.

Exemple 4.10 (Foncteur diagonal - Produit). Soit A: C — C x C le
foncteur diagonal A(A) = (A, A). Si C admet des produits binaires, alors
AAx:

Homeye(AA, (B,C)) = Hom(A, B) x Hom(A, C) = Hom(A, B x C).

Dualement, le coproduit est adjoint a gauche du diagonal : LI 4 A.

Exemple 4.11 (Extension et restriction des scalaires). Soit ¢: R — S
un homomorphisme d’anneaux. Le foncteur de restriction des scalaires

¢*: Mods — Modg admet un adjoint a gauche, l’extension des scalaires
S KR (—) MOdR — MOdS N

Homg (S ®r M, N) = Hompg(M, ¢*N).
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4.6 Adjoints et limites

Théoréme 4.12 (Les adjoints a droite préservent les limites). Soit F' 4 G
avec F: C — D et G: D — C. Alors G préserve toutes les limites qui
existent dans D.

Démonstration. Soit D: J — D un diagramme avec limite (L, ;). Montrons
que (GL,Gmj) est une limite de GD: J — C.

Soit (X, ;) un cone sur GD dans C,i.e. ¢;: X — GD; avec GD,0t); = 1y,
pour tout a: j — k.

Par I’adjonction, chaque v¢;: X — GD; correspond a un unique 1@- =
ep,0F1;: FX — D;. Vérifions que (1h;); est un cone sur D. Pour a: j — k :

Daof&j:DaongonjngkoFGDaOFQ/}j
= ep, © F(GDy 0 ;) = ep, 0 Fiby = 4y,

ou l'on a utilisé la naturalité de e.
Par la propriété universelle de (L, 7;), il existe un unique v: FX — L
avec 7; o v = 1;. En transposant, on obtient u = 0 = Gvony: X — GL.

Alors :
Gﬂjou:Gﬂjononx:G(Wjov)onx:G%Oﬁ){:%:%’-

L’unicité de u découle de celle de v et de la bijectivité de la transposition. []

Théoréme 4.13 (Les adjoints & gauche préservent les colimites). Soit
FAGavec F: C—DetG: D — C. Alors I préserve toutes les colimites
qui existent dans C.

Démonstration. Soit D: J — C un diagramme avec colimite (C,¢;). Mon-
trons que (F'C, Fu;) est une colimite de FD: J — D.

Soit (Y,4;) un cocone sous F'D, ie. ¢;: FD; — Y. Par I'adjonction,
chaque 1; correspond a 1;]-: D; — GY . La famille (QZJJ) ;j est un cocone sous D
dans C (par naturalité de la bijection).

Par la propriété universelle de (C,¢;), il existe un unique w: C' — GY
avec w o t; = @Zj. En transposant, w = ey o Fw: FC — Y satisfait :

Wo Fuy=cyoFwoFuiy=eyoF(wou;) =ey o Fib; = 1; = 1;.

L’unicité suit comme dans la preuve précédente. O
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Corollaire 4.14. Si F' 4 G, alors pour tout diagramme D: J — D dont
la limite existe :

G(lim D;) =lim G(D;),  F(lim D;) = lim F/(D;).

4.7 Le théoréme de Freyd (GAFT)

Nous établissons maintenant un critére puissant garantissant l’existence
d’un foncteur adjoint.

Définition 4.15 (Condition d’ensemble de solutions). Un foncteur
G: D — C satisfait la condition d’ensemble de solutions si, pour
tout A € C, il existe un ensemble (et non une classe propre) {fi: A —
GB;}ier, de morphismes tel que tout morphisme f: A — GB se factorise
comme f = Gho f; pour un certain i € I et un certain h: B; — B.

—>GB

N lch

Théoréme 4.16 (Théoréme de ladjoint de Freyd (GAFT)). Soit
G: D — C un foncteur ot D est compléte (admet toutes les petites li-
mites). Alors G admet un adjoint a gauche si et seulement si :

(1) G préserve toutes les petites limites (est continu) ;

(1) G satisfait la condition d’ensemble de solutions.

Démonstration. Nécessité : si F' 4 G, alors G préserve les limites par le
4.12| Pour la condition d’ensemble de solutions, I'ensemble {n,: A - GFA}
(réduit & un seul élément) convient, car tout f: A — GB a pour transposée
f: FA— B, et f:GfonA.

Suffisance : fixons A € C. Nous construisons un objet initial dans la
catégorie comma (A | (), dont les objets sont les paires (B, f: A — GB) et
les morphismes (B, f) — (B, f’) sont les h: B — B" avec Gho f = f'.

Etape 1. Par la condition d’ensemble de solutions, soit {(B;, f;)}ier un
ensemble de solutions. Posons By = [[,.; B; (produit dans D, qui existe car
D est compléte). Comme G préserve les limites, GBy = [[, GB;, et la famille
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(fi); induit fo: A — GBy. L’objet (By, fo) est « faiblement initial » : tout
objet de (A | G) regoit au moins un morphisme depuis (By, fo).

Etape 2. Pour rendre I'objet initial, nous égalisons. Considérons I’ensemble
de tous les endomorphismes h: By — By dans (A | G) (c’est un ensemble car
Hom(By, By) est un ensemble). Formons 1’égaliseur e: E — By de tous ces
endomorphismes dans D. (Plus précisément, I’égaliseur de la famille de paires
(idp,, h) pour tout endomorphisme h.) Comme G préserve les égaliseurs,
Ge: GE — GB, est 'égaliseur correspondant dans C. Puisque idpg, est un
endomorphisme de (By, fo), on a Gho fo = fy pour tout h, donc fj se factorise
par Ge en un unique fg: A — GE.

Etape 3. Montrons que (E, fz) est initial dans (4 | G). Par I'étape 1 (via
la factorisation e), tout objet (B, f) recoit un morphisme depuis (£, fg) :
en effet, le morphisme (By, fo) — (B, f) se factorise par E. Pour 'unicité,
soient u,v: E — B deux morphismes avec Guo fp = Gvo fg = f. Formons
I'égaliseur w: W — E de u et v. Par faible initialité de (By, fo), il existe
s: By — W. La composée ¢ = eowos: By — By est un endomorphisme de
(By, fo), donc e o w o s est égalisé par e, ce qui implique w o s 0 ey = id (par
la propriété de 1’égaliseur en étape 2), et finalement w est un isomorphisme,
donc u = v.

Posons alors FFA = E. La correspondance A — F' A s’étend en un foncteur
adjoint a gauche de G, avec unité ny = fg. n

Corollaire 4.17. (Théoréme de l’adjoint spécial, SAFT.) Soit
G: D — C un foncteur continu ot D est compléte et localement petite. Si
D admet une famille cogénératrice, alors G admet un adjoint a gauche.

Esquisse. La famille cogénératrice fournit automatiquement la condition d’en-
semble de solutions, et on applique le O

Exemple 4.18. (i) Le foncteur d’oubli U: Ab — Set préserve les
limites et Ab est compléte. L’ensemble {f: X - UB : |B| < |X|+

No} fournit un ensemble de solutions, d’otu ' 4 U (groupes abéliens
libres).

(i) Le foncteur d’oubli U: CompHaus — Top satisfait les conditions
du SAFT, ce qui donne la compactification de Stone—Cech 5 - U.
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4.8 Adjonctions et catégories comma

Proposition 4.19. Un foncteur G: D — C admet un adjoint a gauche
st et seulement si, pour tout A € C, la catégorie comma (A | G) admet
un objet initial.

Démonstration. Si F' - G avec unité n, alors (F'A,n4) est initial dans (A |
G) : pour tout (B, f: A — GB), le morphisme f=cepoFf: FA— B est

I'unique morphisme avec GG f ona=f.
Réciproquement, si (La,na: A — GL4) est initial dans (A | G) pour
tout A, on pose FFA = L4 et on vérifie la fonctorialité et la bijection naturelle.
0

4.9 Propriétés supplémentaires

Proposition 4.20. Soit F' 1 G.

(i) G est fidéle si et seulement si chaque composante de la counité g
est un épimorphisme.

(i) G est pleinement fidéle si et seulement si € est un isomorphisme
naturel.

Démonstration. (i) G fidéle < ® injective sur les fibres < la composée h —
ep o Fk — h est injective < ep est un épimorphisme (car k=epo FEk).

(ii) G pleinement fidéle < @ bijectif pour A = GB < Hom(FGB, B) =
Hom(GB,GB) par h — Gh o ngp, et e est 'antécédent de idgp, d'ou le
résultat. ]

Proposition 4.21 (Unicité¢ des adjoints). Si F' 4 G et F' 4 G, alors
F = F' (naturellement). De méme, si F 4G et F 4G, alors G = G'.

Démonstration. Par le lemme de Yoneda, F' est déterminé par le foncteur
Hom(F(—),—) = Hom(—, G(—)), qui ne dépend que de G. O

Proposition 4.22 (Composition d’adjonctions). Si FF 4 G: C &= D et
F'4G:D=¢&, alors F'F 4 GG'.

Démonstration. Homg(F'FA, B) = Homp(FA,G'B) = Hom¢(A,GG'B),
naturellement en A et B. O
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4.10 Monades issues d’adjonctions

Remarque. Toute adjonction F' 4 G engendre une monade T =
GF: C — C munie de :

— n: Id =T (l'unité de l’adjonction),
— u=GeF:T? =GFGF = GF =T (la multiplication).

Les identités triangulaires entrainent les ariomes de monade : poTn =
ponT =idr et poTu = pouT (associativité). Nous développerons cette
théorie au chapitre suivant.

4.11 Exercices

Exercice 4.1. Soit F': Set — Ab le foncteur « groupe abélien libre »
(FX = @,.xZ) et U: Ab — Set [oubli. Montrer que ' 4 U en

exhibant ['unité, la counité, et en vérifiant les identités triangulaires.

Exercice 4.2. Soit R un anneau commutatif et M un R-module. Mon-
trer que M Qg (—) 4 Hompg(M, —) en établissant la bijection naturelle
Hompg(M ®g N, P) = Hompg (N, Homg(M, P)).

Exercice 4.3. Montrer que tout adjoint a gauche préserve les épimor-
phismes et que tout adjoint a droite préserve les monomorphismes.

Exercice 4.4. Montrer qu’une adjonction F' 4 G est une équivalence de
catégories si et seulement si ) et € sont des isomorphismes naturels.

Exercice 4.5. Soit D — C une sous-catégorie pleine. On dit que D est
réflexive si le foncteur d’inclusion v: D — C admet un adjoint a gauche
L:C — D (le réflecteur).

(a) Montrer que € est un isomorphisme naturel.
(b) Montrer que L est essentiellement surjectif.

(¢c) Montrer que Ab est une sous-catégorie réflexive de Grp (le réflec-
teur est labélianisation G — G/|G,G]).
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Exercice 4.6. En utilisant le GAFT, montrer que le foncteur d’oubli
U: CompHaus — Top admet un adjoint a gauche (la compactification
de Stone—éech). Indication : vérifier que CompHaus est compléte, que U
préserve les limaites, et exhiber un ensemble de solutions.

Exercice 4.7. Soient K: A — B et F': A — C des foncteurs avec A
petite et C cocompléte. Montrer que [’extension de Kan a gauche Lang F
existe et que Lang 4 K* ou K*: Fun(B,C) — Fun(A,C) est la précom-
position par K.

Exercice 4.8. Soit F'4 G avec T = GF, n l'unité et p = GeF. Vérifier
en détail les axiomes de monade :

(a) woTn =idy et ponT =idy (aziomes d’unité).
(b) woTp=popuT (associativité).

Indication : utiliser les identités triangulaires et la naturalité de n et e.

Exercice 4.9. Soient (P, <) et (Q, <) deux ensembles partiellement or-
donnés, vus comme catégories. Montrer qu’une adjonction F' 4 G entre
ces catégories est exactement une connexion de Galois : F(p) < ¢ < p <
G(q). Donner un exemple en théorie des treillis.
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Chapitre 5

Lemme de Yoneda et
représentabilité

Contents

[3.5 Produits et coproduits] . .. ... ... ..... ..

[3.6 Egaliseurs et coégaliseurs|. . . . . . . .. ... ...

Le lemme de Yoneda est, selon beaucoup de catégoriciens, le résultat
le plus fondamental de la théorie des catégories. Il affirme qu’un objet est
entiérement déterminé par I’ensemble des morphismes qui y arrivent (ou qui
en partent), et que cette détermination est fonctorielle. Plus précisément,
le lemme établit une bijection naturelle entre les transformations naturelles
issues d’un foncteur représentable et les éléments de l'objet cible, ce qui
permet de plonger toute catégorie dans une catégorie de foncteurs.

Ce chapitre développe la théorie des préfaisceaux, démontre le lemme de
Yoneda dans sa forme compléte, en déduit le plongement de Yoneda, puis

étudie les foncteurs représentables et leurs propriétés.

95
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5.1 Préfaisceaux et foncteurs Hom

Définition 5.1 (Préfaisceau). Soit C une catégorie localement petite. Un
préfaisceau sur C est un foncteur

F: C® — Set.

La catégorie des préfaisceaux sur C est la catégorie de foncteurs
Fun(C°?, Set), que l'on note C ou PSh(C). Les morphismes dans C sont
les transformations naturelles.

Remarque. La catégorie C nest en général pas petite, méme si C est
petite : les foncteurs de C°P vers Set forment une classe propre dés que C
a suffisamment d’objets. Toutefois, si C est petite, alors C est localement
petite et admet toutes les limites et colimites petites (calculées argument
par argument).

Définition 5.2 (Foncteur Hom covariant). Soit C une catégorie locale-
ment petite et A € Ob(C). Le foncteur Hom covariant représenté par

A est le foncteur
h* = Hom(A, —): C — Set

défini sur les objets par h/(B) = Hom(A, B) et sur les morphismes
f: B — C par la post-composition :

h(f) = f.: Hom(A, B) — Hom(A,C), g+ fog.

Définition 5.3 (Foncteur Hom contravariant). Soit A € Ob(C). Le
foncteur Hom contravariant représenté par A est le foncteur

ha = Hom(—, A): C°®* — Set

défini sur les objets par hy(B) = Hom(B,A) et sur les morphismes
f: B— C (dans C, donc f: C — B dans C°?) par la pré-composition :

ha(f) = f*: Hom(C,A) — Hom(B, A), g+~ go f.

Ainsi hy est un préfaisceau sur C.
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Exemple 5.4. (i) Dans Set, le foncteur h*} = Hom({*}, —) est (na-
turellement isomorphe a) le foncteur identité Idges, car un élément
de Hom({x}, X) correspond exactement a un élément de X .

(ii) Dans Ab, le foncteur h* = Hom(Z,—) est le foncteur oubli
U: Ab — Set, car un morphisme de groupes Z. — G est déter-
miné par [tmage de 1.

(i4i) Dans Top, le foncteur h*} est le foncteur ensemble sous-jacent. Le

foncteur hlOY est le foncteur des chemins, dont I’étude méne & la
théorie de [’homotopie.

(iv) Dans Vecty, le foncteur hy = Hom(—, V) envoie W sur l’espace
des applications linéaires W — V. En particulier, hy, = Hom(—, k)
est le foncteur dual.

Définition 5.5 (Foncteur Hom bifunctoriel). Le foncteur Hom bifunc-
toriel est le foncteur

Hom(—,—): C® x C — Set

défini sur les paires d’objets par Hom(A, B) et sur les paires de mor-
phismes (f: A — A, g: B— B’) par

Hom(f,g): Hom(A, B) — Hom(A', B"), h+—goho f.

Proposition 5.6. Le foncteur Hom(—, —) est bien un bifuncteur : pour
tous morphismes composables (f1,q1) et (fa,g2), on a

Hom(fi o f2, g2 091) = Hom(fzagz) o Hom(flagl)a

et HOHl(idA, ldB) = idHom(A,B) .

Démonstration. Pour tout h € Hom(A, B), on a

Hom(f1 0 fa, 20 g1)(h) = (920 91) o ho(fi0 [2)
=gr0(gioho fi)o f
= Hom(f>, g2) (Hom(f1, g1)(h)).

I’assertion sur les identités est immédiate. O]
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5.2 Le plongement de Yoneda

Définition 5.7 (Plongement de Yoneda covariant). Le plongement de
Yoneda covariant est le foncteur

~

y: C — Fun(C, Set) = C, A+— hy =Hom(—, A).

Sur les morphismes f: A — B, il est défini par la transformation natu-
relle y(f) = fo: ha = hp dont la composante en C € C est

(f)e: Hom(C, A) — Hom(C, B), g— fog.

Définition 5.8 (Plongement de Yoneda contravariant). De méme, le
plongement de Yoneda contravariant est le foncteur

y°P: C? — Fun(C, Set), A+ b = Hom(A, —).

Remarque. Suivant les auteurs, le plongement de Yoneda covariant est
parfois noté C — C, A C(—, A), ou encore A — Yo(A). Nous utilise-
rons principalement la notation ha pour le foncteur contravariant repré-
senté par A et h* pour le covariant.

Lemme 5.9. Le plongement de Yoneda y est un foncteur bien défini :
pour tout morphisme f: A — B dans C, la famille (f.)c = f o (—) est
une transformation naturelle hy = hpg.

Démonstration. 11 faut vérifier que pour tout morphisme u: C’ — C dans C,
le diagramme suivant commute :

Hom(C, A) e, Hom(C, B)

| |«

Hom(C", A) oo Hom(C", B)
* )/

Pour tout ¢ € Hom(C, A), on a
u' o (fielg) =u'(fog)=fogou=(fo(gou)=(f)c ou(g).

Donc le diagramme commute. O
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5.3 Le lemme de Yoneda

Nous énongons et démontrons maintenant le résultat central de ce cha-
pitre. Nous traitons d’abord la version contravariante (préfaisceaux), puis
indiquons la version covariante.

Théoréme 5.10 (Lemme de Yoneda). Soit C une catégorie localement
petite, A € Ob(C), et F': C°? — Set un préfaisceau. Il existe une bijection

(I)AZ Nat(hA, F) l> F(A)
qui est naturelle en A et en F. Explicitement, ® 4 est définie par
(I)A(Oé) = aA(idA)

pour toute transformation naturelle a: hq = F.

Démonstration. La preuve se décompose en quatre étapes : construction de
la bijection, construction de 'inverse, vérification que ces constructions sont
mutuellement inverses, et preuve de la naturalité.

Etape 1 : Définition de ®4. Soit a: hy = F une transformation natu-
relle. Pour chaque objet B de C, « posséde une composante ag: Hom(B, A) —
F(B). En particulier, pour B = A, on obtient a4: Hom(A, A) — F(A). On
pose

q)A(Oé) = OzA(idA) € F(A)

Etape 2 : Construction de l'inverse V4. Soit z € F(A). On définit
une transformation naturelle W4(x) = %: hy = F en posant, pour chaque
objet B de C et chaque morphisme f € Hom(B, A) = ha(B),

Pp(f) = F(f)(z) € F(B).

Ici, F(f): F(A) — F(B) est I'application induite par F' (rappelons que F
est un foncteur de C° vers Set, donc un morphisme f: B — A dans C induit
F(f): F(A) - F(B)).

Vérifions que (% est bien une transformation naturelle. Pour un mor-
phisme u: C — B dans C, il faut montrer que le diagramme suivant com-

mute :
ﬁl‘

Hom(B, A) —2= F(B)
q
Hom(C, A) 5 F(C)
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Pour tout f € Hom(B, A), on a

Donc 3% est bien naturelle.

Etape 3: b, et V4 sont mutuellement inverses.
Vérification ®4 o ¥4 = idpa). Pour tout z € F'(A),

D4(Va(x)) = Pa(f”) = Ba(ida) = F(ida)(z) = idp)(z) = 2.

Vérification W4 0 ® 4 = idNag(h,,r). Pour toute transformation naturelle
a: hy = F, posons ¥ = ®y(a) = aa(idy). Il faut montrer que f* = a,
c’est-a-dire que pour tout objet B et tout f € Hom(B, A),

Pp(f) = as(f).

Par définition, S5(f) = F(f)(z) = F(f)(aa(ida)). Or la naturalité de «
appliquée au morphisme f: B — A donne le diagramme commutatif :

Hom(A, A) —*2~ F(A)

f*l lF(f)

Hom(B, 4) —— F(B)
En évaluant sur id4 € Hom(A, A), on obtient

F(f)(@a(ida)) = ap(f*(ida)) = ap(ida o f) = ap(f).

Donc B%(f) = ap(f) pour tout B et tout f, ce qui montre W (P4(«)) = av.

Etape 4 : Naturalité.
Naturalité en A. Soit u: A” — A un morphisme dans C. Il faut vérifier
que le diagramme suivant commute :

Nat(ha, F) —24 F(A)

o

Nat(hA/, F) (I>—> F(A/)

Al
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ol u*(a) = aoy(u) = awou,, c’est-a-dire la transformation naturelle dont la
composante en B est ag o (uo —). Pour toute a: hy = F,

Fu)(@a(@)) = F(u)(aa(ida)),
Dy (u () = (u () a(ida) = an(uoida) = ax(u).

Par naturalité de « en le morphisme u: A" — A, F(u)(aa(ida)) = aa(u).
Le diagramme commute.

Naturalité en F. Soit n: F' = G une transformation naturelle entre pré-
faisceaux. On vérifie que

F

Nat(ha, F) —25 F(A)

a) |ma

A

commute, ot 7,(c) = n o . Pour toute a,

na(®4(a)) = nalaaida)) = (0 a)a(ida) = 25 (n.(a)). ]

Remarque. La version covariante du lemme de Yoneda s’énonce comme
suit. Pour tout foncteur G: C — Set et tout A € Ob(C), on a une
bijection naturelle

Nat(h?,G) =2 G(A),  a— au(idy).

La preuve est entierement analogue.

5.4 Corollaires du lemme de Yoneda

Corollaire 5.11 (Le plongement de Yoneda est pleinement fidéle). Le

~

foncteur y: C — C, A — hya, est pleinement fidéle. Autrement dit, pour
tous objets A, B de C,

yA,B: Homc(A, B) L> Nat(hA,hB)

est une bijection.

Démonstration. Appliquons le lemme de Yoneda au préfaisceau F =
hp = Hom(—, B). On obtient la bijection naturelle

®4: Nat(ha,hg) — hp(A) = Hom(A4, B).
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Par construction, ®4(a) = aa(ids) pour toute transformation naturelle
a: hyg = hg.

Or, par définition du plongement de Yoneda, pour tout morphisme f: A —
B, on ay(f)= f. avec (fi)c(g) = f o g pour tout g € Hom(C, A). Donc

Pa(y(f)) = (f)alida) = foida = f.

Cela montre que ® 4 0y 4 p = iduom(a,B), donc y4 g est I'inverse de @4, et en
particulier c¢’est une bijection. O]

Corollaire 5.12. Soient A, B des objets d’une catégorie localement petite
C. Alors

ha = hp dans C <— A= B dansC.

De méme, h* =2 hPB dans Fun(C, Set) si et seulement si A= B dans C.

Démonstration. (<) Si f: A = B est un isomorphisme, alors y(f) = f.: ha =
hp est un isomorphisme dans C car y est un foncteur.

(=) Supposons a: hy — hg un isomorphisme de préfaisceaux. Puisque
y est pleinement fidéle (corollaire |5.11)), il existe un unique f: A — B tel
que y(f) = «, et un unique g: B — A tel que y(g) = a~*. Alors

y(go f)=vy(g)oy(f) =aoa=idy, = y(ida),

et la fidélité de y donne g o f = id4. De méme, f o g = idg, donc f est un
isomorphisme. O

Corollaire 5.13. Pour tout préfaisceau F € C et tout objet A € C, les
éléments de F(A) correspondent bijectivement aux morphismes hy — F
dans C. En particulier, les « éléments généralisés de type A » de F sont
exactement les transformations naturelles hy = F.

Remarque. Le lemme de Yoneda exprime le principe suivant : un objet
est entierement déterminé par ses relations avec tous les autres objets.
Plus précisément, connaitre le préfaisceau hy = Hom(—, A) revient a
connaitre A a isomorphisme unique prés. Ce point de vue est central en
géométrie algébrique, ou les « points a valeurs dans S » d’un schéma X
sont les morphismes S — X, c¢’est-a-dire les éléments de hx(S).




5.5. FONCTEURS REPRESENTABLES 63

5.5 Foncteurs représentables

Définition 5.14 (Foncteur représentable). Un préfaisceau F': C°P — Set
est dit représentable s’il existe un objet A € C et un isomorphisme
naturel a: hy — F. L’objet A est appelé l'objet représentant de F, et
le couple (A, a) est une représentation de F'.

Par le lemme de Yoneda, donner un tel isomorphisme revient a donner un
élément & = ax(ida) € F(A) tel que pour tout objet B et tout x € F(B), il
existe un unique f: B — A avec F(f)(§) = x. L’élément & est I’élément
universel.

Exemple 5.15. (i) Foncteur oubli des groupes. Le foncteur oubli
U: Grp — Set est représenté par Z, car Homg,p(Z,G) = U(G)
via ¢ — @(1). L’élément universel est 1 € U(Z) = Z.

(i1) Foncteur ensemble de puissance. Le foncteur P: Set®® — Set
qui envoie X sur P(X) = {A C X} est représenté par l’ensemble
{0,1} : un sous-ensemble A C X correspond a sa fonction caracté-
ristique x4: X — {0,1}.

(111) Produits. Dans une catégorie C avec produits binaires, le foncteur
C°? — Set défini par X — Hom(X, A) x Hom(X, B) est représenté
par A X B.

(iv) Grassmanniennes. En géométrie algébrique, le foncteur de
Grassmann Grass(r,n): Sch®® — Set qui envoie un schéma S sur
lensemble des sous-fibrés localement libres de rang r de OF est re-
présentable par la Grassmannienne Gr(r,n).

Proposition 5.16. Si F' est un préfaisceau représentable, son objet re-
présentant est unique a 1somorphisme unique pres.

Démonstration. Si (A,a) et (B, ) sont deux représentations de F, alors
B~ loa: hy = hp est un isomorphisme de préfaisceaux. Par le corollaire m,
A = B dans C. L’unicité de I'isomorphisme découle de la fidélité de y. O
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5.6 Tout préfaisceau est colimite de représen-
tables

Définition 5.17 (Catégorie des éléments). Soit F': C°® — Set un pré-
faisceau. La catégorie des éléments de F, notée [, F ou el(F), est la
catégorie dont :

— les objets sont les paires (C,x) avec C € C et x € F(C);

— un morphisme (C,x) — (C', ') est un morphisme f: C — C' dans
C tel que F(f)(2') = .

Proposition 5.18. Le foncteur de projection m: fCF — C défini par
m(C,x) = C etn(f) = f est un foncteur fidele. De plus, la catégorie [, F
est petite lorsque C est petite.

Démonstration. La fidélité est immédiate puisque 7 est injectif sur les mor-
phismes. Si C est petite, alors Ob( [, ') = [[ce F(C) est un ensemble, et de
méme pour les morphismes. O

Théoréme 5.19 (Tout préfaisceau est colimite de représentables). Soit
C une catégorie petite et F': C°® — Set un préfaisceau. Alors

F= colim(c7x)efc rhe

dans é\, ot la colimite est prise le long du foncteur fc F— CA, (C,x) —
he.

Démonstration. Notons G = colim ¢ zc Je rhe. Par le lemme de Yoneda,
pour tout préfaisceau P,

Nat(G, P) = lim Nat(hc, P
(G, P) o (he, P)

= lim  P(C).
(Cz)e(fe F)°P
Un élément de cette limite est une famille compatible (s(c))(c2) € [1(00) P(C)
telle que pour tout morphisme f: (C,z) — (C’,2’) dans [ F,ona P(f)(scrw)) =
5(0,2)- Or une transformation naturelle n: F' = P est une famille (1¢)cec avec
ne: F(C) — P(C) naturelle en C'. La correspondance est 1 — (1¢()) (), €t
on vérifie que c¢’est une bijection. Ainsi Nat(G, P) = Nat(F, P) naturellement

~

en P, et le lemme de Yoneda (appliqué dans C) donne G = F'. ]
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Remarque. Le théoreme [5.19 est souvent appelé théoréme de densité
de Yoneda : les objets représentables forment une famille « dense » dans
la catégorie des préfaisceaux, au sens ou tout préfaisceau s’obtient par
colimites a partir des représentables.

5.7 Exercices

Exercice 5.1. Soit G un groupe vu comme une catégorie BG a un seul
objet * avec Hom(x,*) = G.

(a) Montrer qu’un préfaisceau sur BG est la méme chose qu’un G-
ensemble (a droite).

(b) Identifier l’image du plongement de Yoneda dans ce cas.

(¢c) Enoncer et vérifier le lemme de Yoneda dans ce conteste : pour tout
G-ensemble X, Nat(h., X) = X (en tant qu’ensembles).

Exercice 5.2. Soit (P, <) un ensemble préordonné vu comme une caté-
gorie.

(a) Montrer qu’un préfaisceau sur P est un foncteur P°® — Set, c¢’est-
a-dire un ensemble F(p) pour chaque p € P avec des applications
de restriction F(q) — F(p) pour p < q, compatibles avec la compo-
sition.

(b) Décrire le préfaisceau représentable h, pour p € P.

(c) Interpréter le lemme de Yoneda dans ce cas.

Exercice 5.3. Montrer que tout foncteur représentable hy: C°? — Set

préserve les limites. (C’est-a-dire, ha envoie les colimites de C en limites
de Set.)

Exercice 5.4. Montrer que la catégorie des éléments fc F' est isomorphe

a la catégorie comma (y | F), ouy: C — C est le plongement de Yoneda.

Exercice 5.5. (Lemme de co-Yoneda.) Soit F': C — Set un foncteur
covariant. Montrer que pour tout A € C,

F(A) =~ / " Hom(C,A) x F(C).
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ou [ ¢ désigne la coégalisatrice (coend).

Exercice 5.6. Soit C wune catégorie petite. Montrer que C =
Fun(C°P, Set) admet toutes les petites limites et colimites, calculées ar-
gument par argument.

Exercice 5.7. (Extension de Kan a gauche le long de Yoneda.) Soit
C une catégorie petite, D une catégorie cocompléte, et G: C — D un
foncteur. Montrer que l’extension de Kan a gauche LanyG: C — D existe
et est donnée par

(Lany G)(F) = colimc z)e, » G(O).
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Les monades constituent un concept unificateur remarquable qui relie
la théorie des adjonctions, 1'algébre universelle et 'informatique théorique.
Toute adjonction engendre une monade ; réciproquement, toute monade pro-
vient d’une adjonction, et ce de deux maniéres canoniques (Eilenberg—Moore
et Kleisli). Le théoréme de Beck, résultat culminant de ce chapitre, caractérise
les catégories qui peuvent étre décrites comme des « catégories d’algébres »

sur une monade.

Ce chapitre suppose connue la théorie des adjonctions développée aux

chapitres précédents.

67
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6.1 Définition et premiers exemples

Définition 6.1 (Monade). Une monade sur une catégorie C est un tri-
plet (T, n, p) ou :
— T': C — C est un endofoncteur;

— n: Ide = T est une transformation naturelle appelée unité ;

— pu: T? = T est une transformation naturelle appelée multiplica-
tion,

satisfaisant les axiomes suivants :

(i) Associativité : poTu = pouT, c’est-a-dire le diagramme suivant
commute :

T3 I8, 2

| I

TZT>T

(i) Unités : poTn=idr = ponT, c’est-a-dire :

Remarque. Une monade sur C est exactement un monoide dans la ca-
tégorie monoidale (End(C),o,1dc) des endofoncteurs de C, munie de la
composition comme produit tensoriel.

Notation. Par abus de langage, on note souvent la monade simplement T,
les transformations n et p étant sous-entendues. On écrit parfois nT et u®
lorsqu’il y a ambiguité.

Définition 6.2 (Morphisme de monades). Soient (S,n% u) et
(T,n™, u’) deux monades sur C. Un morphisme de monades o: S —
T est une transformation naturelle o: S = T telle que :

ogon®=n", oo’ =pu"o(oxo0),

otoxo=cToSo=TooocS: S?= T2
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6.2 Monades issues d’adjonctions

Théoréme 6.3. Toute adjonction (F - G,n,e): C = D engendre une
monade (T,n, 1) surC, ou

T=GoF, p=GeF: T =GFGF = GF =T.

Démonstration. L'unité n: Ide = GF =T est 'unité de ’adjonction. Il faut
vérifier les axiomes de monade.

Associativité. On a o Tu = GeF o GF - GeF = GeF o G(FGeF) =
G(eFoFGeF) = G(e-eFGF)... Plus précisément, 10Ty a pour composante
en C :

G(EFc) o GF(G(Epc)) = G<5FC o FG(EFc'))

Et o pT a pour composante en C' :
G(erc) o Glegrrc) = G(erc o egrrc).

Or la naturalité de € appliquée au morphisme epc: FGFC — FC donne
erc 0 FG(epc) = €rc © epare, ce qui est exactement l'identité de gauche.

Unité a gauche. ponT a pour composante en C' : G(epc) o ngrc. Par
'identité triangulaire GeonG = idg, en I'évaluant sur F'C on obtient G(ep¢)o
nerc = idgre = idrc.

Unité a droite. poTn a pour composante en C' : G(epc) o GF(ne). Par
I'identité triangulaire ¢F o F'n = idp, en ’évaluant sur C' on obtient ep¢ o
F(ne) = idge, d’ot en appliquant G : G(epc) o GF (ne) = G(idpe) = idgre-

]

Exemple 6.4. (i) Monade libre sur les groupes. L’adjonction
libre/oubli F 4 U: Grp = Set engendre la monade T = UF
sur Set : pour un ensemble X, T(X) est l’ensemble sous-jacent
au groupe libre F(X). L'unité nx: X — T(X) envoie chaque élé-
ment sur le mot de longueur 1 correspondant. La multiplication
px: T*(X) — T(X) « aplatit » les mots de mots en les concaté-
nant.

(i) Monade libre sur les modules. Pour un anneau R, ’adjonction
libre/oubli F + U: R-Mod = Set donne T(X) = P,y R = R¥X).
L’unité envoie x sur le vecteur de base e, et la multiplication est la
R-linéarisation.

(iii) Monade ensemble de puissance. Le foncteur P: Set — Set
avec nx(x) = {x} et ux(A) = JA pour A € P(P(X)) est une mo-
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nade. Elle provient de l’auto-adjonction P = PP (a travers l’iso-
morphisme Set°® = CABA ).

(iv) Monades en informatique. En programmation fonctionnelle
(Haskell, Scala), les monades modélisent les effets de calcul. La
monade Maybe correspond au foncteur T(X) = X U{x} (valeur op-
tionnelle). La monade List correspond au foncteur monoide libre
T(X) = [1,50X™ La monade d’état T(X) = (X x S)5 pour un
ensemble d’états S modélise les calculs avec état mutable.

Proposition 6.5. Dualement, toute adjonction (F - G) engendre une
comonade (K,e,6) sur D, ot K = F oG, € est la co-unité de [’adjonc-
tion, et § = FnG: K = K2

Démonstration. C’est le dual du théoreme [6.3] en considérant 1’adjonction
dans les catégories opposées. O

6.3 Algébres d’Eilenberg—Moore

La question réciproque se pose : toute monade provient-elle d'une adjonc-
tion ? La réponse est oui, et il y a (au moins) deux constructions canoniques.
Nous commencons par celle d’Eilenberg—Moore.

Définition 6.6 (7-algebre). Soit (T',n, 1) une monade sur C. Une T-
algébre (ou algébre d’Eilenberg—Moore) est un couple (A, a) ot :

— A € Ob(C) est un objet (le porteur);
— a: T(A) — A est un morphisme (l’application de structure),
satisfaisant :

(i) Unité : aony =idy :




6.3. ALGEBRES D’EILENBERG-MOORE 71

(i1) Associativité : aopus =aoTl(a) :

Définition 6.7 (Morphisme de T-algébres). Un morphisme de T-
algébres de (A,a) vers (B,b) est un morphisme f: A — B dans C tel
que foa=boT(f) :

Définition 6.8 (Catégorie d’Eilenberg-Moore). La catégorie
d’Eilenberg—Moore de la monade T, notée CT, est la catégorie
dont les objets sont les T-algebres et les morphismes sont les morphismes
de T-algebres. La composition et les identités sont héritées de C.

Exemple 6.9. (i) Monade libre sur les groupes. La monade T =
UF surSet (foncteur mot). Une T-algébre est un ensemble X muni
d’une application a: T(X) — X qui est associative et unitale. Cela

revient exactement a munir X d’une structure de groupe. Ainsi
Set” ~ Grp.
(ii)) Monade ensemble de puissance. Les P-algébres sur Set sont

les treillis complets avec morphismes préservant les suprema arbi-
traires.

(i1i) Algébre libre. Pour toute monade T et tout objet C € C, le couple
(T'(C), pue) est une T-algebre, appelée la T'-algébre libre engendrée
par C. En effet, pc o nre = idre (unité de droite) et uc o pre =
pe o Tue (associativité).

Théoréme 6.10. Soit (T,n, 1) une monade sur C. Il existe une adjonc-
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tion
FrquT.c"=c¢

telle que la monade associée est (T, n, 1), ou :
— le foncteur d’oubli UT: CT — C est défini par UT(A,a) = A et

Ut(f)=1;
— le foncteur libre FT: C — CT est défini par FT(C) = (TC, uc) et
FT(f) =T(f).

Démonstration. FT est bien défini. Pour tout C' € C, (TC, juc) est une T-
algebre libre (exemple [6.9(iii)). Pour un morphisme f: C'— D, T(f): TC —
T D est un morphisme de T-algébres car T'(f)ouc = upoT?(f) par naturalité
de pu.

Adjonction. On définit Punité 25 = ne: ¢ — UTFT(C) = TC et la
co-unité 5??1{@ =a: FTUT(A,a) = (T A, ua) — (A, a). Vérifions que a est un
morphisme de T-algeébres : a o uy = a o Ta par I'axiome d’associativité de
(A, a).

Identités triangulaires.

— UTeonyr: Ul = UT : pour (4, a), la composante est aony = idy par
I’axiome d’unité. Donc c’est idyr.

— eproFTy: FT = FT : pour O, la composante est pcoTnc = idpc par
I’axiome d’unité de droite de la monade. Donc c’est idpr.

La monade associée est T. UTFT(C) = TC, et la multiplication est
Ulepre = pe. Lunité est ne. O

6.4 Catégorie de Kleisli

Définition 6.11 (Catégorie de Kleisli). Soit (T',n, 1) une monade surC.
La catégorie de Kleisli Cr est définie par :

— Ob(Cr) = Ob(C)
— pour A, B € Ob(Cr), on pose Home,.(A, B) = Hom¢ (A, TB) ;
— la composition de f: A—TB et g: B— TC dans Cp est

gorf=pucoTgof:A—TC;

— lidentité de A dans Cp est na: A — TA.
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Proposition 6.12. La catégorie de Kleisli Cr est bien une catégorie.

Démonstration. Associativité. Pour f: A—-TB, g: B—TC, h: C —TD,

hor (gor f)=ppoTho (ucoTgo f)
=ppoThopucoTgof
= ppopurpoT?hoTgo f (naturalité de p).

D’autre part,

(hOTg)OTf:MDOT(,uDOThog)of
=upoTupoT?hoTgo f.

Par I'associativité de la monade pup o purp = pup o Tup, les deux expressions
sont égales.

Unité a gauche. forna = pugoT fons = ugonrgo f = f par naturalité
de n et I'axiome d’unité.

Unité a droite. ngor f = ugpoTngo f =idrgo f = f par 'axiome d’unité
de la monade. n

Théoréme 6.13. [] existe une adjonction Fr 4 Gp: Cr 2 C telle que la
monade associée est'T, ot :
— Fr: C — Cr est défini par Fr(A) = A sur les objets et Fr(f) =
ngo f pour f: A— B ;
— Gr: Cr — C est défini par Gr(A) = TA et Gr(f) = pp o Tf pour
f:A—=TB.

Démonstration. La vérification est directe. L'unité de 'adjonction est na: A —
GrFr(A) =TA, et la co-unité est €4 = idra: FrGr(A) = TA — TA dans
Cr (vue comme idy4 € Hom(T'A,T'A)). Les identités triangulaires se vérifient
a l'aide des axiomes de monade. ]

Remarque. La catégorie de Kleusli est initiale et celle d’Filenberg—Moore
est terminale parmai les adjonctions engendrant la monade T'. Plus préci-
sément, si (F 4 G): C 2 D est une adjonction engendrant T, il existe des
foncteurs uniques (a isomorphisme unique prés) formant le diagramme
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commutatif :
D
/
CT K
CT
ou J est pleinement fidéle et K est le foncteur de comparaison.

6.5 Théoréme de monadicité de Beck

Le théoréme de Beck caractérise les adjonctions pour lesquelles le foncteur
de comparaison est une équivalence.

Définition 6.14 (Paire coégalisatrice scindée). Soit C une catégorie. Une
paire coégalisatrice scindée est un diagramme

S t
X O\

N .
A?B—)C

tel queeo f=eo0g,eot=1idg, fos=idg et gos=toe.

Lemme 6.15. Toute paire coégalisatrice scindée est un coégalisateur ab-
solu, c’est-a-dire que e est le coégalisateur de (f, g) et ce coégalisateur est
préservé par tout foncteur.

Démonstration. Montrons que e est le coégalisateur de ( s g). On sait que
eof =ecog. Soit h: B — D tel que ho f =hog. Posons h=hot: C — D.
Alors hoe=hotoe =hogos-... Plus précisément :

hoe="hotoe.
Orgos=toe,donctoe=goset
hotoe=hogos=ho fos=hoidg = h.

Donc hoe = h.

Pour I'unicité, si ' oe = h, alors ¥’ =h oeot=hot = h.

Puisque les identités scindantes se transportent par tout foncteur U (en
appliquant U aux morphismes s, t), le coégalisateur est préservé par U. [
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Définition 6.16 (Foncteur de comparaison). Soit (F' 4 G,n,¢e) une ad-
jonction C = D engendrant la monade T'= GF. Le foncteur de com-
paraison est le foncteur K: D — CT défini par :

— K(D) = (GD, Gep) pour tout D € D ;
— K(f) = Gf pour tout morphisme f dans D.

Proposition 6.17. Le foncteur de comparaison K est bien défini :
(GD,Gep) est une T-algébre pour tout D.

Démonstration. Unité. Gep o ngp = idgp par l'identité triangulaire.
Associativité. Gep o ugp = Gep o Gepgp = G(ep o epgp). Par ailleurs,

Gep o GF(Gep) = G(ep o FGep). La naturalité de € appliquée a ep donne

epo FGep =epocrap. O

Définition 6.18 (Foncteur monadique). Un foncteur G: D — C est
dit monadique s’il admet un adjoint a gauche F et si le foncteur de
comparaison K: D — CT (pour la monade T = GF) est une équivalence
de catégories. 1l est strictement monadique si K est un isomorphisme
de catégories.

Définition 6.19 (G-paire coégalisatrice scindée). Soit G: D — C un
foncteur. Une paire de morphismes f,g: A = B dans D est une G-
paire coégalisatrice scindée si la paire Gf,Gg: GA = GB admet une
paire coégalisatrice scindée dans C.

Théoréme 6.20 (Théoréme de monadicité de Beck). Soit G: D — C un
foncteur admettant un adjoint a gauche F'. Alors G est monadique si et
seulement si :
(i) G refiete les isomorphismes (c’est-a-dire : si Gf est un isomor-
phisme dans C, alors f est un isomorphisme dans D) ;
(1) D admet les coégalisateurs de toutes les G-paires coégalisatrices
scindées, et G les préserve.

Démonstration. La preuve se décompose en deux implications.

(=) Condition nécessaire.
Supposons G monadique, c’est-a-dire que K: D — CT est une équiva-
lence.
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(i) G reflete les isomorphismes. Puisque UT o K = G et que K est
une équivalence, il suffit de montrer que U” refléte les isomorphismes. Soit
f: (A a) — (B,b) un morphisme de T-algébres tel que U (f) = f: A — B
est un isomorphisme dans C. Alors f~! existe dans C, et il faut montrer que
/! est un morphisme de T-algébres, c’est-a-dire f~'ob = ao T(f!). Or
foa="boTfdonnea = floboTf, doncaoT(f~!) = floboTfoT(f™1) =
fltob

(i1) Ezistence et préservation des coégalisateurs. Puisque K est une équi-
valence, il suffit de montrer le résultat pour C*. Si (f,g): (A,a) = (B,b) est
une paire dans CT telle que U7 f,U” g admet une paire coégalisatrice scindée
dans C, alors le coégalisateur scindé est absolu (lemme et on peut le
relever en une T-algebre.

(<) Condition suffisante.

Supposons (i) et (ii). Montrons que K est une équivalence en vérifiant
qu’il est pleinement fidéle et essentiellement surjectif.

K est fidéle. K est fidele car UTo K = G et U7 est fideéle (comme foncteur
d’oubli d’algebres).

K est plein. Soit ¢: K(D) — K(D’) un morphisme de T-algebres, c’est-
a~dire p: GD — GD’ avec poGep = Gep oGF . Considérons le diagramme
dans D :

FGep ep
FGFGD %; FGD — D
En appliquant G, on obtient une paire coégalisatrice scindée (les sections
proviennent de n). Par (ii), ep est le coégalisateur de cette paire dans D.
De méme pour D’. La condition de morphisme de T-algébres sur ¢ assure
que Fo: FGD — FGD’ est compatible, et par la propriété universelle du
coégalisateur, il existe un unique f: D — D" avec Gf = ¢. Donc K(f) = ¢.

K est essentiellement surjectif. Soit (A, a) une T-algébre. Considérons la

paire
FTA === FA

eraoFT(n4a)

Plus précisément, on considére les deux morphismes F(a),epa: FGFA =
FTA = FA. En appliquant GG, on obtient GFa,Geps: GFGFA = GFA,
qui est une G-paire coégalisatrice scindée (les sections sont données par ngra
et GFna, en utilisant les axiomes de la T-algebre).

Par (ii), soit e: FA — D le coégalisateur de (F(a),epa) dans D, préservé
par G. Alors Ge: GFA =TA — GD est le coégalisateur de (GFa,Gepa) =
(T'a,pa) dans C. Or a coégalise cette paire (a 0 Ta = a o us par 'axiome
d’associativité), donc il existe un unique a: GD — A avec a o Ge = a.
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On vérifie que a est un isomorphisme. En effet, aoGeony = aony = idy,
et on montre que Geonyoa = idgp en utilisant que Ge est un épimorphisme
(étant un coégalisateur). Donc G(a)... plus précisément, on montre que a
induit un isomorphisme GD = A et par (i) (G refléte les isomorphismes),
I'isomorphisme se reléve.

Ainsi (A,a) 2 K(D) = (GD,Gep) dans CT. O

Remarque. Il existe une version « stricte » du théoréeme de Beck : G
est strictement monadique si et seulement si G refiéte les isomorphismes
et D admet les coégalisateurs de toutes les paires réflexives (c’est-a-dire
fyg: A = B avec une section commune s: B — A, fs = gs = idp), et
G les préserve.

On utilise aussi fréquemment le théoréme de monadicité par coégalisa-
teurs réflexifs : st G crée les coégalisateurs de G-paires coégalisatrices
scindées (au lieuw de simplement les préserver), alors G est strictement
monadique.

6.6 Applications : catégories algébriques

Le théoréme de Beck permet de reconnaitre les catégories « algébriques »,
c’est-a-dire celles qui sont monadiques sur Set.

Définition 6.21 (Catégorie algébrique). Une catégorie D est dite algé-
brique (au sens de la monadicité) si le foncteur d’oubli G: D — Set est
monadique.

Corollaire 6.22. Les catégories Grp, Ab, R-Mod, Ring sont mona-
diques sur Set.

Démonstration. Nous vérifions les conditions du théoréme de Beck pour le
foncteur d’oubli U: Grp — Set (les autres cas sont analogues).

U admet un adjoint a gauche. C’est le foncteur groupe libre F': Set —
Grp.

U reflete les isomorphismes. Un morphisme de groupes ¢: G — H tel
que U est bijectif est un isomorphisme de groupes (I'inverse ensembliste est
automatiquement un morphisme de groupes : ¢ ' (xy) = p ()¢ (y) car
¢ est un morphisme bijectif).

Grp admet les coégalisateurs des U-paires coégalisatrices scindées et U
les préserve. Plus généralement, Grp admet tous les coégalisateurs (c’est
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la catégorie quotient par la relation d’équivalence engendrée). Si la paire
est U-scindée, le coégalisateur dans Grp est préservé par U car les paires
coégalisatrices scindées donnent des coégalisateurs absolus (lemme|6.15)). [

Exemple 6.23. (i) Top n’est pas monadique sur Set. Le foncteur
d’oubli U: Top — Set ne refiéte pas les isomorphismes : une bijec-
tion continue n’est pas nécessarrement un homéomorphisme. Donc
Top n’est pas monadique sur Set.

(ii) Les espaces de Hausdorff compacts. Le foncteur d’oubli
U: CHaus — Set est monadique (théoréme de Manes). La monade
associée est la monade ultrafiltres : Set — Set, qui envoie un
ensemble sur l’ensemble de ses ultrafiltres.

Proposition 6.24. Soit G: D — C un foncteur monadique. Alors :
(i) G refiete les isomorphismes ;

(i) G crée les limites que C posseéde (en particulier D est compléte si C
lest);
(i1i) G est fidéle et conservatif.

Démonstration. (i) est le théoréeme de Beck. Pour (ii), on montre que UT
crée les limites. Soit {(A;,a;)} un diagramme de T-algébres et L = lim; A,
dans C avec projections ;. Alors T'L = T'(lim; A;) et on définit ¢: TL — L
comme 'unique morphisme tel que 7; o £ = a; o T'm; pour tout . On vérifie
que (L, ¢) est une T-algebre et que c’est la limite dans CT. Comme K est une
équivalence, le résultat se transporte a D.

(iii) découle de (i) et de I'existence de I’adjoint & gauche. O

Théoréme 6.25 (Critére de monadicité de Beck simplifi¢). Soit G: D —
C un foncteur admettant un adjoint a gauche. Si G refiéte les isomor-
phismes et si D admet tous les coégalisateurs réflexifs et G les préserve,
alors G est monadique.

Démonstration. Toute G-paire coégalisatrice scindée est en particulier ré-
flexive (la section s fournit la section commune). Donc les hypothéses du
théoréeme de Beck [6.20] sont satisfaites. O
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6.7 Exercices

Exercice 6.1. Une monade (T,n, 1) est dite idempotente si y: T? = T
est un isomorphisme naturel.

(a) Montrer que T est idempotente si et seulement si Tn =nT: T =
T2,
(b) Montrer que T est idempotente si et seulement si UT: CT — C est

pleinement fidele.

(c) En déduire que les T-algébres correspondent a une sous-catégorie
pleine réfiexive de C.

Exercice 6.2. Soit T la monade Maybe sur Set : T(X) = X U {L},
nx(z) =z, px(z) =z sizx € X et ux(L)= L.

(a) Veérifier les axiomes de monade.

(b) Décrire la catégorie de Kleisli Setr : quels sont les morphismes de
A vers B ? Interpréter comme des fonctions partielles.

(c) Décrire les T-algeébres (catégorie d’Filenberg—Moore).

Exercice 6.3. Soit T: Set — Set le foncteur qui envoie X sur [’en-
semble des distributions de probabilité finiment supportées sur X :

T(X) = {p: X > [0,1] | supp(p) fini, > plx) = 1}.
zeX
(a) Définir n et u pour en faire une monade.

(b) Identifier les T-algébres comme des espaces convexes (ensembles
munis de combinaisons convezes).

Exercice 6.4. Soit (F 4 G,n,e) une adjonction engendrant la monade
T et la comonade K.

(a) Montrer que les identités triangulaires de ’adjonction sont exacte-
ment ce qu’il faut pour que n et p = GeF' satisfassent les axiomes
de monade.

(b) Montrer que si F est pleinement fidéle, alors n est un isomorphisme
naturel, et T est idempotente.

(c) Montrer que si G est pleinement fidele, alors e est un isomorphisme
naturel, et K est idempotente.




80 CHAPITRE 6. MONADES ET ALGEBRES

Exercice 6.5. Soit T" une monade sur C.
(a) Montrer que le foncteur libre FT: C — CT préserve les colimites.

(b) Montrer que toute T-algebre (A, a) est le coégalisateur dans CT de
la paire
F7(a)
FTT(A) —= FT(A)

EFT(a)

c’est-a-dire que toute algebre est un coégalisateur d’algebres libres.

Exercice 6.6. Donner un exemple explicite montrant que le foncteur
d’oubli U: Top — Set ne refiete pas les isomorphismes. En déduire que
Top n’est pas monadique sur Set.

Exercice 6.7. Soient S et T' deux monades sur C. Une lot distributive
de S sur T est une transformation naturelle \: T'S = ST compatible
avec les unités et multiplications des deuxr monades.

(a) Ecrire les quatre diagrammes de compatibilité que X doit satisfaire.

(b) Montrer qu’une loi distributive A définit une monade ST surC avec
unité n°nT et multiplication p’p’ o SAT.

(¢c) Donner un exemple avec S = (=) x M (monade écrivain pour un
monoide M) et T = (—)® (monade lecteur pour un ensemble R).

Exercice 6.8. (Monade de codensité.) Soit G: D — C un foncteur qui
n’admet pas nécessairement d’adjoint a gauche. On définit l'extension de
Kan a droite RangG: C — C (lorsqu’elle existe).

(a) Montrer que T = RangG est naturellement muni d’une structure
de monade, appelée la monade de codensité de G.

(b) Montrer que lorsque G admet un adjoint 4 gauche F, la monade de
codensité coincide avec GF'.

(¢c) Pour G: FinSet — Set [l’inclusion, montrer que la monade de co-
densité est la monade des ultrafiltres 3.
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Les catégories abéliennes constituent le cadre algébrique dans lequel se
développe 'algebre homologique. Introduites par Grothendieck dans son cé-
lebre article T'6hoku (1957), elles axiomatisent les propriétés essentielles des
catégories de modules et de faisceaux qui permettent de définir les foncteurs
dérivés et de manipuler les suites exactes. Dans ce chapitre, nous construi-
sons la théorie pas a pas : catégories pré-additives, additives, puis abéliennes,
avant d’énoncer et de démontrer les lemmes fondamentaux (serpent, cing) qui
sont les outils de base du calcul homologique.
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7.1 Catégories pré-additives

Définition 7.1 (Catégorie pré-additive). Une catégorie A est dite pré-
additive (ou Ab-catégorie) si, pour tous objets A, B € Ob(A), l’en-
semble Hom 4(A, B) est muni d’une structure de groupe abélien telle que
la composition

o: Hom(B,C) x Homy(A, B) — Hom (A, C)
est bilinéaire : pour tous f,f': A— B etg,g: B— C,

go(f+f)=gof+golf, (g+g)of=gof+gof.

Exemple 7.2. (i) Pour tout anneau R, la catégorie R-Mod est pré-
additive : si f,g: M — N sont des R-morphismes, on pose (f +

g9)(m) = f(m) + g(m).

(ii) La catégorie Ab des groupes abéliens est le cas R = 7.

(11i) La catégorie Set n’est pas pré-additive, car Homget (A, B) n’a pas
de structure naturelle de groupe abélien (sauf cas dégénérés).

Remarque. Dans une catégorie pré-additive, chaque Hom(A, B) posséde
un €élément neutre 04 g pour Uaddition. On aOpcof =04c et goOap =
Oa,c pour tous f: A= Betg: B— C.

Définition 7.3 (Foncteur additif). Un foncteur F': A — B entre catégo-
ries pré-additives est additif si, pour tous objets A, B et tous morphismes
f,9: A— B,

F(f+9) = F(f)+ F(g).
Autrement dit, Fa g: Hom (A, B) — Homp(F' A, FB) est un morphisme
de groupes abéliens.

7.2 Catégories additives et biproduits

Définition 7.4 (Objet nul). Un objet 0 € Ob(A) est un objet nul s’il
est a la fois initial et terminal, c’est-a-dire si Hom(0, A) et Hom(A,0)
sont des singletons pour tout objet A.
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Définition 7.5 (Biproduit). Soit A une catégorie pré-additive possédant
un objet nul. Un biproduit de deux objets A, B est un diagramme

TA B

A5 T aap 2t

vérifiant :
(a) Taoty =idy, 7ol =idp;
(b) tpoia=0, mao0tg=0;

(c) taoma+tpomp =idags.

Proposition 7.6. Dans une catégorie pré-additive, un biproduit A® B est
simultanément un produit (A® B, w4, mg) et un coproduit (A® B, ta,tp).

Démonstration. Montrons que A® B est un produit. Soit X un objet muni de
morphismes f: X — Aet g: X — B. Posons h = 140 f+1gog: X — A®B.
Alors
maoh=mgo01p0f+mao0otpog=f+0=f,
et de méme mg o h = g. Pour l'unicité, si A’ vérifie tgyoh' = f et rgoh’ =g,
alors
h'=(taoma+ipomp)oh’ =140 f+1pog=h.

L’argument dual montre que c’est un coproduit. ]

Définition 7.7 (Catégorie additive). Une catégorie A est additive si :
(i) A est pré-additive ;
(ii) A posséde un objet nul;

(111) tout couple d’objets (A, B) admet un biproduit A @ B.

Exemple 7.8. (i) R-Mod est additive pour tout anneau R, avec M &
N la somme directe usuelle.

(ii) Ab est additive.

(i1i) La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie Vect!d est
additive.

Proposition 7.9 (Matrices de morphismes). Dans une catégorie addi-
tive, un morphisme f: A1 ® Ay — By @ By est entiérement déterminé par
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la matrice

f?l f22

et la composition correspond au produit matriciel.

[+ (fll fl?), fij =m0 fous: Aj — By,

Démonstration. Ona f =3, .1p,0 fijoma; par la condition (c) du biproduit
appliquée au domaine et au codomaine. La vérification du produit matriciel

pour la composition est un calcul direct utilisant les relations d’orthogonalité.
m

7.3 Catégories abéliennes

Définition 7.10 (Noyau et conoyau). Soit f: A — B un morphisme
dans une catégorie pré-additive avec objet nul.

(1) Un noyau de f est un égalisateur de f et 04 p, c’est-a-dire un
morphisme ker f: K — A tel que foker f = 0 et, pour tout g: X —
A avec fog =0, il existe un unique g: X — K avecker fog=g :

X -2, K
lkerf
g
A % B

(i1) Un conoyau de f est un coégalisateur de f et 04 p, c’est-a-dire un
morphisme coker f: B — C' tel que coker f o f = 0 et vérifiant la
propriété universelle duale.

Définition 7.11 (Image et coimage). Soit f: A — B un morphisme
dans une catégorie possédant noyauzr et conoyaux.

(i) L’image de f estim f = ker(coker f).

(ii) La coimage de f est coim f = coker(ker f).

Définition 7.12 (Catégorie abélienne). Une catégorie A est abélienne
& &

(AB1) A est additive ;

(AB2) tout morphisme admet un noyau et un conoyau ;
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(AB3) pour tout morphisme f: A — B, le morphisme canonique
coim f — im f

est un isomorphisme.

Remarque. La condition |(AB3) équivaut & : tout monomorphisme est
un noyau et tout épimorphisme est un conoyau. Plus précisément, dans
une catégorie abélienne, un morphisme f se factorise comme
coim f . im f
A—> imf——B
ot la premiere fleche est un épimorphisme et la seconde un mono-

morphisme. C’est l’analogue catégorique du premier théoreme d’isomor-
phisme.

Théoréme 7.13 (Théoréme de plongement de Freyd-Mitchell). Toute
petite catégorie abélienne A admet un foncteur exact et pleinement fidele

F: A— R-Mod

pour un certain anneau, R. En particulier, toute relation diagrammatique
valable dans les catégories de modules est valable dans toute catégorie
abélienne.

Démonstration. La démonstration compléte, due a Freyd (1964) et Mitchell
(1965), est longue et technique. L’idée est la suivante :

1. On fixe un générateur U de A (qui existe car A est petite abélienne).

2. Onpose R = End 4(U)°? et on considére le foncteur F' = Homy (U, —): A —

R-Mod.

3. On montre que F est exact et pleinement fidéle en utilisant le fait que
U est un générateur.

Nous renvoyons a [2] ou [3] pour les détails.

Remarque. Le théoréme de Freyd-Mitchell justifie la technique de la
chasse au diagramme : pour démontrer un résultat dans une catégorie
abélienne abstraite, il suffit de le vérifier pour les modules, ot l’on peut
travailler avec des éléments.
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7.4 Exemples de catégories abéliennes

Exemple 7.14 (Modules sur un anneau). Pour tout anneau R (commu-
tatif ou non), la catégorie R-Mod est abélienne. Les noyauz et conoyaux
sont les noyaux et conoyauxr de morphismes de modules au sens usuel, et

la condition tmage = coimage est le premier théoreme d’isomorphisme :
M/ker f =im f.

Exemple 7.15 (Groupes abéliens). Ab = Z-Mod est le cas particulier
R=17.

Exemple 7.16 (Faisceaux de modules). Soit (X, Ox) un espace annelé.
La catégorie Ox-Mod des faisceauxr de Ox-modules est abélienne. Les
noyauz sont calculés section par section (le noyau préfaisceautique est
déja un faisceau), mais les conoyaux nécessitent une faisceautisation.

Exemple 7.17 (Foncteurs vers Ab). Si C est une petite catégorie, alors
la catégorie des foncteurs Fun(C, Ab) est abélienne, les noyauz et co-
noyauz étant calculés argument par argument (« point par point »).

Exemple 7.18 (Contre-exemple : groupes non abéliens). La catégo-
rie Grp des groupes (non nécessairement abéliens) n’est pas abélienne.
FElle est pointée (le groupe trivial est un objet nul) et admet noyaux et
conoyaux, mais la condition échoue : le morphisme canonique
coim f — im f n’est pas toujours un isomorphisme. En effet, im f au
sens catégorique est le plus petit sous-groupe normal contenant [tmage
ensembliste, qui peut différer du quotient G/ ker f.

7.5 Suites exactes
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Définition 7.19 (Suite exacte en un point). Soit A une catégorie abé-
lienne. Une suite de morphismes

AL BS% ¢

est dite exacte en B siim f = kerg (comme sous-objets de B). De
maniere équivalente, go f = 0 et, pour tout h: X — B avec goh =0, le
morphisme h se factorise (uniquement) par im f.

Définition 7.20 (Suite exacte courte). Une suite exacte courte est
une suite

0 vy AL, ¢
qui est exacte en A, B et C. Cela signifie :

~
(@]

(i) [ est un monomorphisme (ker f =0);
(i1) g est un épimorphisme (cokerg=10);
(111) im f = kerg.

On note souvent une telle suite 0 - A — B — C — 0.

Exemple 7.21. (i) Dans Ab : 0 — Z °% 7 — Z/nZ — 0 pour tout
n>1.

(i) Dans R-Mod : si N < M est un sous-module, alors 0 — N —
M — M/N — 0 est exacte.

(111) La suite 0 — Z 27— Z]27 — O est une suite exacte courte qui
ne scinde pas.

Définition 7.22 (Suite exacte scindée). Une suite exacte courte 0 —

AL B 00 est scindée si lune des conditions équivalentes sui-
vantes est satisfaite :

(1) il existe s: C'— B tel que g o s = id¢ (section de g) ;
(11) il existe r: B — A tel que ro f =idy (rétraction de f);

(iii)) B = A& C via un isomorphisme compatible avec f et g.
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7.6 Foncteurs exacts

Définition 7.23 (Foncteur exact a gauche, a droite, exact). Soit F': A —
B un foncteur additif entre catégories abéliennes.

(i) F est exact a gauche s’il transforme toute suite exacte courte
0—+A—B—C—0 en une suite exacte 0 - FA — FB — FC.

(i) F est exact a droite s’il transforme toute suite exacte courte 0 —
A — B — C — 0 en une suite evacte FA — FB — FC — 0.

(i1i) F est exact s’il est exact o gauche et a droite, c’est-a-dire s’il
préserve les suites exactes courtes.

Proposition 7.24. Pour tout objet A d’une catégorie abélienne A, les
foncteurs

Hom4(A,—): A— Ab et Homy(—, A): A — Ab

sont exacts a gauche.

Démonstration. Soit 0 — B’ i> B % B” — 0 une suite exacte courte. On
doit montrer que

0 — Hom(A, B) LN Hom(A, B) £ Hom(A, B")

est exacte.

Injectivité de f.. Si foh =0 pour h: A — B’, alors h se factorise par
ker f =0, donc h = 0.

FEzactitude en Hom(A, B). On a g, o f. = (g o f). = 0. Réciproquement,
si gow = 0 pour p: A — B, alors ¢ se factorise par ker g = im f, donc il
existe ¥: A — B avec f o1 = p. L’argument pour Hom(—, A) est dual. [

Exemple 7.25. Le foncteur — ®@r N: R-Mod — Ab est exact a droite
mais pas exact en général. La mesure de sa non-exactitude a gauche est
le foncteur Tor, que nous étudierons au chapitre [§
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7.7 Le lemme du serpent

Théoréme 7.26 (Lemme du serpent). Soit A une catégorie abélienne.
Etant donné un diagramme commutatif a lignes exactes

A g9 s 0
T
0 s A ! s B v, C

il existe un morphisme connectant §: ker c — coker a et une suite exacte

kera — kerb — kerc -2 cokera —s cokerb —s coker c.

De plus, si A" — B’ est un monomorphisme (c’est-a-dire la ligne supé-
rieure est exacte aussi G gauche), alors kera — kerb est un monomor-
phisme. Dualement, si B — C' est un épimorphisme, alors cokerb —
coker ¢ est un épimorphisme.

Démonstration. Par le théoréme de Freyd—Mitchell, il suffit de démontrer ce
résultat dans R- Mod, ot I'on peut raisonner sur les éléments. Nous donnons
néanmoins une preuve diagrammatique qui peut étre formalisée dans toute
catégorie abélienne.

Etape 1 : Morphismes entre noyaux. Puisque foaokera’ =bo f’ o
kera’ = bo f'okerd’ et le carré commute (bo f' = foa), la restriction de b &
ker a donne un morphisme ker a — ker b (car bo(f'okera’) = fo(aokera’) =
fo0 =0, et fest un monomorphisme dans la ligne inférieure lorsque la suite
est exacte a gauche). Plus précisément, pour tout x € kera, on a a(z) = 0,
donc b(f'(x)) = f(a(x)) = 0, ce qui signifie f'(z) € kerb. De méme, on

construit ker b — kerc.

Etape 2 : Construction du morphisme connectant §. Soit z € ker c.
Comme ¢ est surjectif, il existe y € B’ tel que ¢'(y) = z. Considérons

b(y) € B. On a

donc b(y) € ker g = im f, et il existe € A (unique car f est injectif) tel que
f(z) = b(y). On pose

d(z) = classe de x dans cokera = A/ima.
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Bonne définition. Si y; est un autre relévement de z, alors y—y; € ker ¢’ =
im [, donc y — y; = f'(w) pour un w € A’. Alors b(y) — b(y1) = b(f'(w)) =
fla(w)), ot x — x; = a(w) € ima, et les classes coincident.

Etape 3 : Exactitude en kerc. Soit z € ker ¢ dans I'image de ker b —
ker ¢, c’est-a-dire z = ¢'(y) avec b(y) = 0. Alors on peut prendre x = 0 (car
f(0) =0 =0b(y)), donc §(z) = 0.

Réciproquement, si §(z) = 0, alors © = a(w) pour un w € A’. Posons
v =y — Fw). Alors ¢'(o) = ¢'(y) = = et blyo) = bly) — b(f'(w)) —
f(z) — fla(w)) = f(x — ) =0, donc yy € kerb et z provient de ker b.

Etape 4 : Exactitude en coker a. Soit Z € cokera I'image d’'un = € A
par la projection. Alors & € imJ si et seulement si il existe y € B’ avec
f(z) = b(y), c’est-a-dire Z est dans le noyau de coker a — cokerb (car f(z) =
b(y) signifie que f(x) € imb). D’ou I'exactitude en coker a.

Les vérifications de 'exactitude en ker a, ker b, coker b et coker ¢ sont si-
milaires et laissées au lecteur (exercice [7.3). ]

Le diagramme complet du lemme du serpent est souvent représenté ainsi :

kera s ker b s kerc j

I g
s A s B’ s O s 0
a b c
1 ; 1 , 1
0 s A s B s C

¥ ¥ ¥

cokera —— cokerb ———— cokerc

7.8 Le lemme des cing

Théoréme 7.27 (Lemme des cing). Soit un diagramme commutatif dans
une catégorie abélienne dont les lignes sont exactes :

d d d d
A1 s A2 2 Ag SE A4 SEE A5
R
€1 €2 €3 €4
Bl > BQ > B3 > B4 > B5
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(i) Si oy est un épimorphisme et ag,cy sont des monomorphismes,
alors oz est un monomorphisme.

(i1) Si as est un monomorphisme et as,ay sont des épimorphismes,
alors as est un épimorphisme.

(i1i) En particulier, si ay, ag, oy, a5 sont des isomorphismes, alors ag est
un isomorphisme.

Démonstration. Par le théoréme de Freyd—Mitchell, il suffit de raisonner dans
R-Mod.

(i) a3 est un monomorphisme. Soit x € A3 tel que az(xz) = 0. Alors
es(as(z)) = 0, donc ay(ds(x)) = 0 (par commutativité). Comme 4 est un
monomorphisme, d3(x) = 0. Par exactitude de la ligne supérieure en As, il
existe y € Ay tel que dy(y) = .

Considérons as(y) € Bs. On a ex(as(y)) = as(ds(y)) = az(z) = 0. Par
exactitude de la ligne inférieure en By, il existe z € By tel que e1(2) = aa(y).
Comme «; est un épimorphisme, il existe w € A; avec aj(w) = z. Alors

az(di(w)) = e1(ar(w)) = ei(2) = aa(y).

Comme a5 est un monomorphisme, d;(w) = y, donc z = dy(y) = da(d1(w)) =
0 par exactitude (dy o d; = 0 car imd; C kerds). Donc a3 est un monomor-
phisme.

(ii) a3 est un épimorphisme. Argument dual. Soit b € Bs. On a
a; (es(b))... plus précisément, e3(b) € By et comme «y est un épimorphisme,
il existe ay € Ay avec ay(aq) = e3(b).

Considérons ey(e3(b)) = 0 (par exactitude). Donc eq(ay(as)) = 0, ce qui
donne a(dy(as)) = 0. Comme « est un monomorphisme, dy(ay) = 0. Par
exactitude en Ay, il existe az € Ag avec dz(ag) = ay.

Posons b = b — as(az). Alors e3(d') = e3(b) — es(as(az)) = ez(b) —
ay(dz(as)) = e3(b) — ay(ay) = 0. Par exactitude en Bs, il existe by € By
avec eg(by) = V. Comme ay est un épimorphisme, il existe ay € Ay avec
Oég(@g) = bg. Alors Oé3(d2(a2)) = 62(0[2(@2)) = Gg(bg) =y.Doub= Oég((bg) +
az(ds(ag)) = as(ag + do(az)), et asz est surjectif. O

Corollaire 7.28 (Lemme court des cinqg). Soit un diagramme commutatif
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a lignes exactes courtes :

0 s A’ s B s ! s 0
I
0 s A > B s C > 0

Si ety sont des isomorphismes, alors B est un isomorphisme.

Démonstration. On compléte par 0 — 0 & gauche et 0 — 0 a droite pour
obtenir un diagramme de cinq colonnes, puis on applique le lemme des cinq
avec ap = ai = idg, g = o, ay = 7. O

7.9 Objets injectifs et projectifs

Définition 7.29 (Objet projectif). Un objet P d’une catégorie abélienne
A est projectif si le foncteur Hom4 (P, —) est ezact, c’est-a-dire si pour
tout épimorphisme g: B — C et tout morphisme f: P — C, il existe

f:P— B tel quego f=f:

P
7 /// lf
]<
B 2% (O

N

~
S

Définition 7.30 (Objet injectif). Dualement, un objet I est injectif si
Hom(—, I) est exact, ¢’est-a-dire si pour tout monomorphisme f: A —
B et tout morphisme g: A — I, il existe g: B — I avec go f =g :

Proposition 7.31. Tout R-module libre est projectif. Plus généralement,
les facteurs directs de modules libres (modules projectifs) sont projectifs.

Démonstration. Soit F' = @,.; R un module libre. Un morphisme f: F' — C'
est déterminé par les images f(e;) € C des générateurs. Si g: B — C' est
surjectif, on choisit pour chaque i un b; € B avec g(b;) = f(e;). La propriété
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universelle du module libre donne un unique f: F — B avec f(e;) = b;, et
gof=1r O

Théoréme 7.32 (Critére de Baer). Un R-module I est injectif si et
seulement si pour tout idéal J C R et tout morphisme f: J — I, il existe
une extension f: R — I avec f|; = f.

Démonstration. La nécessité est immédiate (prendre le monomorphisme J <
R). Pour la suffisance, soit f: A < B un monomorphisme et g: A — I un
morphisme. On utilise le lemme de Zorn sur I’ensemble des extensions par-
tielles de g le long de sous-modules de B contenant A. Un élément maxi-
mal (M,h) doit avoir M = B : sinon, on prend b € B\ M et on pose

J={re R:rbe M}. La composée .J 2 ML T s'stend A R par hypo-
these, ce qui permet d’étendre h & M + RbD, contredisant la maximalité. [

Définition 7.33 (Assez d’injectifs / de projectifs). Une catégorie abé-
lienne A a assez d’injectifs si tout objet A admet un monomorphisme
A — I avec I injectif.

Dualement, A a assez de projectifs si tout objet A admet un épimor-
phisme P — A avec P projectif.

Théoréme 7.34. Pour tout anneau R, la catégorie R-Mod a assez d'in-
jectifs et assez de projectifs.

Démonstration. Assez de projectifs. Tout module M est quotient d’un mo-
dule libre (prendre le module libre sur un ensemble de générateurs de M), et
les modules libres sont projectifs.

Assez d’ingectifs. On utilise le plongement de Baer. Tout groupe abélien
A se plonge dans un groupe abélien divisible (donc injectif en tant que Z-
module). Pour un R-module M, on plonge le Z-module sous-jacent dans un
Z-module injectif @), puis on montre que Homy (R, @) est un R-module injectif
et que lapplication M — Homy(R, Q) définie par m — (r — rm € Q) est
un monomorphisme de R-modules. O]
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7.10 Reésolutions

Définition 7.35 (Résolution projective). Soit A un objet d’une catégorie
abélienne A. Une résolution projective de A est une suite exacte

do o
s P, s P, y PBp —=— A s 0

ot chaque P, est projectif. On note Py, — A une telle résolution.

Définition 7.36 (Résolution injective). Dualement, une résolution in-
jective de A est une suite exacte

~

n d° dt
0 y A s J° s y 12

ot chaque I™ est injectif. On note A — I°.

Proposition 7.37. Si A a assez de projectifs (resp. d’injectifs), tout
objet admet une résolution projective (resp. injective).

Démonstration. Pour une résolution projective : on choisit un épimorphisme
Py — A avec P, projectif, puis un épimorphisme P, — ker(Py — A) avec
P, projectif, et ainsi de suite par récurrence. L’argument pour les résolutions
injectives est dual. O

Théoréme 7.38 (Lemme de comparaison). Soit f: A — B un mor-
phisme, P, — A une résolution projective et Qe — B une suite exacte
quelconque (pas nécessairement projective). Alors il existe un morphisme
de chaines po: Py — Qo relevant f, et deux tels relevements sont homo-
topes.

Démonstration. On construit ¢,: P, — @, par récurrence. Pour n = 0 :
on a eg oy = foey, et comme Fy est projectif et ep est surjectif, le
relévement existe. Pour le pas de récurrence : on utilise la projectivité de P,
et 'exactitude de )4 pour construire ¢,, relevant le morphisme induit sur les
noyaux.

L’unicité a homotopie prés se démontre de maniére similaire, en construi-
sant une homotopie s, : P, — ),,+1 par récurrence, utilisant & chaque étape
la projectivité de P,. O
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7.11 Exercices

Exercice 7.1. Montrer qu’un foncteur additif F: A — B entre catégories
additives préserve ['objet nul et les biproduits.

Exercice 7.2. Soit A une catégorie abélienne et f: A — B un mor-
phisme. Montrer que :

(a) f est un monomorphisme si et seulement si ker f =0
(b) f est un épimorphisme si et seulement si coker f =0 ;

(c) f est un isomorphisme si et seulement si ker f =0 et coker f = 0.

Exercice 7.3. Compléter les détails de la preuve du lemme du serpent
(théoréme en vérifiant l’ezactitude de la suite ker a — ker b — ker ¢
et coker a — coker b — coker c.

Exercice 7.4. (Lemme du fer a cheval.) Soit0 — A" - A — A" — 0
une suite exacte courte dans une catégorie abélienne ayant assez de pro-
jectifs. St P, — A’ et P! = A" sont des résolutions projectives, montrer
qu’il eziste une résolution projective Py — A avec P, = P, @ P! qui s’in-
sere dans une suite exacte courte de compleres 0 — P, — P, — P — 0.

Exercice 7.5. Soit 0 - A ENY:3ER C — 0 une suite exacte courte dans
R-Mod. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite est scindée ;
(i1) g admet une section ;
(iii) f admet une rétraction ;

(iv) pour tout module M, la suite 0 — Hom(M, A) — Hom(M, B) —
Hom(M,C) — 0 est exacte.

En déduire qu’un module C' est projectif si et seulement si toute suite
exacte courte 0 - A — B — C' — 0 est scindée.

Exercice 7.6. Un groupe abélien A est dit divisible si pour tout n > 1
et tout a € A, il existe b € A avec nb = a.

(a) Montrer que Q et Q/Z sont divisibles.

(b) Montrer qu’un groupe abélien est injectif (dans Ab) si et seulement
sl est divisible. Indication : utiliser le critére de Baer.
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(c) En déduire que Ab a assez d’injectifs.

Exercice 7.7. (Lemme 3 x 3.) Soit un diagramme commutatif dans
une catégorie abélienne dont les colonnes et les deux premiéres lignes
sont exactes :

0 0 0
0 s A s B/ s O s 0
0 > A > B > C > 0

Montrer que la troisieme ligne est également exacte. Indication : appliquer
deux fois le lemme du serpent.

Exercice 7.8. Soit A une catégorie abélienne. On dit que A satisfait
laxiome ABS si A admet toutes les colimites filtrantes et si les colimites
filtrantes commutent auz suites exactes. Montrer que R-Mod satisfait

ABS.
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Les catégories dérivées, introduites par Grothendieck et développées par
Verdier dans sa thése (1967), fournissent le cadre conceptuel adéquat pour
I’algébre homologique. L’idée fondatrice est simple mais profonde : au lieu de
travailler avec un objet A et ses résolutions, on travaille directement avec la
catégorie des complexes de chaines, en « inversant » les quasi-isomorphismes.
Ce processus de localisation produit la catégorie dérivée D(A), dans laquelle
un objet et sa résolution deviennent isomorphes. La structure supplémentaire

de catégorie triangulée encode 'information des suites exactes longues.
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8.1 Complexes de chaines

Définition 8.1 (Complexe de chaines). Soit A une catégorie abélienne.
Un complexe de chaines (ou complexe cochain) dans A est une suite
(A", d") ez d’objets et de morphismes

n—1 n
) g oAn—1 4" An 4 pAntl N

telle que d™ o d"~! = 0 pour tout n € Z. Les morphismes d* sont appelés
les différentielles. On note le compleze A® ou (A°®,d).

Définition 8.2 (Morphisme de complexes). Un morphisme de com-
plexes f: A* — B® est une famille de morphismes (f": A" — B"),ez,
telle que le diagramme suivant commute pour tout n :

An A s An+1

fnl lfnJrl

n

B" B s Bn—l—l

c’est-a-dire frt o d? = d% o f".

Notation. On note Ch(A) la catégorie dont les objets sont les complezes de
chaines dans A et les morphismes sont les morphismes de complexes. On
note aussi :

— Ch™(A) : complexes bornés inférieurement (A" =0 pour n < 0);
— Ch™(A) : complezes bornés supérieurement (A™ =0 pour n>>0);

— Ch®(A) : complexes bornés (A™ = 0 pour |n| > 0).

Définition 8.3 (Cohomologie d'un complexe). Le n-iéme objet de co-
homologie du complere A® est

H"(A®) =kerd"/imd" " = ker(d": A" — A™™") /im(d"~': A"~1 — A").

Ceci a un sens car imd"~! C kerd" (puisque d"od™ ' =0). Les éléments
de ker d* sont les n-cocycles et ceux de imd"~! les n-cobords.

Proposition 8.4. La cohomologie définit un foncteur H": Ch(A) — A
pour chaque n € 7.
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Démonstration. Soit f: A®* — B® un morphisme de complexes. Comme f"
envoie ker d’ dans kerd?} (par commutativité) et imd’y ' dans imdj ", il
induit un morphisme H"(f): H"(A®*) — H"(B®). La fonctorialité (H"(id) =
idet H*(go f) = H"(g) o H™(f)) est immédiate. O

Proposition 8.5. Si A est abélienne, alors Ch(A) est abélienne, les
noyauz, conoyauz et (co)images étant calculés degré par degré.

Démonstration. On vérifie les axiomes. L’objet nul est le complexe nul. Le
biproduit est (A®B)" = A"®B" avec djo 5 = dy ®d. Le noyau de f: A* —
B* est le complexe (ker [, d"|xer fn )nez, qui est bien un sous-complexe car d"
envoie ker f* dans ker f**'. De méme pour le conoyau. La condition image
= coimage se vérifie degré par degré car elle est satisfaite dans A. [

8.2 Homotopie de chaines et catégorie homoto-
pique

Définition 8.6 (Homotopie de chaines). Soient f,g: A®* — B® deux
morphismes de complexes. Une homotopie de chaines de f vers g est
une famille de morphismes (s": A™ — B"1),¢z telle que

ff—gt=dytos"+s"od} pour tout n € Z.

dnfl dn
6 — A”_l A_) AP —A) ATH‘l ——% 000

P /// gt ///
/// ///
Kon—1 ”
d K gn
B

— Bl E o pn Byapntl L

On dit que f et g sont homotopes et on note f ~ g.

Proposition 8.7. La relation d’homotopie ~ est une relation d’équiva-
lence sur Homcn(a)(A®, B®), compatible avec la composition.

Démonstration. Réflexivité : f ~ f avec s™ = 0. Symétrie : si s est une
homotopie de f vers g, alors —s est une homotopie de g vers f. Transitivité :
si s est une homotopie de f vers g et t de g vers h, alors s + t est une
homotopie de f vers h.

Compatibilité. Si f ~ g: A* — B® viaset h: B®* — C*® alors hof ~ hog
via hos. Sih: C* — A®, alors foh~ goh via so h. ]
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Proposition 8.8. Si f ~ g: A* — B*, alors H"(f) = H"(g) pour tout
n.

Démonstration. Soit [a] € H"(A®), c’est-a-dire a € ker d’;. Alors
f(a) = g"(a) = di ' (s"(a)) + 5" (d4(a)) = djy ' (s"(a)) + 0 € imdg ",

donc [f™(a)] = [¢"(a)] dans H"(B®). O

Définition 8.9 (Catégorie homotopique). La catégorie homotopique
K (A) est la catégorie dont :

— les objets sont les complexes de chaines dans A ;

— les morphismes sont les classes d’homotopie : Hompg(4)(A®, B*) =
HOIIlCh(A)(A., B')/N

On définit de méme K+ (A), K—(A), K°(A).

Définition 8.10 (Equivalence d’homotopie). Un morphisme de com-
plexes f: A* — B® est une équivalence d’homotopie s’il devient
un isomorphisme dans K(A), c’est-a-dire s’il existe g: B* — A® avec
go f~idge et fog~idpe.

8.3 Quasi-isomorphismes et localisation

Définition 8.11 (Quasi-isomorphisme). Un morphisme de complexes

~

f: A* — B°® est un quasi-isomorphisme si H"(f): H"(A®*) —
H"(B®) est un isomorphisme pour tout n € Z.

Remarque. Toute équivalence d’homotopie est un quasi-isomorphisme
(par la proposition , mais la réciproque est fausse en général.

Exemple 8.12. Dans Ab, considérons les complexes

A 05Z3Z—50 e B 0-50—Z/2Z—0

(concentrés en degrés 0 et 1). Le morphisme f: A® — B*® donné par f° =
0 et f!' = projection est un quasi-isomorphisme (H° = 0, H' = 7Z/27
pour les deux), mais pas une équivalence d’homotopie.
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Définition 8.13 (Localisation d’une catégorie). Soit C une catégorie et
S une classe de morphismes. La localisation C[S™'| est une catégorie
munie d’un foncteur Q: C — C[S™! tel que :

(1) Q(s) est un isomorphisme pour tout s € S ;

(i1) Q est universel pour cette propriété : pour tout foncteur F': C — D
tel que F(s) est ~un isomorphisme pour tout s € S, il existe un
unique foncteur F: C[S™Y — D avec FoQ = F.

Remarque. La localisation existe toujours (modulo des problémes en-
semblistes), mais les morphismes dans C[S™!] sont en général des « frac-
tions » formelles sy o fosy o fyo---, ce qui rend la catégorie difficile a
manipuler. La notion de systéme multiplicatif permet de simplifier cette
description.

Définition 8.14 (Systéme multiplicatif). Une classe S de morphismes
dans une catégorie C est un systéme multiplicatif si :

(MS1) S contient toutes les identités et est stable par composition ;

(MS2) (Condition d’Ore a gauche et a droite.) Pour tout diagramme
AL CEBaveese S, il existe un diagramme A &£ D B avec
teSetfot=sog (et dualement) :

g

(MS3) Pour f,g: A — B, il existe s € S avec so f = so g si et seulement
s’il existet € .S avec fot=got.

Proposition 8.15. La classe des quasi-isomorphismes dans K(A) forme
un systeme multiplicatif.

Démonstration. La vérification de est immédiate. Pour|(MS2)[et|(MS3)]
on utilise la construction du cone de mapping (voir ci-dessous) et les proprié-
tés de la catégorie homotopique. Nous omettons les détails techniques. [
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8.4 La catégorie dérivée

Définition 8.16 (Catégorie dérivée). La catégorie dérivée D(A) est
la localisation de la catégorie homotopique K(A) par rapport aux quasi-
1somorphismes :

D(A) = K(A)[Qis™].
On définit de méme les variantes bornées :
— D*(A) = KT(A)[Qis '] ;
— D~ (A) = K~ (A)[Qis™"];
— D(A) = K*(A)[Qis™].

Remarque. Un morphisme A* — B*® dans D(A) est représenté par un

toit :
Sl N

A* B*

ol s est un quasi-isomorphisme. La composition de deux toits nécessite

la condition d’Ore (MS2).

Théoréme 8.17. Si A a assez d’injectifs, le foncteur naturel
K™ (Z) — DT (A)

est une équivalence de catégories, ou L désigne la sous-catégorie pleine des
objets injectifs de A. Autrement dit, tout objet de Dt (A) est isomorphe
a un complexe d’injectifs.

Démonstration. Essentielle surjectivité. Soit A®* € DT (A). Par récurrence,
on construit une résolution injective I* du complexe A® : c¢’est un complexe
d’injectifs muni d’un quasi-isomorphisme A®* — I*. Cette construction géné-
ralise les résolutions injectives d'un seul objet (proposition .

Pleine fidélité. 11 faut montrer que si I°, J® sont des complexes bornés
inférieurement d’injectifs, alors

HOIHK+(A)([., J.) L> HOHID+(A)(I., J')

L’injectivité vient du fait qu’un morphisme homotope & zéro vers un complexe
d’injectifs est nul dans la catégorie dérivée. La surjectivité utilise le fait que
tout toit peut étre « redressé » en utilisant I'injectivité des composantes. [
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8.5 Le foncteur de décalage et le cone de map-
ping

Définition 8.18 (Foncteur de décalage). Le foncteur de décalage (ou
translation) [1]: Ch(A) — Ch(A) est défini par

(A[L])" =A™, iy = —di

Pour un morphisme f: A* — B*®, on pose (f[1])" = f"*'. Plus générale-
ment, Ak]" = A" avec dyy, = (—1)kdt*.

Définition 8.19 (Coéne de mapping). Soit f: A* — B® un morphisme
de complexes. Le cone de mapping de f, noté Cone(f), est le complexe
défini par

Cone(f)" = A" @ B"

avec la différentielle

n — _dz+1 0 3 An-‘rl o BY —s An+2 D Bn+1
Cone(f) — fn+1 d% : :

Proposition 8.20. Pour tout morphisme de complezes f: A®* — B*®, on
a une suite de morphismes de complexes

A

> B® —— Cone(f) —/—— A[1]*

ou "(b) = (0,b) et #"(a,b) = a. De plus, cette suite induit une suite
ezacte longue en cohomologie :

s HrA Y (B — HM(Cone(f)) — HMH(A®) — -

Démonstration. On vérifie d’abord que d%one(f) =0:

—di? 0\ (=di 0 _ Ayt 0\ _,
fn+2 d%+1 fn+1 d% _fn+2dr;l+1 4 d%Jrlfn—i—l d;_l;ld% )

utilisant > =0 et fody =dgo f.
Pour la suite exacte courte de complexes, on a 0 — B* = Cone(f) =
A[1]* — 0 qui est exacte degré par degré. La suite exacte longue en cohomo-
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logie en découle (voir théoréme [8.30)). Le morphisme connectant H"™(A[1]°)
H"(A®*) — H""(B*) s'identifie & H"(f).

oo

8.6 Structure triangulée

Définition 8.21 (Catégorie triangulée). Une catégorie triangulée est
un triplet (T,[1],A) ot :
— T est une catégorie additive ;
— [1]: T — T est un automorphisme (le foncteur de translation) ;
— A est une classe de suites A = B = C = A[1] appelées triangles
distingués,

satisfaisant les axiomes suivants.

Définition 8.22 (Axiomes TR1-TR4(\TR1) (Identité et complé-
tion.)

(a) Pour tout objet A, le triangle A Y A0 A[l] est distin-
qué.
(b) Tout morphisme u: A — B peut étre complété en un triangle
distingué A = B — C — A[l].
(c) Tout triangle isomorphe & un triangle distingué est distingué.
TR2) (Rotation.) Un triangle A = B = C = A[l] est distingué si et

seulement si B = C = A[l] = BI1] est distingué.

TR3) (Morphisme de triangles.) Etant donnés deux triangles distin-
gqués et des morphismes f,qg formant un carré commutatif comme
ci-dessous, il existe un morphisme h complétant le diagramme en
un morphisme de triangles :

A—— B —— C —— A[l]
lf lg h lf[l]
A s B o s A

TR4) (Aziome de l’octaédre.) Etant donnés des morphismes u: A —
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B etv: B— C, et des triangles distingués

A% B— D — Al
B> C — E— Bl
A 0 F - AL,

il existe un triangle distingué D — F — E — DI1] tel que le
diagramme complet commute.

Théoréme 8.23. La catégorie homotopique K(A), munie du foncteur
de décalage [1] et des triangles de la forme

AL B4 Cone(f) = A[1]*

(et de leurs isomorphes), est une catégorie triangulée.

Démonstration. Nous vérifions les axiomes.

(TR1)|: (a) Le cone de id: A* — A® est homotopiquement trivial :
Cone(id)" = A" @ A™ avec la différentielle qui en fait un complexe acyclique
(exercice). (b) Par définition, tout f donne un triangle via le cone. (¢) Par
définition de la classe A.

(TR2)|: La rotation des triangles se vérifie par un calcul explicite d’ho-
motopie entre Cone(r) et A[1]°.

(TR3)|: On construit A composante par composante en utilisant les pro-
priétés universelles dans la catégorie homotopique.

(TRA4)|: Vérification par construction explicite, voir par exemple Weibel
4, 1.5]. O

Corollaire 8.24. La catégorie dérivée D(A) hérite d’une structure tri-
angulée. De méme pour D (A), D~ (A) et D°(A).

8.7 Foncteurs dérivés

Définition 8.25 (Foncteur dérivé a droite). Soit F': A — B un foncteur
exact a gauche entre catégories abéliennes, avec A ayant assez d’injectifs.
Le foncteur dérivé a droite RF: DY (A) — DT (B) est défini comme
suit :

1. Pour A* € D*(A), on choisit une résolution injective A®* = I* ;
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2. On pose RF(A®*) = F(I*) (application de F degré par degré).

Ceci est bien défini (indépendant du choix de résolution, a isomor-
phisme canonique prés dans DY (B)) par le lemme de comparaison (théo-

reme .

Définition 8.26 (Foncteur dérivé a gauche). Dualement, si F': A — B
est exact a droite et A a assez de projectifs, le foncteur dérivé a gauche
LF: D~ (A) — D~ (B) est défini par LF(A®) = F(P®) ou P* = A® est

une résolution projective.

Définition 8.27 (Foncteurs dérivés classiques). Pour un objet A vu
comme complexe concentré en degré 0, on pose :

R"F(A) = H"(RF(A)) pour tout n > 0.

On a R°F = F (car F est exvact a gauche). De méme, L,F(A) =
H™(LF(A)) avec LoF = F.

Définition 8.28 (Ext et Tor). Soit R un anneau et A, B des R-modules.

(i) Les groupes d’extension sont
Exti(A, B) = R"Hompg(A, —)(B) = H"(Hompg(A, I*))

ou B — I* est une résolution injective. Alternativement,
Exti(A, B) = H"(Homg(P,, B)) oo P, — A est une résolution
projective.

(ii) Les groupes de torsion sont
Tor®(A,B) = L,(A®g —)(B) = H,(A®g P,)

ou Py, — B est une résolution projective.

Remarque. Les foncteurs Ext et Tor sont balancés : on peut calculer
Ext', (A, B) soit via une résolution projective de A, soit via une résolution
injective de B, et on obtient le méme résultat (G isomorphisme canonique
pres). De méme, Tor' (A, B) peut étre calculé en résolvant soit A, soit

B.
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Proposition 8.29. On a les identifications :

Ext%(A, B) = Homg(A, B),  Torf(A, B) = A®g B.

Démonstration. Pour Ext” : H*(Homg(P,, B)) = ker(Hom(Py, B) — Hom(P,, B)),
qui s’identifie a Hom(A, B) par exactitude de 0 — Hom(A, B) — Hom(FP, B) —
Hom(Py, B) (le foncteur Hom(—, B) est exact & gauche). L’argument pour

Tory est analogue. O]

8.8 Suite exacte longue en cohomologie

Théoréme 8.30 (Suite exacte longue). Soit 0 — A® ENY ;NI G Iy
une suite exacte courte de complexes dans une catégorie abélienne. Alors
il existe des morphismes connectants 6™: H"(C®) — H"(A®) et une
suite exacte longue

. — B (A YW Hn (B Hr(00) & B (A — -

De plus, 6™ est naturel en les suites exactes courtes.

Démonstration. Construction de ¢". Soit [c] € H"(C®), représenté par
c € C"avec d(c) = 0. Comme g" est surjectif, il existe b € B" avec ¢g"(b) = c.
Considérons d’(b) € B"™. On a

g™ H(d (b)) = dgs (9" (b)) = dgs(c) = 0,

donc d%(b) € ker g™ = im " et il existe un unique a € A"™! avec
frHa) = dp(b).

a est un cocycle. On a fr2(d (a)) = d5™ (7 (a)) = d5t(d3 (b)) = 0,
et comme f"*? est injectif, d’;t'(a) = 0.

Bonne définition. Si b/ est un autre relévement de ¢, alors b—b' € ker g" =
im f", donc b — b = f"(ao) et diy(b) — dip(V') = dp(f"(a0)) = [ (d}(a0)),
d'ot a — ' = d%(ap) € imd’.

On pose 6"([c]) = [a] € H"1(A®).

Exactitude en H"(C®). 0" o H"(g) = 0 : si [¢] = H"(g)([bo]) avec
d%(bo) = 0, on peut prendre b = by et alors d(b) = 0, donc a = 0.

Réciproquement, si 6"([¢]) = 0, alors a = d’(ag) et V' = b — f"(ag) vérifie
dp(b') = f"H(a — dj(ag)) = 0 et g"(V) = ¢, donc [c] = H"(g)([V']).
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Exactitude en H""(A®). H" 1 (f)od™ = 0: H"™(f)([a]) = [/ (a)] =
[d’%(b)] = 0 dans H"(B®).

Réciproquement, si [a] € ker H"1(f), alors f"*1(a) =
B™, et ¢ = g"(b) est un cocycle (car di(c) = g™ (dg(b)) =
0), avec 6" ([c]) = [a].

L’exactitude en H"(A®) et H"(B*) se vérifie de maniére analogue. O

d%(b) pour un b €
gn

() =

Corollaire 8.31. Soit F': A — B un foncteur exact a gauche et 0 —
A = B — C — 0 une suite exacte courte dans A. Alors on a une suite

exacte longue
0— FA — FB — FC % R'F(A) — R'F(B) — R'F(C) — ---
En particulier, pour F' = Homg(M, —) :

0 — Hom(M, A) — Hom(M, B) — Hom(M,C) — Ext'(M,A) — -

Démonstration. On applique RF a la suite exacte courte (vue comme triangle
distingué dans DT (A)), ce qui donne un triangle distingué dans D*(B). La
suite exacte longue en cohomologie associée a ce triangle donne le résultat.

O

8.9 Exercices

Exercice 8.1. Montrer que Cone(id 4¢) est un complexe acyclique (c’est-
a-dire H"(Cone(id)) = 0 pour tout n), et construire explicitement une
homotopie contractante.

Exercice 8.2. Montrer qu’un morphisme de complexes f: A®* — B® est
un quasi-isomorphisme si et seulement si Cone(f) est acyclique.

Exercice 8.3. Calculer Exty(Z/mZ,7/kZ) pour tous m,k > 1 et tout

n > 0. Indication : utiliser la résolution projective 0 — Z X7 —
Z/mZ — 0.

Exercice 8.4. Calculer Tor%(Z/mZ,Z/k7) pour tous m,k > 1 et tout
n > 0.
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Exercice 8.5. Soit R un anneau et A,C des R-modules. Montrer que
Extr(C, A) classifie les suites exactes courtes 0 = A — B — C — 0 a
équivalence de Yoneda prés.

Indication : a une telle suite, associer [image de id¢c par le morphisme

connectant Hom(C, C) — Ext'(C, A).

Exercice 8.6. Montrer qu’une catégorie triangulée non triviale n’est pas
abélienne.

Indication : dans une catégorie triangulée, Hom(A, B) est un groupe abé-
lien et les suites exactes sont remplacées par des triangles. Montrer que
les biproduits ne coincident pas avec les produits en général dans une
catégorie triangulée.

Exercice 8.7. Soit A un groupe abélien. Montrer que dans D(Ab), A (vu
comme compleze concentré en degré 0) est isomorphe a toute résolution
projective ou injective de A.

Exercice 8.8. En utilisant le lemme du fer a cheval (exercice[7.4), don-
ner une preuve directe de l’existence de la suite exacte longue des fonc-
teurs dérivés (corollaire sans passer par les catégories dérivées.

Exercice 8.9. La dimension projective d’un R-module M, notée
pdr(M), est la longueur minimale d’une résolution projective de M (ou
+00 si aucune n’est finie).

(a) Montrer que pdgp(M) < n si et seulement si Extl;™ (M, N) = 0
pour tout N.

(b) La dimension globale de R est gldim(R) = sup,,; pdz(M). Mon-
trer que gldim(Z) = 1.

(c) Montrer que gldim(k) = 0 pour tout corps k.

Exercice 8.10. Vérifier en détail l’aziome|(TR2) pour la catégorie ho-
motopique K(A) : si A® EN; LN Cone(f) = A[1]* est un triangle
distingué, construire un isomorphisme explicite entre Cone(r) et A[1]®

dans K(A).
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Exercice 8.11. Soit (F,G) un couple de foncteurs adjoints entre caté-
gories abéliennes avec assez d’injectifs et de projectifs. Si F' est exact a
droite et G est exact a gauche, montrer que (LF, RG) est un couple de
foncteurs adjoints au niveau des catégories dérivées :

Homp-(5)(LF(A*), B*) = Homp-(4)(A%, RG(B*)).
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Les catégories monoidales formalisent la notion de « produit tensoriel »
dans un cadre catégorique général. Elles interviennent en algébre (modules
sur un anneau), en topologie (espaces de lacets), en informatique théorique
(types linéaires, sémantique catégorique) et en physique mathématique (théo-
ries topologiques des champs). Ce chapitre introduit les structures monoi-
dales, symétriques et tressées, puis développe les notions de catégorie enri-
chie et de catégorie cartésienne fermée, avec 'application fondamentale a la
correspondance de Curry-Howard-Lambek.
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9.1 Catégories monoidales

Définition 9.1 (Catégorie monoidale). Une catégorie monoidale est
un sextuplet (C,®,1,a, \, p) o :

(i) C est une catégorie ;
(i) @: C x C — C est un bifoncteur, appelé produit tensoriel;
(111) I € Ob(C) est l'objet unité ;

(iv) aapc: (AQB)®C — A® (B®C) est un isomorphisme naturel
en A, B,C, appelé l’associateur

(W) Aa: T @ A — A est un isomorphisme naturel en A, appelé
l'uniteur a gauche;

(vi) pa: ARI = A est un isomorphisme naturel en A, appelé 'uniteur
a droite ;
soumis auxr conditions de cohérence suivantes.

Diagramme du pentagone. Pour tous A, B,C, D € Ob(C) :

(A® B)® (C ® D)

QAW w@) D

(A®B)®C)® D A® (B® (C® D))
aA,B,C®ile TidA@)aB,C,D
(A®(B®C))®D e wEreN? » A® (B® C) ® D)

Diagramme du triangle. Pour tous A, B € Ob(C) :

(A®I)® B farr y A® (I ® B)
PAm AAB
A® B

Définition 9.2 (Catégorie monoidale stricte). Une catégorie monoidale

est dite stricte si les isomorphismes «, \ et p sont tous des identités,

c’est-a-dire si (AQB)®@C =AR(BRC), I A=A et AQI = A pour
tous objets A, B, C.
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Théoréme 9.3 (Cohérence de Mac Lane). Soit (C,®,1,«a, A, p) une ca-
tégorie monoidale.

(a) Tout diagramme dont les fleches sont des composées d’instances de
a, A\, p et de leurs inverses commute.

(b) Toute catégorie monoidale est monoidalement équivalente a une ca-
tégorie monoidale stricte.

Démonstration. La partie (a) est le théoréme original de Mac Lane (1963).
On montre d’abord que tout diagramme de cohérence se réduit a un dia-
gramme dans la catégorie libre monoidale sur un générateur, puis on vérifie
la commutativité dans ce cas par induction sur la complexité des expres-
sions. La partie (b) se déduit en construisant une catégorie monoidale stricte
Cs avec une équivalence monoidale C ~ C; (cf. Joyal-Street). O

Remarque. En pratique, le théoréme de cohérence nous autorise a
omettre les parenthéses et a identifier [ @ A, AR I et A sans ambiguité.
On écrit simplement A® B® C au lieu de (AQ B)® C ou A® (B® ().

9.2 Exemples fondamentaux

Exemple 9.4 (Catégories monoidales classiques). (i) (Set, x,{x}) -
la catégorie des ensembles avec le produit cartésien. L’objet unité
est un singleton.

(ii) (Ab,®z,7Z) : la catégorie des groupes abéliens avec le produit ten-
soriel sur Z.

(i1i) (R-Mod, ®g, R) : pour un anneau commutalif R, la catégorie des
R-modules avec le produit tensoriel.

(iv) (Vectk, ®k,K) : la catégorie des K-espaces vectoriels.
(v) (Cat, x,1) : la catégorie des petites catégories avec le produit.

(vi) (Set, L, @) : les ensembles avec l'union disjointe. L’objet unité est
l’ensemble vide.

(vit) ([C,C],0,id¢) : la catégorie des endofoncteurs de C avec la compo-
sition. Cette catégorie monoidale est stricte.

Exemple 9.5 (Structures monoidales sur les espaces vectoriels gradués).
Soit Vectﬁ la catégorie des espaces vectoriels Z-gradués. Le produit ten-
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soriel gradué est défini par

VeW),= P V,exW,

ptq=n

L’objet unité est K concentré en degré 0. Cette structure monoidale joue
un role central en algébre homologique et en topologie algébrique.

9.3 Catégories monoidales symétriques et tres-
sées

Définition 9.6 (Catégorie monoidale tressée). Une catégorie monoi-
dale tressée est une catégorie monoidale (C,®,1) munie d’un isomor-
phisme naturel

oap: A® B— BQ® A,

appelé tressage, satisfaisant les deux diagrammes hexagonaux suivants.

Premier hexagone :

O'A B®id

(A®B) @28 Bo A)®C - B® (A3 0)

al lid@aA’C

AR(B®C)~—— (BRC)®A — B®(C® A)

OA,BRC (

-1

Second hexagone : le diagramme analogue avec o~ et les associateurs

INVErsés.

Définition 9.7 (Catégorie monoidale symétrique). Une catégorie mo-
noidale tressée est dite symétrique si op g 0 oap = idagp pour tous

A, B.

Exemple 9.8. (i) (Set, x,{x}), (Ab,®z,Z), (Vectk, ®k, K) sont sy-
métriques.

(1t) La catégorie des représentations d’un groupe quantique U,(g) pour
q générique est tressée mais pas symétrique en général.
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9.4 Objets monoides

Définition 9.9 (Monoide dans une catégorie monoidale). Soit (C,®,I)
une catégorie monoidale. Un objet monoide (ou monoide dans C) est
un triplet (M, p,n) ot :

(1) M € Ob(C) ;
(11) w: M @ M — M est la multiplication ;
(i) n: I — M est l'unité ;

satisfaisant les axiomes d’associativité et d’unité :

(MMM —s M (M® M) T M Y v M L8
M®idl/ l/id@u \ lﬂ/
M® M . s M M

Exemple 9.10 (Monoides dans diverses catégories). (i) Un monoide
dans (Set, X, {x}) est un monoide au sens usuel.

(i1) Un monoide dans (Ab,®z,7Z) est un anneau.
(111) Un monoide dans (R-Mod, ®g, R) est une R-algébre.

(iv) Un monoide dans ([C,C],0,id¢) est une monade.

Définition 9.11 (Comonoide). Dualement, un comomnoide dans
(C,®,1) est un triplet (C,A,e) avec A: C — C®RC (comultiplication) et
e: C — I (cotinité), satisfaisant les axiomes duaux. Un comonoide dans
(Vectk, ®k, K) est une coalgébre.

9.5 Catégories enrichies

Définition 9.12 (Catégorie enrichie). Soit (V,®,1) une catégorie mo-
noidale. Une catégorie enrichie sur V (ou V-catégorie) C consiste
en :

(1) une collection d’objets Ob(C) ;
(ii) pour chaque paire (A, B), un objet C(A, B) € Ob(V) (l'objet de
morphismes) ;

(i1i) pour chaque triplet (A, B,C), un morphisme de composition

M1
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oapc:C(B,C)®C(A,B) = C(AC) dans V;
(iv) pour chaque objet A, un morphisme identité jo: I — C(A, A) dans
V;
satisfaisant les axiomes d’associativité et d’unité (exprimés comme com-
mutativité de diagrammes dans V).

Exemple 9.13 (Enrichissements classiques). (i) Set-catégories = ca-
tégories ordinaires (localement petites).

(i) Ab-catégories = catégories préadditives.
(11i) Vecty-catégories = catégories K-linéaires.
(iv) Cat-catégories = 2-catégories (strictes).

(v) ([0, 00],>,+,0)-catégories = espaces métriques généralisés (au sens
de Lawvere).

9.6 Catégories fermées

Définition 9.14 (Catégorie monoidale fermée). Une catégorie monoidale
(C,®, 1) est dite fermée (a droite) si pour chaque objet B, le foncteur
—® B: C — C admet un adjoint o droite, noté [B,—] ou Hom(B, —) :

Home(A ® B,C) = Home(A, [B,C))

naturellement en A et C. L’objet [B,C] est appelé le Hom interne.

Définition 9.15 (Catégorie cartésienne fermée). Une catégorie est car-
tésienne fermée (CCC) si :

(i) elle posséde un objet terminal 1 ;
(i1) elle posséde tous les produits binaires A X B ;

(111) elle est monoidale fermée pour la structure (C, x,1), c’est-a-dire les
exponentielles B4 = [A, B] existent :

Hom(A x B,C) = Hom(A, CF).

Exemple 9.16 (Catégories cartésiennes fermées). (i) Set avec B4 =
Set(A, B).




9.7. CORRESPONDANCE DE CURRY-HOWARD-LAMBEK 117

(ii) Cat avec D¢ = Fun(C, D).
(111) La catégorie des graphes orientés.
(iv) La catégorie des ensembles simpliciaur sSet = Fun(A°P, Set).

(v) Tout topos élémentaire (cf. chapitre[1(]).

Proposition 9.17 (Evaluation et curryfication). Dans une catégorie car-
tésienne fermée, on dispose de :

(a) un morphisme d’évaluation evap: BA x A — B
(b) pour tout f: A X B — C, un unique f:A— CP (le curryfié de
f) tel que evo (f xidg) = f.

Démonstration. Le morphisme d’évaluation est la coiinité de ’adjonction
(=) x A (=)%. La curryfication est le passage au transposé adjoint. O

9.7 Correspondance de Curry—Howard—Lambek

La correspondance de Curry-Howard-Lambek établit un dictionnaire entre
trois domaines :

Logique Typage Catégories
Proposition A Type A Objet A

Preuve de A Terme de type A Morphisme 1 — A
A= B Type fonction A — B Exponentielle B4
ANB Type produit A x B Produit A x B
Vrai (T) Type unité Objet terminal 1
Modus ponens Application Evaluation
Introduction de = A-abstraction Curryfication

Théoréme 9.18 (Lambek). Il y a une équivalence de catégories entre :
(a) les théories de type du A-calcul simplement typé (avec produits) ;
(b) les catégories cartésiennes fermées.

Plus précisément, la catégorie syntaxique d’un \-calcul simplement typé
est cartésienne fermée, et réciproquement, le langage interne d’une CCC
est un A-calcul simplement typé.
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FEsquisse. On construit la catégorie syntaxique Cr d’une théorie T : les objets
sont les types, les morphismes A — B sont les termes z : A -t : B modulo
Bn-équivalence. Le produit de types donne le produit catégorique, et le type
fonction donne I’exponentielle. Réciproquement, & une CCC C on associe la
théorie dont les types sont les objets et dont les termes sont les morphismes.

O

9.8 Exercices

Exercice 9.1. Montrer que la catégorie (Maty, ®, 1), dont les objets sont
les entiers naturels et les morphismes m — n sont les matrices n X m a
coefficients dans K, avec le produit de Kronecker, est monoidale stricte.

Exercice 9.2. Vérifier en détail que les monoides dans (Ab, ®z,Z) sont
exactement les anneauz (unitaires).

Exercice 9.3. Montrer que la catégorie Top des espaces topologiques
n’est pas cartésienne fermée. Indication : considérer le produit Q x Q et
la topologie compacte-ouverte.

Exercice 9.4. Soit V = ([0,00],>) munie de la structure monoi-
dale (+,0). Montrer qu’une V-catégorie est exactement un espace quasi-
métrique généralisé au sens de Lawvere : d(z,x) = 0 et d(z,z) <

‘ d(z,y) +d(y, 2).

Exercice 9.5 (Groupe de tresses et catégorie tressée). Soit B la catégorie
dont les objets sont les entiers n > 0 et dont les morphismes n — n
forment le groupe de tresses B,. Montrer que B est monoidale (pour
laddition) et tressée.

Exercice 9.6. En utilisant la correspondance de Curry—Howard—Lambek,
interpréter la tautologie (A = (B = C)) & ((AA B) = C) comme un
1somorphisme dans une CCC.
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La théorie des topos, initiée par Grothendieck dans le cadre de la géomé-
trie algébrique et reformulée par Lawvere et Tierney dans un cadre axioma-
tique, constitue I'un des sommets de la théorie des catégories. Un topos unifie
la géométrie (faisceaux sur un espace), 'algébre (faisceaux sur un site) et la
logique (univers de mathématiques intuitionnistes). Ce chapitre présente les
fondements : sites, topologies de Grothendieck, faisceaux, topos élémentaires,

classificateur de sous-objets et logique interne.
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10.1 Sites et topologies de Grothendieck

Définition 10.1 (Crible). Soit C une petite catégorie et C' € Ob(C).
Un crible sur C' est un sous-foncteur S — Home(—,C) du préfaisceau
représentable, ¢’est-a-dire une famille de morphismes de but C stable par
précomposition : si f: D — C est dans S et g: E — D est un morphisme
quelconque, alors fog e S.

Définition 10.2 (Topologie de Grothendieck). Une topologie de Gro-
thendieck J sur une petite catégorie C est la donnée, pour chaque objet
C € Ob(C), d’une collection J(C) de cribles sur C' (appelés cribles cou-
vrants), satisfaisant les axiomes :

(T1) Mazimalité : le crible mazimal Home(—, C') est dans J(C).

(T2) Stabilité : si S € J(C) et f: D — C, alors le crible tiré en arriére
f*(S)={9: E—D| foge S} est dans J(D).

(T3) Transitivité : si S € J(C) et R est un crible sur C tel que pour
tout f: D — C dans S on a f*(R) € J(D), alors R € J(C).

Un couple (C,J) est appelé un site.

Exemple 10.3 (Sites fondamentaux). (i) Site ouvert. Soit X un es-
pace topologique. La catégorie Ouv(X) des ouverts de X (avec les
inclusions) munie de la topologie ot un crible sur U est couvrant si
et seulement si les ouverts qu’il contient recouvrent U .

(ii) Topologie étale. Sur la catégorie des schémas de type fini sur
un corps k, les familles couvrantes sont les familles surjectives de
morphismes étales.

(i1i) Topologie fppf. Les familles couvrantes sont les familles surjec-
tives de morphismes fidélement plats de présentation finie.

(iv) Topologie de Zariski. Les familles couvrantes sont les recouvre-
ments par des ouverts de Zariski.

(v) Topologie grossiére. Seul le crible maximal est couvrant. Tout
préfaisceau est un faisceau pour cette topologie.

(vi) Topologie canonique. La plus fine topologie pour laquelle tout
foncteur représentable est un faisceau.
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10.2 Préfaisceaux et faisceaux

Définition 10.4 (Préfaisceau). Un préfaisceau (d’ensembles) sur une
petite catégorie C est un foncteur F': C°* — Set. La catégorie des pré-
faisceaux est notée C = Fun(CP, Set).

Définition 10.5 (Condition de faisceau). Soit (C,J) un site. Un préfais-
ceau F': CP — Set est un faisceau (pour la topologie J) si pour tout
objet C' et tout crible couvrant S € J(C'), le morphisme canonique

F(C)— lm F(D)
(f: D=C)eS

est un isomorphisme. Autrement dit, toute famille compatible d’éléments
indezée par S se recolle de maniere unique.

Remarque. Lorsque la topologie est engendrée par des familles cou-
vrantes { f;: U; — Cl}icr, la condition de faisceau se reformule par l’exac-
titude du diagramme égalisateur classique :

F(C) — [[FU:) == [] FU: xc Uy)

il ijel

10.3 Topos de Grothendieck

Définition 10.6 (Topos de Grothendieck). Un topos de Grothendieck
est une catégorie équivalente a la catégorie Sh(C,J) des faisceauz d’en-
sembles sur un site (C, J).

Proposition 10.7 (Faisceautisation). L inclusion v: Sh(C,J) — C ad-

met un adjoint & gauche a: C — Sh(C, J), appelé foncteur faisceau
associé ou faisceautisation. L’adjonction a - v vérifie que a est exact
a gauche.

FEsquisse. On construit a en deux étapes d'une procédure de type « plus »
(+). Pour un préfaisceau F, on définit F'+(C) = colimge oy Hom(S, F'). Le
foncteur F' +— (F*)* donne le faisceau associé. O
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Exemple 10.8 (Topos fondamentaux). (i) Topos des faisceaux
sur un espace. Pour un espace topologique X, Sh(X) =
Sh(Ouv(X), Jou) est le topos classique.

(ii) Topos étale. Pour un schéma X, le petit site étale donne le topos
étale X4, central en cohomologie étale.

(i1i) Topos des préfaisceaut. C= Fun(C°?, Set) est un topos (pour la
topologie grossiére).

(iv) Topos classifiant. Pour un groupe G, la catégorie G-Set des G-
ensembles est un topos.

10.4 Topos élémentaire

Définition 10.9 (Topos élémentaire). Un topos élémentaire est une
catégorie € vérifiant :

(i) € posséde toutes les limites finies ;
(i1) € est cartésienne fermée ;

(i1i) € posséde un classificateur de sous-objets Q) (cf. défini-

tion |10.10).

Définition 10.10 (Classificateur de sous-objets). Un objet Q muni d’un
monomorphisme vrai: 1 — € est un classificateur de sous-objets si
pour tout monomorphisme m: S — A, il existe un unique morphisme
Xm: A = Q (le morphisme caractéristique) tel que le carré suivant
est un tiré en arriere :

S —

1
m Ivrai

4

Exemple 10.11 (Classificateur dans Set). Dans Set, le classificateur
est @ = {0,1} avec vrai: {*} — {0,1} envoyant * sur 1. Pour un sous-
ensemble S C A, le morphisme caractéristique est la fonction indicatrice

Xs-




10.5. LOGIQUE INTERNE D’UN TOPOS 123

Proposition 10.12. Tout topos de Grothendieck est un topos élémen-
taire. La réciproque est fausse en général.

FEsquisse. Un topos de Grothendieck posséde toutes les limites (et colimites),
est cartésien fermé, et le foncteur Sub(—): £ — Set est représentable par
un objet 2. Pour la non-réciproque, la catégorie des ensembles finis est un
topos élémentaire mais pas de Grothendieck (pas de colimites quelconques).

]

10.5 Logique interne d’un topos

La structure de topos élémentaire induit une logique interne qui est, en
général, intuitionniste : le tiers exclu AV —A n’est pas nécessairement valide.

Définition 10.13 (Algebre de Heyting interne). Dans un topos élémen-
taire £, pour chaque objet A, le treillis des sous-objets Sub(A) est une
algebre de Heyting. Les opérations logiques sont :

(i) A :intersection de sous-objets (tiré en arriére le long de la diago-
nale) ;

(i) V : union de sous-objets (image de la somme amalgamée) ;
(i1i) = : implication de Heyting (adjoint a droite de N);
() — : négation définie par S = (S = 1).

Proposition 10.14 (Structure algébrique de Q). Dans un topos élémen-
taire, l'objet €2 est un objet d’algebre de Heyting interne. Les morphismes
ANV,=:QxQ = Q et =2 Q — Q satisfont les axiomes d’algébre de
Heyting. L’objet €} est une algebre de Boole interne si et seulement si la
logique du topos est classique.

Remarque. Un topos £ est dit booléen si Q) est une algeébre de Boole
interne, c’est-a-dire si —— = idq. Les conditions suitvantes sont équiva-
lentes :

(i) € est booléen ;
(i1) tout sous-objet admet un complément ;
(111) Sub(A) est une algébre de Boole pour tout A.

Le topos Set est booléen. Le topos Sh(X) pour un espace X est booléen
st et seulement si X est extrémement disconnecté (pour les faisceaux de
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Stone).

10.6 Morphismes géométriques

Définition 10.15 (Morphisme géométrique). Un morphisme géomé-
trique f: F — & entre topos est un couple de foncteurs (f*: &€ —
F, fo: F—E) tel que :

(i) f* 4 f« (adjonction);
(ii) f* est exact a gauche (préserve les limites finies).

Le foncteur f* est l'image inverse et f, est ['image directe.

Exemple 10.16. (i) Pour une application continue f: X — Y,
ltmage directe et limage inverse des faisceauxr donnent un mor-
phisme géométrique Sh(X) — Sh(Y').

(i) Le morphisme global I': € — Set défini par I' = Homg(1, —) est

limage directe d’un morphisme géométrique v: € — Set (le point
global).

10.7 Théoréme de Giraud

Théoréme 10.17 (Giraud). Soit £ une catégorie. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) E est un topos de Grothendieck (i.e. € ~ Sh(C, J) pour un petit site
(C7 J)) 7.
(b) € vérifie :
(i) € posséde toutes les petites colimites ;
(ii) les colimites sont universelles (stables par tiré en arriére) ;
(iii) les relations d’équivalence sont effectives ;
(iv) les sommes amalgamées sont disjointes ;
(v) € posséde une famille génératrice (petit ensemble).

Idée de preuve. (a) = (b) : on vérifie chaque condition pour les faisceaux.
(b) = (a) : on prend pour C une petite sous-catégorie génératrice et on
munit C de la topologie canonique. Le plongement de Yoneda suivi de la
faisceautisation donne une équivalence £ ~ Sh(C, J). O
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10.8 Exercices

Exercice 10.1. Soit C une petite catégorie et C' € Ob(C). Montrer que
les cribles sur C' sont en bijection avec les sous-foncteurs du foncteur
représentable Hom(—, C).

Exercice 10.2. Vérifier que la topologie grossiére (seul le crible maximal
est couvrant) satisfait les axiomes (T1)—(T3). Montrer que tout préfais-
ceau est un faisceau pour cette topologie.

Exercice 10.3. Soit X un espace topologique. Montrer que dans Sh(X),
le classificateur de sous-objets est le faisceau QU) = {V C U | V ouvert}
pour tout owvert U C X. En déduire que Sh(X) n’est en général pas
booléen.

Exercice 10.4. Soit G un groupe. Montrer que la catégorie G-Set des G-
ensembles (4 gauche) est un topos de Grothendieck. Décrire explicitement
le classificateur Q.

Exercice 10.5 (Morphismes géométriques et points). Montrer qu’un
morphisme géométrique p: Set — & (appelé point du topos E) est déter-
miné par un foncteur exact a gauche et qui commute aux petites colimites
p*: € — Set.

Exercice 10.6. Montrer que dans Set : (a) les colimites sont univer-
selles, (b) les relations d’équivalence sont effectives, (c) les sommes sont
disjointes.
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Chapitre 11

Théorie des oo-catégories —
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La théorie des catégories classique traite des objets et des morphismes
entre eux. Mais dans de nombreuses situations (topologie algébrique, algébre
homotopique, géométrie algébrique dérivée), il est naturel de considérer des
morphismes entre morphismes, des morphismes entre ceux-ci, et ainsi de
suite. Les co-catégories (ou plus précisément les (oo, 1)-catégories) forma-
lisent cette idée : ce sont des catégories avec des morphismes a tous les ni-
veaux, ol les morphismes de niveau > 2 sont tous inversibles (& homotopie
prés). Ce chapitre final offre un apergu des fondements, sans prétendre a
I’exhaustivité.

11.1 Motivation

Les catégories ordinaires ne capturent pas toute l'information homoto-
pique. Considérons les exemples suivants :
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(i) Espaces topologiques. La catégorie homotopique Ho(Top) (ou I'on
a inversé les équivalences d’homotopie faible) perd de l'information :
les espaces de morphismes ne sont plus des ensembles mais des espaces.

(ii) Complexes de chaines. La catégorie dérivée D(A) d'une catégorie
abélienne est obtenue en inversant les quasi-isomorphismes, mais cette
localisation détruit des structures (les triangles distingués ne forment
pas une bonne notion de limites).

(iii) Champs. Un champ sur un site est un « faisceau de catégories », ce
qui demande naturellement des 2-morphismes et des cohérences supé-
rieures.

Remarque. Il existe plusieurs modéles équivalents pour les (oo, 1)-
catégories :

(a) les quasi-catégories (Boardman—Vogt, Joyal, Lurie) ;

(b) les catégories de Segal complétes (Rezk) ;

(c) les catégories simpliciales (Dwyer—Kan) ;

(d) les catégories de modeéles (Quillen) — comme présentation.

Ces modeéles sont tous reliés par des équivalences de Quillen ou des équi-
valences catégoriques appropriées.

11.2 Quasi-catégories

Notation. On note A la catégorie simpliciale dont les objets sont les en-
sembles ordonnés finis [n] = {0,1,...,n} pour n > 0, et les morphismes
sont les applications croissantes. Un ensemble simplicial est un foncteur
X: A°® — Set. On note sSet = Fun(A°P Set) la catégorie des ensembles
simpliciauz.

Définition 11.1 (Corne). Pour 0 < k < n, la corne A} C A" est le
sous-ensemble simplicial obtenu en retirant la face intérieure et la k-éme
face de A™. La corne est dite :

(1) intérieure si 0 < k < n;

(ii) extérieure si k =0 ou k = n.

Définition 11.2 (Quasi-catégorie). Un ensemble simplicial X est une
quasi-catégorie (ou co-catégorie au sens de Joyal-Lurie) s’il satisfait
la condition de relévement de Kan interne : pour toutn > 2 et tout
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0 < k < n, toute application A} — X admet une extension a A" :

A — X

P
-
-
-
-
-
-

A?’L

Contrairement a un complexe de Kan (qui exige le relévement pour toutes
les cornes, y compris extérieures), une quasi-catégorie ne requiert le re-
levement que pour les cornes intérieures.

Exemple 11.3 (Quasi-catégories fondamentales). (i) Nerf  d’une
catégorie. SiC est une catégorie ordinaire, son nerf N(C) est une
quasi-catégorie. Les 0-simplexes sont les objets, les 1-simplexes
sont les morphismes, et les n-simplezes (n > 2) sont les suites
composables de n morphismes. Le relévement interne est unique
car la composition dans C est strictement définie.

(ii) Complexes de Kan. Tout complere de Kan est une quasi-
catégorie. Les complexes de Kan correspondent auzr oo-groupoides
(tous les morphismes sont inversibles a4 homotopie prés). L’en-
semble simplicial singulier Sing(X) d’un espace topologique X est
un compleze de Kan.

(iii) Nerf de Dold—Kan. Le nerf de la catégorie dérivée d’une caté-
gorie abélienne donne une quasi-catégorie qui encode l’information
homotopique perdue par la localisation.

Proposition 11.4 (Catégorie homotopique). Soit X une quasi-catégorie.
On définit sa catégorie homotopique hX comme la catégorie ordinaire
dont :

(1) les objets sont les 0-simplexes de X ;

(i1) les morphismes de x ay sont les classes d’homotopie de 1-simplexes
dex avy;

(iii) la composition est induite par le relévement des cornes A?.

La catégorie hX est bien définie et h(N(C)) ~ C pour toute catégorie
ordinaire C.
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11.3 (o0, 1)-Catégories

Définition 11.5 ((oco, 1)-catégorie (informelle)). Une (oo, 1)-catégorie
est une structure possédant :

(i) des objets ;
(i1) des 1-morphismes entre objets ;
(iii) des 2-morphismes entre 1-morphismes ;

(iv) des n-morphismes entre (n — 1)-morphismes, pour tout n > 2 ;

ot tous les k-morphismes pour k > 2 sont inversibles (a homotopie prés).

Remarque. Le modéle standard pour les (0o, 1)-catégories est celui des
quasi-catégories. Dans la suite, on utilise les termes « co-catégorie » et
« quasi-catégorie » de maniére interchangeable.

Définition 11.6 (Espaces de morphismes). Soit C une oco-catégorie et
x,y € C. L’espace de morphismes Map,(x,y) est un espace de Kan
(un compleze de Kan) défini par

Les composantes connexes mo(Mape(x,y)) redonnent I’ensemble des mor-
phismes dans hC.

Exemple 11.7 (co-catégories fondamentales). (i) S — l’00-
catégorie des espaces. Les objets sont les complexes de
Kan (ou les espaces topologiques, & équivalence faible prés). Les
espaces de morphismes sont les espaces de fonctions.

(i1) Cats, — l'oco-catégorie des oo-catégories. C’est l'analogue su-
périeur de Cat.

(i1i)) D(A) — catégorie dérivée oco-catégorique. Pour une catégo-
rie abélienne A, on obtient une oo-catégorie stable qui raffine la
catégorie dérivée triangulée classique.
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11.4 Yoneda oo-catégorique

Théoréme 11.8 (Lemme de Yoneda oo-catégorique). Soit C une petite
oo-catégorie. Le plongement de Yoneda

y: C — Fun(C®,S)
est pleinement fidéle : pour tous x,y € C, Uapplication

Mape (2, y) — Mapgy,cor.s) (Y (), ¥ ()

est une équivalence d’espaces.

Remarque. La preuve du lemme de Yoneda oco-catégorique est consi-
dérablement plus subtile que dans le cas classique. Lurie en donne une
démonstration dans Higher Topos Theory (Proposition 5.1.3.1) en utili-
sant les joints d’ensembles simpliciaux et les extensions de Kan a droite.

11.5 Adjonctions co-catégoriques

Définition 11.9 (Adjonction entre co-catégories). Soient C et D deux
oo-catégories. Un foncteur F: C — D est adjoint a gauche d’un fonc-
teur G: D — C s’il existe une équivalence d’espaces

Mapp (F'(7),y) =~ Mape(z, G(y))

naturelle en x € C et y € D.

Proposition 11.10 (Caractérisation par unité/coiinité). L’adjonction
F A G dans le cadre co-catégorique est équivalente a [’existence de trans-
formations naturelles n: id¢ — G o F' et ¢: F'o G — idp satisfaisant les
identités triangulaires 4 homotopie (cohérente) pres.
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11.6 Topos supérieurs

Définition 11.11 (Topos supérieur (d’aprés Lurie)). Un oo-topos (ou
topos supérieur) est une oco-catégorie X qui est une localisation exacte a
gauche accessible d’une co-catégorie de préfaisceaux : il existe une petite
oo-catégorie C et une localisation

L: Fun(C®,8) =2 X v

avec L 41 et L exact a gauche.

Théoréme 11.12 (Giraud oo-catégorique (Lurie)). Soit X une oo-
catégorie présentable. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) X est un co-topos;

(b) les colimites dans X sont universelles, et les objets de groupoide
sont effectifs ;

c) X wvérifie la descente : pour tout diagramme simplicial Uy — X, le
g
oncteur X;x — lim,, X,y est une équivalence.
/X /Un q

Exemple 11.13 (oo-topos fondamentaux). (i) S, ['oo-catégorie des
espaces, est le co-topos terminal (analogue de Set).

(11) Pour un espace topologique X, la catégorie Shoo(X) des faisceaux
d’espaces sur X est un oo-topos.

(i1i) Le oo-topos étale d’un schéma intervient en géométrie algébrique
dérivée.

Remarque (Perspectives). La théorie des oo-catégories et des oo-topos
est aujourd’hui un domaine tres actif. Parmai les directions de recherche :

(i) la géométrie algébrique dérivée (Lurie, Toén—Vezzosi);
(i1) la topologie algébrique chromatique (spectres, localisation chro-
matique) ;
(iii) les théories des champs topologiques (TQFT, théorie de Co-
bordisme étendu, hypothése du cobordisme de Baez—Dolan—Lurie) ;

(iv) la logique homotopique et la théorie des types homotopiques
(HoTT/UF) ;
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(v) les (00,n)-catégories pour n > 1 et les structures de dimension
SUPETIEUTE.

11.7 Exercices

Exercice 11.1. Soit C une catégorie ordinaire. Montrer que le nerf N(C)
est une quasi-catégorie, et que les relévements de cornes intérieures sont
uniques.

Exercice 11.2. Soit X un complexe de Kan. Montrer que la catégorie
homotopique hX est un groupoide (tout morphisme est un isomorphisme).

Exercice 11.3. Soit C une quasi-catégorie et x,y € C. Montrer que
mo(Mape (7, y)) = Homye (2, y).

Exercice 11.4. Montrer que l'co-catégorie S des espaces est le oo-topos
final : pour tout co-topos X, il existe un morphisme géométrique essen-
tiellement unique X — S.

Exercice 11.5 (Nerf et catégorie homotopique). Montrer que pour toute
catégorie ordinaire C, le foncteur catégorie homotopique du nerf redonne
la catégorie d’origine : h(N(C)) = C.

Exercice 11.6. Soit X un espace topologique. Montrer que [’ensemble
simplicial singulier Sing(X) est un compleze de Kan. Indication : utiliser
le fait que les cornes topologiques sont des rétractes de déformation des
simplexes standard.
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Rappels d’algébre et de topologie
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Cet appendice rassemble sans démonstration les résultats d’algebre et de
topologie utilisés dans le cours.

A.1 Algébre

Définition A.1 (Groupe, anneau, module). (i) Un groupe (G,-,e)
est un ensemble muni d’une loi associative, d’un élément neutre
et d’inverses.

(1)) Un anneau (R,+,-,0,1) est un groupe abélien (R, +,0) muni d’une
seconde loi associative avec unité 1, distributive par rapport a l’ad-
dition.

(i1i)) Un R-module a gauche est un groupe abélien (M,+) muni d’une
action R x M — M compatible avec les structures de R et de M.
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Proposition A.2 (Produit tensoriel). Soient R un anneau commutatif,
M un R-module a droite et N un R-module a gauche. Le produit ten-
soriel M ®r N est le quotient du Z-module libre sur M x N par les
relations de bilinéarité et de R-équilibre :

(m-r)@n=m® (r-n).

1l satisfait la propriété universelle : Homz(M ®gN, P) = Bilg(M x N, P).

Définition A.3 (Suite exacte). Une suite de morphismes de R-modules
- = My fn—“> M, i"—) M, 1 — --- est exacte en M, si ker f,

im f,.1. Une suite exacte courte est une suite exacte 0 — A i> B
C —0.

Définition A.4 (Algebre libre, quotient). Soit R un anneau commutatif.
(i) Le R-module libre sur un ensemble S est R = @, 4 R.

(ii) Pour un sous-module N C M, le quotient M /N est un R-module
avec la surjection canonique w: M — M/N.

A.2 Topologie

Définition A.5 (Espace topologique). Un espace topologique est un
couple (X, T) ot T est une collection de sous-ensembles de X (les ou-

verts) stable par unions quelconques et intersections finies, contenant &
et X.

Définition A.6 (Application continue, homéomorphisme). Une applica-
tion f: X — Y entre espaces topologiques est continue si f~1 (V) est
ouvert dans X pour tout ouvert V de Y. Un homéomorphisme est une
bijection continue dont linverse est continue.

Définition A.7 (Compacité, connexité). (i) X est compact si de
tout recouvrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.

(i1) X est connexe s’il ne peut pas s’écrire comme union de deur ou-
verts disjoints non vides.
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Définition A.8 (Préfaisceau et faisceau sur un espace). Soit X un espace
topologique.

(i) Un préfaisceau (d’ensembles) sur X est un foncteur
F: Ouv(X)° — Set.

(i1) Un préfaisceau F est un faisceau s’il satisfait la condition de re-
collement : pour tout recouvrement ouvert {U;} de U, le diagramme

FU) = [[FU) = [[FUinUy)

ihj

est un égalisateur.

Définition A.9 (Homotopie, équivalence d’homotopie). (i) Deuz ap-
plications continues f,qg: X — Y sont homotopes s’il existe une
application continue H: X x [0,1] — Y avec H(—,0) = f et
H(-,1)=g.

(1)) f: X =Y est une équivalence d’homotopie s’il existe g: Y —
X avec go f ~idx et fog~idy.

Définition A.10 (Groupe fondamental). Pour un espace topologique
pointé (X, xq), le groupe fondamental 7 (X, xy) est le groupe des
classes d’homotopie de lacets basés en xq.
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