Probabilités

Notes de Cours

Licence L3 — 2025-2026

Yaé Ulrich Gaba

« La théorie des probabilités n’est au
fond que le bon sens réduit en calcul. »

— Pierre-Simon Laplace






Table des matieres

Préface

1 Espaces Probabilisés

1.1 Expérience aléatoire et univers. . . . . . . ... ..o
1.2 Tribus et événements . . . . . . . . ...
1.3 Axiomes de Kolmogorov . . . . . . . ... ...
1.4 Propriétés de la mesure de probabilité . . . . . . . ... ... ... ...
1.5 Continuité de la mesure de probabilité . . . . . . ... ... ... .. ...
1.6 Construction de probabilités . . . . . . . . . .. ... L.

1.6.1 Probabilité uniforme sur un ensemble fini . . . .. . ... ... ..

1.6.2 Probabilité définie par une densité discrete . . . . . . . . .. .. ..

1.6.3  Construction sur R : densité continue . . . . . . ... .. ... ...
1.7 Lemme de Borel-Cantelli (premiére partie) . . . . . . ... ... ... ...
1.8 Exercices . . . . . . .

2 Probabilité Conditionnelle et Indépendance

2.1 Probabilité conditionnelle . . . . . . . . ..o
2.2 Regle de la chaine et formule de Bayes . . . . . ... ... .. ... ....
2.3 Indépendance d’événements . . . . . . . ...
2.4 Second lemme de Borel-Cantelli . . . . . .. .. ... ... ... ......
2.5 Indépendance de tribus et de variables aléatoires . . . . . . . . . ... ...
2.6 Applications classiques . . . . . . .. ...
2.7 Exercices . . . . .. e e e

3 Variables Aléatoires Discrétes

3.1 Définition et loi d'une variable aléatoire . . . . . . . . . .. ... ... ...
3.2 Lois discretes classiques . . . . . ... ...
3.2.1 LoideBernoulli . ... ... .. ... ... ... .. ... ...,
3.2.2 Loi binomiale . . . . . .. ...
3.2.3 Loi géométrique . . . . . . ...
3.24 LoidePoisson . .. ... ... .. ... ...
3.2.5  Loi hypergéométrique . . . . . . . . .. ... L.
3.3 Tableau récapitulatit . . . . . .. ... oo
3.4 Fonction génératrice . . . . . .. ..o
3.5 Exercices . . .. ..



TABLE DES MATIERES

TABLE DES MATIERES

4 Variables Aléatoires Continues
4.1 Densité de probabilité
4.2 Fonction de répartition
4.3 Lois continues classiques

4.3.1 Loi uniforme continue
4.3.2  Loi exponentielle
4.3.3  Loi normale (gaussienne)
4.3.4 Loi gamma

4.3.5 Loi béta

4.4  Quantiles et médiane
4.5 Simulation par inversion
4.6 Exercices . .. ... ........

5 Espérance, Variance, Moments
5.1 Espérance . . . ... ... .....
5.2 Variance . . . . ... ... ... ..
5.3 Moments d’ordre supérieur
5.4 Inégalités fondamentales
5.5 Espérance conditionnelle (introduction)
5.6 Exercices . .. ... ... .....

6 Lois Usuelles et leurs Propriétés
6.1 Panorama des lois discretes
6.1.1 Loi binomiale négative
6.1.2 Loi uniforme discrete
6.1.3 Loi de Poisson — compléments
6.2 Panorama des lois continues
6.2.1 Loi log-normale
6.2.2 Loi de Cauchy
6.2.3 Loi de Weibull
6.2.4 Loi chi-deux
6.2.5 Loi de Student
6.2.6 Loi de Fisher
6.3 Relations entre les lois
6.4 Tableau récapitulatif général
6.5 Méthodes de reconnaissance
6.6 Exercices . ... ..........

7 Fonctions de Variables Aléatoires
7.1 Casdiscret . ... ... .. .. ..
7.2  Méthode de la fonction de répartition
7.3 Méthode du changement de variable
7.4 Cas non monotone
7.5 Fonction génératrice de moments
7.6 Transformation de probabilité intégrale
7.7 Exercices . ... ... . ... ...



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

8 Couples de Variables Aléatoires 39
8.1 Loiconjointe . . . . . . . . .. 39
81.1 Casdiscret . . . . . . . .. 39
81.2 Cascontinu . . . . . . . . . . ... 39

8.2 Lois marginales . . . . . . . . ... 40
8.3 Loi conditionnelle . . . . . . . ... 40
8.4 Indépendance . . . . . . . . . ... 40
8.5 Covariance et corrélation . . . . . . . . . ... L 41
8.6 Loi normale bivariée . . . . . . . . ... L 41
8.7 Somme de variables aléatoires . . . . . .. .. ... 42
8.8 Exercices . . . ... 42
9 Lois des Grands Nombres 43
9.1 Modes de convergence . . . . . . . ... 43
9.2 Loi faible des grands nombres . . . . . .. ... L 44
9.3 Loi forte des grands nombres . . . . . ... 44
9.4 Applications . . . . . .. 45
9.4.1 Interprétation fréquentiste . . . . . . . ... ... 45
9.4.2 Méthode de Monte Carlo . . . . ... ... .. ... .. ...... 45
9.4.3 Théoreme de Glivenko-Cantelli . . . . . . .. ... ... ... ... 45

9.5 Convergence en loi (introduction) . . . . ... ... Lo 45
9.6 Exercices . . . . . ... 46
10 Théoréme Central Limite 47
10.1 Enoncé du théoréme . . . . . . . .. 47
10.2 Démonstration par les fonctions caractéristiques . . . . . . . . . .. .. .. 48
10.3 Applications pratiques . . . . . . . . ... 48
10.3.1 Approximation de la loi binomiale . . . . . .. ... ... ... .. 48
10.3.2 Intervalles de confiance . . . . . . . . . ... .. ... ... ..... 49
10.3.3 Approximation de la loi de Poisson . . . . . .. .. ... ... ... 49

10.4 TCL multidimensionnel . . . . . . . . . . ... .. ... ... ....... 49
10.5 Méthode delta . . . . . . . . . . . . .. 49
10.6 Vitesse de convergence : théoreme de Berry—FEsseen . . . . . . . .. .. .. 49
10.7 Exercices . . . . . . 50
11 Fonctions Caractéristiques 51
11.1 Définition et premieres propriétés . . . . . . . . . ... ... 51
11.2 Calcul des moments . . . . . . . . . .. ... 52
11.3 Fonctions caractéristiques des lois classiques . . . . . . . . ... ... ... 52
11.4 Théoremes d’'unicité et d'inversion. . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 52
11.5 Théoreme de continuité de Lévy . . . . . . . .. ... .. ... 53
11.6 Application : preuve de stabilité de la loi normale . . . . . . .. ... ... 53
11.7 Application : stabilité de la loi de Poisson . . . . . . ... ... ... ... 53
11.8 Fonction caractéristique et convergenceen loi . . . . . . .. .. ... ... 54
11.9 Exercices . . . . . . . . 54

il



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

12 Introduction aux Chaines de Markov 55
12.1 Introduction . . . . . . . . . e 55
12.2 Définitions . . . . . . . . e e 55
12.3 Probabilités de transition en npas . . . . . . . ... L. 56
12.4 Classification des états . . . . . . . . . . . . 56
12.5 Distributions stationnaires . . . . . . . . . . . ... 57
12.6 Théoreme ergodique . . . . . . . . . ..o 57
12.7 Réversibilité et équations de bilan détaillé . . . . . .. ... ... ... .. 58
12.8 Exercices . . . . . . . e 58

iv



Préface

Objectifs du cours

Ce cours de Théorie des Probabilités s’adresse aux étudiants de deuxieme année de
licence (L.2) en mathématiques, informatique ou sciences physiques. Il constitue une intro-
duction rigoureuse a la théorie mathématique des probabilités, fondée sur 'axiomatique
de Kolmogorov, tout en maintenant une forte intuition probabiliste.

Les probabilités occupent une place centrale dans les mathématiques modernes et
leurs applications. De la physique statistique a 'apprentissage automatique, de la finance
quantitative a la biologie moléculaire, la modélisation probabiliste est devenue un outil
indispensable pour comprendre et quantifier I'incertitude.

Prérequis
Pour aborder ce cours dans de bonnes conditions, I’étudiant devra maitriser :

o Analyse réelle : suites, séries, intégrales (Riemann), convergence uniforme, théo-
remes de convergence dominée (notions de base).

« Algebre linéaire : espaces vectoriels, matrices, valeurs propres (pour le chapitre
sur les chaines de Markov).

o Théorie des ensembles : opérations ensemblistes, dénombrabilité, notions de car-
dinalité.

o Combinatoire : arrangements, combinaisons, principe de multiplication.

Organisation du cours

Le cours est structuré en douze chapitres, organisés selon une progression logique :

Chapitres 1-2 : Fondements. On y définit ’espace probabilisé (€2, F,P), les axiomes
de Kolmogorov, la probabilité conditionnelle et la notion d’indépendance. Ces deux
chapitres posent le cadre axiomatique sur lequel repose tout I’édifice.

Chapitres 3—5 : Variables aléatoires. On introduit les variables aléatoires discretes
puis continues, avec leurs lois, fonctions de répartition, densités. Le chapitre 5 déve-
loppe les notions d’espérance, variance et moments, outils fondamentaux du calcul
probabiliste.
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Chapitres 6—8 : Lois et transformations. Le chapitre 6 présente un catalogue des
lois classiques (binomiale, Poisson, normale, exponentielle, gamma...). Le chapitre 7
étudie les fonctions de variables aléatoires, et le chapitre 8 introduit les lois jointes,
la covariance et la corrélation.

Chapitres 9—11 : Théoremes limites. C’est le cceur de la théorie : la loi des grands
nombres (faible et forte) au chapitre 9, le théoréme central limite au chapitre 10, et
les fonctions caractéristiques au chapitre 11, outil puissant qui permet de démontrer
élégamment le TCL.

Chapitre 12 : Introduction aux chaines de Markov. Ce dernier chapitre ouvre la
porte aux processus stochastiques en étudiant les chaines de Markov a espace d’états
fini ou dénombrable.

Méthodologie et notation

Tout au long de ce cours, nous adoptons les conventions suivantes :

o Les définitions sont encadrées et numérotées. Chaque concept nouveau est d’abord
défini rigoureusement avant d’étre illustré par des exemples.

e Les théorémes sont énoncés avec précision et, dans la mesure du possible, démon-
trés completement. Lorsqu’une démonstration dépasse le cadre du cours, nous la
remplagons par une esquisse de preuve ou une référence.

o Les exemples sont nombreux et détaillés. Ils constituent un complément essentiel
a la théorie abstraite.

e Les exercices en fin de section permettent de vérifier la compréhension et de déve-
lopper les techniques de calcul.

Notations principales.
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Symbole Signification

Q Univers (ensemble des résultats possibles)
F Tribu (ensemble des événements)
P Mesure de probabilité

E[X] Espérance de la variable aléatoire X

Var(X)  Variance de X
Cov(X,Y) Covariance de X et Y

Fx Fonction de répartition de X

fx Densité de X (cas continu)
ex(t) Fonction caractéristique de X
X~L X suit la loi £

L Convergence presque siire

L Convergence en probabilité

c .

— Convergence en loi

Perspective historique

La théorie des probabilités a une histoire riche, qui mérite d’étre brievement évoquée.
Les premiers travaux remontent a la correspondance entre Blaise Pascal et Pierre de
Fermat en 1654, a propos du probleme des partis. Au XVIII® siecle, Jakob Bernoulli
démontre la premiere version de la loi des grands nombres dans son Ars Conjectandi
(1713), tandis que Abraham de Moivre obtient une forme primitive du théoréme central
limite.

Au XIXC® siecle, Pierre-Simon de Laplace synthétise I’ensemble des connaissances
probabilistes de son époque dans sa Théorie analytique des probabilités (1812). Pafnouti
Tchebychev, Andrei Markov et Aleksandr Liapounov développent les outils analy-
tiques qui meéneront aux théoremes limites modernes.

La révolution décisive survient en 1933, quand Andrei Kolmogorov publie ses
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, ou il fonde la théorie des probabilités
sur la théorie de la mesure. Cette axiomatisation, que nous adoptons dans ce cours, a
permis de résoudre de nombreux paradoxes et a ouvert la voie a la théorie moderne des
processus stochastiques.

Conseils aux étudiants

1. Travaillez régulierement. Les probabilités ne s’apprennent pas la veille de 'exa-
men. Chaque chapitre s’appuie sur les précédents.

2. Faites les exercices. La compréhension passive de la théorie ne suffit pas. C’est
en résolvant des problemes que I'on développe l'intuition probabiliste.

3. Dessinez. Représentez les ensembles, tracez les densités, esquissez les fonctions de
répartition. La visualisation est un allié précieux.
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4. Vérifiez les cas particuliers. Lorsque vous obtenez une formule générale, testez-
la sur des exemples simples. Cela permet de détecter les erreurs et de renforcer la
compréhension.

5. Distinguez le discret du continu. De nombreuses erreurs proviennent de la
confusion entre sommes et intégrales, entre loi de masse et densité. Soyez toujours
conscient du cadre dans lequel vous travaillez.

Références principales

Ce cours s’inspire de nombreux ouvrages classiques, parmi lesquels :
o J. Jacod et P. Protter, Probability Fssentials, Springer.
o P. Billingsley, Probability and Measure, Wiley.

o W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications, volumes I
et II, Wiley.

o J-F. Le Gall, Intégration, Probabilités et Processus Aléatoires, Ecole Normale Su-
périeure.

o D. Foata et A. Fuchs, Calcul des Probabilités, Dunod.

A. Raugi, Cours de probabilités, Université de Rennes.

o G. Grimmett et D. Stirzaker, Probability and Random Processes, Oxford.

Bonne lecture et bon travail a tous.



Chapitre 1

Espaces Probabilisés

Le calcul des probabilités est né dans les tripots du XVII° siecle. Blaise Pascal et Pierre
de Fermat, dans leur célebre correspondance de 1654, cherchaient a résoudre le « probleme
des partis» : comment répartir équitablement la mise d’un jeu interrompu? Mais il a
fallu pres de trois siecles pour que la théorie des probabilités acquiere des fondations
mathématiques rigoureuses. C’est Andrei Kolmogorov qui, en 1933, dans ses Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, posa les axiomes définitifs : une probabilité n’est rien
d’autre qu’'une mesure de masse totale 1 sur un espace mesurable.

Ce premier chapitre construit ces fondations pierre par pierre : 'univers {2 des pos-
sibles, la tribu F des événements observables, et la mesure de probabilité P qui attribue
a chaque événement un degré de vraisemblance.

Ce premier chapitre pose les fondations mathématiques de la théorie des proba-
bilités. Nous y définissons la notion d’espace probabilisé (€2, F,[P), présentons les
axiomes de Kolmogorov et établissons les premieres propriétés de la mesure de pro-
babilité.

1.1 Expérience aléatoire et univers

Avant toute formalisation, posons la question naive : qu’est-ce qu'une expérience aléa-
toire 7 C’est une expérience dont nous ne pouvons pas prédire le résultat, mais dont nous
pouvons décrire tous les résultats possibles. Un lancer de dé, le cours d'une action bour-
siere demain, la durée de vie d’un transistor — autant de situations ou l'incertitude est
irréductible, mais ou la structure de l'incertitude est accessible.

Définition 1.1 (Expérience aléatoire). Une expérience aléatoire est une expérience
dont le résultat ne peut étre prédit avec certitude avant sa réalisation, mais dont on peut
décrire ’ensemble de tous les résultats possibles.

Définition 1.2 (Univers). L'univers (ou espace fondamental) est l'ensemble  de
tous les résultats possibles d'une expérience aléatoire. Chaque élément w € () est appelé
un résultat élémentaire ou épreuve.

Exemple 1.3. 1. Lancer d’un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}.

2. Lancer d’une pieéce : 2 = {Pile, Face}.

b}
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3. Durée de vie d’un composant : ) = [0, +00).
4. Suite infinie de lancers de piéce : Q = {0, 1} = {(wy,wo,...) : w; € {0,1}}.

Remarque 1.4. L’univers ) peut étre fini, dénombrable ou indénombrable. Le choix de €2
dépend de la modélisation : il n’est pas unique pour une expérience donnée.

1.2 Tribus et événements

Lorsque 2 est fini ou dénombrable, on peut souvent considérer tous les sous-ensembles
de 2 comme des événements. Pour des espaces indénombrables (comme R), il est nécessaire
de restreindre la classe des ensembles « mesurables ».

Définition 1.5 (Tribu / o-algebre). Une tribu (ou o-algebre) sur € est une collection
F CP(Q) vérifiant :

(i) Qe F;
(ii) si A € F, alors A°€ F  (stabilité par complémentation) ;
(iii) si (A,)n>1 est une suite d’éléments de F, alors G A, € F (stabilité par union
dénombrable). "~
Proposition 1.6 (Propriétés immédiates). Soit F une tribu sur . Alors :
(a) D e F;

(b) F est stable par intersection dénombrable : si A,, € F pour tout n, alors (>, A, €
£

(¢) F est stable par différence : si A, B € F, alors A\ B € F.

Démonstration. (a) ) = Q¢ € F par (i) et (ii). (b) Par les lois de De Morgan, (A, =
(U A%)°, ce qui est dans F par (ii) et (iii). (¢) A\ B= AN B € F par (ii) et (b). ]

Définition 1.7 (Evénement). Un événement est un élément de la tribu F, c’est-a-dire
un sous-ensemble de €2 auquel on peut attribuer une probabilité. On dit que I’événement
A se réalise si le résultat w de 'expérience appartient a A.

Exemple 1.8 (Tribus fondamentales). 1. Tribu grossiére : F = {0,Q}. Clest la
plus petite tribu sur €.

2. Tribu discréte : F = P(Q2). C’est la plus grande tribu sur .

3. Tribu engendrée : si C est une collection de sous-ensembles de €2, la tribu engen-
drée o(C) est la plus petite tribu contenant C.

Définition 1.9 (Tribu borélienne). La tribu borélienne de R, notée B(R), est la tribu
engendrée par les ouverts de R :

B(R) =0 ({O C R : O ouvert}).

On montre que B(R) = o({] — 00,a] : a € R}) = o({Ja,b[: a < b}).

6
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1.3 Axiomes de Kolmogorov

Définition 1.10 (Mesure de probabilité). Soit (2, F) un espace mesurable. Une mesure
de probabilité est une application P : F — [0, 1] vérifiant les axiomes de Kolmogo-
rov :

(K1) Non-négativité : pour tout A € F, P(A) > 0.
(K2) Normalisation : P(Q2) = 1.

(K3) o-additivité : pour toute suite (A, ),>1 d’événements mutuellement disjoints (i.e.
A;NA; =0 pouri#j):

Définition 1.11 (Espace probabilisé). Le triplet (2, F,P) est appelé espace probabi-
lisé.

Additivité finie vs. o-additivité

L’additivité finie (P(AU B) = P(A) + P(B) pour AN B = () découle de (K3).
L’axiome de o-additivité est plus fort : il garantit la cohérence du passage a la
limite et est essentiel pour les théoreémes limites (chapitres 9-11).

1.4 Propriétés de la mesure de probabilité

Théoréme 1.12 (Propriétés fondamentales). Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Pour
tous A,B € F :

(i) P(0) = 0.

(ii) P(A°) = 1 — P(A).
(iii) Si AC B, alors P(A) <P(B) (monotonie).
(iv) P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B).

(v) P(A) < 1.

Démonstration. (i) Posons A; = Q et A, = 0 pour n > 2. La suite est disjointe, et
UA, =Q. Par (K3) : 1 =P(Q) =P(Q) + 3,,-,P(). Donc P(}) = 0.

(i) = AU A (union disjointe), donc 1 = P(A) + P(A°).
(ii) B= AU (B\ A) (union disjointe), donc P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

(iv) AUB=AU(B\A)et B=(ANB)U(B\A),douP(B\ A) =P(B)—-P(ANB)
et le résultat suit.

(v) Conséquence de (ii) : P(A) =1 —P(A°) < 1.
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Théoréme 1.13 (Formule d’inclusion-exclusion). Pour tous événements Ay, ..., A, € F :

IP’(O Al-) = P(A)=) P(ANA)+ > PANANAL) = -+ (=1 P(AN- - -NA,).

1<j 1<j<k

Corollaire 1.14 (Inégalité de Boole / sous-additivité). Pour toute suite (A,)n>1 d’évé-
nements :
IP’(U An> < P(A,).
n=1 n=1

1.5 Continuité de la mesure de probabilité

Théoréme 1.15 (Continuité monotone). Soit (2, F,IP) un espace probabilisé.

(i) Continuité croissante : si Ay C Ay C --- (suite croissante), alors
P (Q An> = nlg)lo P(A,).

(ii) Continuité décroissante : si Ay O Ay D --- (suite décroissante), alors
P (ﬁ An> = nhi& P(A,).

Démonstration. (i) Posons By = A et B, = A, \ A,_1 pour n > 2. Les B,, sont mutuel-
lement disjoints et Uiv:l B,, = Ay. Par o-additivité :

P(G An> :P<G Bn> - f:IP(Bn) = lim > P(B,) = lim P(Ay).

(ii) Appliquer (i) a la suite croissante A C A5 C --- et utiliser P(AS) = 1-P(A,). O

1.6 Construction de probabilités

1.6.1 Probabilité uniforme sur un ensemble fini

Définition 1.16 (Probabilité uniforme). Si €2 est un ensemble fini, la probabilité uni-
forme (ou équiprobabilité) est définie par :

P(A) = @ _ nombre de cas favorables

||  nombre de cas possibles

L’hypotheése d’équiprobabilité n’est 1égitime que si la symétrie du probleme la justifie
(dé équilibré, tirage au sort...). Ne 'invoquez jamais sans vérification !
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Exemple 1.17 (Probléme des anniversaires). Dans un groupe de n personnes, quelle est
la probabilité qu’au moins deux personnes aient le méme anniversaire ? On suppose 365
jours équiprobables.

L'univers est Q = {1,...,365}" avec |2| = 365". L’événement complémentaire « tous
les anniversaires sont distincts »a pour cardinal 365 x 364 x --- x (365 —n + 1). Donc :

365!
(365 — n)! 365"

P(au moins une coincidence) = 1 —

Pour n = 23, on obtient P ~ 0,507 : il y a plus d’'une chance sur deux!

1.6.2 Probabilité définie par une densité discrete

Proposition 1.18. Si Q) est dénombrable et si (p,)weo est une famille de réels tels que
Pw > 0 pour tout w et Zweﬂ P = 1, alors :

P(A) =) p., AC,

w€eA

définit une mesure de probabilité sur (2, P(Q)).

1.6.3 Construction sur R : densité continue

Proposition 1.19. Soit f : R — [0, +00) une fonction intégrable telle que fj;o f(x)der =
1. Alors :

P(A) = /Af(x) dx, A€ B(R),

définit une mesure de probabilité sur (R, B(R)). La fonction f est appelée densité de
probabilité.

1.7 Lemme de Borel-Cantelli (premiére partie)

Théoréme 1.20 (Premier lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,),>1 une suite d’événe-
ments. Siy - P(A,) < oo, alors :

P(lim sup An) =0,

n—oo

oo o0

ou limsup A,, = ﬂ U Ay est [’événement « une infinité de A,, se réalisent ».

n—oo n=1k=n

Démonstration. Posons B, = J,—, Aj. La suite (B,,) est décroissante et limsup A,, =
() B,. Par continuité décroissante :

n—oo

. s < I _
P(limsup A,) = lim P(B,) < nh_)IgO;IP(Ak) 0,

car le reste d'une série convergente tend vers zéro. O

Remarque 1.21. Le second lemme de Borel-Cantelli (réciproque partielle) nécessite I'in-
dépendance des événements et sera énoncé au chapitre 2.

9
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1.8 Exercices

Exercice 1.1. Montrer que l'intersection de deux tribus est une tribu. L’union de deux
tribus est-elle toujours une tribu? Donner un contre-exemple.

Exercice 1.2. Soit Q = {1,2,3,4,5,6} (dé équilibré). Ecrire la tribu engendrée par la
partition {{1,2},{3,4},{5,6}} et dénombrer ses éléments.

Exercice 1.3. On lance un dé équilibré deux fois. Calculer la probabilité que :
(a) la somme soit égale a 7 ;
(b) la somme soit supérieure ou égale a 10 ;
(c) les deux faces soient identiques.

Exercice 1.4. On tire trois cartes successivement et sans remise dans un jeu de 52 cartes.
Calculer la probabilité d’obtenir exactement deux as.

Exercice 1.5. Soit (A,) une suite décroissante d’événements avec P(A4,) = 1/n. Que
vaut P((, 2, A,) 7 Justifier.

Exercice 1.6 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,,) une suite d’événements avec P(A,) =
1/n?. Montrer que P(limsup 4,) = 0. Méme question avec P(4,) = 1/n : peut-on
conclure ?

Exercice 1.7. Montrer la formule d’inclusion-exclusion (théoréme 1.13) par récurrence
sur n.

Exercice 1.8. On dispose n lettres dans n enveloppes au hasard (une lettre par en-
veloppe). Soit D,, le nombre de lettres « bien placées »(dans la bonne enveloppe). En
utilisant la formule d’inclusion-exclusion, montrer que :

n 1 k
P(D,=0)=>»_ E° g 0,368.
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Chapitre 2

Probabilité Conditionnelle et
Indépendance

Un médecin apprend qu'un patient a un test positif pour une maladie rare. Quelle
est la probabilité que le patient soit réellement malade ? La réponse — souvent contre-
intuitive — dépend crucialement de la prévalence de la maladie et de la qualité du test.
C’est le célebre « paradoxe » de Bayes, et pour le résoudre, il faut maitriser la notion de
probabilité conditionnelle : comment mettre a jour nos croyances lorsqu’une information
nouvelle est disponible.

La notion de probabilité conditionnelle permet de mettre a jour I'information dispo-
nible lorsqu’un événement est observé. L’indépendance, quant a elle, formalise I'idée
que deux événements n’ont aucune influence 1'un sur 'autre. Ces deux concepts sont
au coeur de toute la théorie des probabilités.

2.1 Probabilité conditionnelle

Définition 2.1 (Probabilité conditionnelle). Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et B €
F un événement tel que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle de A sachant B est :

P(AN B)

PAIB) = 55

Proposition 2.2. Pour B fixé avec P(B) > 0, 'application A — P(A | B) est une mesure
de probabilité sur (2, F).
Démonstration. Vérifions les axiomes de Kolmogorov :

« P(A| B)=P(AN B)/P(B) > 0 pour tout A.

- P(Q]B) =P(B)/P(B) =

o Si (A,) sont mutuellement disjoints, alors les (A, N B) le sont aussi, et par o-

additivité de [P :

o

B):P(U”é’?;)mm) ZPA mB ZP A1B). O
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CHAPITRIHA PPFERIBA BEROB ABINITE ICONBITIO NVANDE EENNNKCENDANCE

Exemple 2.3. On lance deux dés équilibrés. Sachant que la somme est 8, quelle est la
probabilité que le premier dé affiche 37

Soit A = {premier dé = 3} et B = {somme = 8}. Les résultats donnant somme 8
sont : (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2), donc P(B) = 5/36. Comme AN B = {(3,5)}, on a
P(AN B) =1/36. Donc P(A | B) = (1/36)/(5/36) = 1/5.

2.2 Regle de la chaine et formule de Bayes

Théoréme 2.4 (Regle de multiplication / régle de la chaine). Pour tous événements
Ay, AL avec P(AT NN A, 1) >0

P(A N NA) = P(A)P(As | A)P(As | AN Ag) - P(A, | AN -0 Any).

Définition 2.5 (Systeme complet d’événements). Une famille (B;);e; d’événements forme
un systéme complet d’événements (ou partition de ) si :

(i) B;N B; =0 pour ¢ # j (disjoints) ;
(ii) U Bi = Q (exhaustifs) ;
(iii) P(B;) > 0 pour tout i.

Théoréme 2.6 (Formule des probabilités totales). Soit (B;)ic; un systéme complet d’évé-
nements (avec I fini ou dénombrable). Pour tout A € F :

P(A) = Y B(A| B)P(B).

icl

Démonstration. Comme A =ANQ =J,(AN B;) (union disjointe) :

P(A) =) P(ANB;) =) P(A|B)P(B). O

Théoréme 2.7 (Formule de Bayes). Soit (B;)ie; un systéme complet d’événements et A
un événement avec P(A) > 0. Alors pour tout j € I :

_ P(A| By)P(By)
BB 1A = 501 B)B(B)

Les P(B;) sont les probabilités a priori des hypotheéses B;. Apres observation de A,
la formule de Bayes fournit les probabilités a posteriori P(B; | A), mises & jour par
la vraisemblance P(A | B;).

Exemple 2.8 (Test de dépistage). Un test médical a une sensibilité de 99% (vrai positif)
et une spécificité de 95% (vrai négatif). La prévalence de la maladie est de 0,1%. Quelle
est la probabilité qu’'un patient soit malade sachant que le test est positif?

12



CHAPITRE 2. PROBABILITE CONDITIQNNHNIH-PENNAKNPENDANEREMENTS

Soit M = « malade »et T" = « test positif » Ona:P(M) = 0,001, P(T* | M) = 0,99,
P(T+ | M) = 0,05.
P(T* | M)P(M)
(TH | M)P(M) +P(T+ | Me)P(Me)
B 0,99 x 0,001 ~0,00099
© 0,99 x 0,001 + 0,05 x 0,999  0,05094

Meéme avec un test tres performant, la probabilité d’étre malade sachant un test positif
n’est que d’environ 2%, a cause de la faible prévalence.

P(M | T7) = =

~ 0,0194.

2.3 Indépendance d’événements

Définition 2.9 (Indépendance de deux événements). Deux événements A et B sont
indépendants, noté A 1L B, si :
P(ANB) =P(A) - P(B).

Remarque 2.10. Si P(B) > 0, I'indépendance équivaut a P(A | B) = P(A) : savoir que B
s’est réalisé ne modifie pas la probabilité de A.

Indépendance # incompatibilité

Deux événements disjoints (AN B = () de probabilité non nulle ne sont jamais
indépendants, car P(AN B) = 0 # P(A)P(B). Ne confondez pas ces deux notions!

Définition 2.11 (Indépendance mutuelle). Les événements Ay, ..., A, sont mutuelle-
ment indépendants si, pour tout sous-ensemble J C {1,...,n} avec |J| > 2:
P(ﬂ A]) =[P4
jeJ jeJ

Indépendance deux a deux # mutuelle

L’indépendance deux a deux ne suffit pas pour 'indépendance mutuelle. Il faut
vérifier toutes les sous-familles, pas seulement les paires.

Exemple 2.12 (Contre-exemple de Bernstein). On lance deux dés équilibrés. Posons :

e A = « le premier dé est pair »,
e B = « le second dé est pair »,
o (' = « la somme est paire ».

On vérifie que P(A) = P(B) = P(C) = 1/2 et que toute paire est indépendante : P(A N
B) = 1/4 = P(A)P(B), etc. Cependant, P(LANBNC) =1/4 # 1/8 = P(A)P(B)P(C).

Les trois événements sont indépendants deux a deux mais pas mutuellement.

Proposition 2.13. Si A et B sont indépendants, alors les couples suivants le sont aussi :
(A, B°), (A%, B), (A°, B°).

Démonstration. P(AN B¢) =P(A) —P(ANB) =P(A) —P(A)P(B) =P(A)(1 - P(B)) =
P(A)P(B°). Les autres cas sont analogues. O
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CHAPITRIHA PPFERIBA BEROB ABINITE ICONBITIO NVANDE EENNNKCENDANCE

2.4 Second lemme de Borel-Cantelli

Théoréme 2.14 (Second lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,,)n>1 une suite d’événements

mutuellement indépendants. Si )"~ P(A,) = +oo, alors :

P(lim sup An) = 1.

n—oo
Autrement dit, presque sirement, une infinité de A, se réalisent.

Démonstration. 11 suffit de montrer que ]P’(Uzozn Ak) = 1 pour tout n. Passant au com-
plémentaire :

N

P(ﬂ Az) = [IPs) = [ -PA) < [ e = exp<— ZP(A@) :
k=n k=n k=n

k:n kZ’I’L

Quand N — o0, la somme diverge, donc le produit tend vers 0. Par continuité décrois-
sante : P(N,, A7) =0, dot P(Upe, Ax) = 1. O

Résumé : Borel-Cantelli

e Y P(4,) <o = P(limsupA,) =0 (sans hypothese).

« > P(A,) = x et indépendance = P(limsup A,) = 1.

2.5 Indépendance de tribus et de variables aléatoires

Définition 2.15 (Tribus indépendantes). Deux sous-tribus Gi,G, C F sont indépen-
dantes si, pour tous A € Gy et B € G, :

P(AN B) = P(A) P(B).

Définition 2.16 (Variables aléatoires indépendantes — préambule). Deux variables aléa-
toires X et Y sont indépendantes si les tribus qu’elles engendrent, o(X) et o(Y), sont
indépendantes. En termes de lois (voir chapitre 3 pour les définitions completes), cela
revient a :

P(X €AY e B)=P(X € A)P(Y € B)
pour tous boréliens A, B € B(R).

2.6 Applications classiques

Exemple 2.17 (Probleme de Monty Hall). Un candidat choisit une porte parmi trois.
Derriere I'une se trouve une voiture, derriére les deux autres des chevres. Le présentateur,
qui sait ou est la voiture, ouvre une porte révélant une chévre, puis propose au candidat
de changer de porte.

Soit V; = « la voiture est derriére la porte i »(z = 1,2, 3), et supposons que le candidat
choisisse la porte 1. Par la formule de Bayes, on montre que la probabilité de gagner en
changeant est 2/3, tandis que rester donne 1/3. Il est donc avantageux de changer.
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CHAPITRE 2. PROBABILITE CONDITIONNELLE ET INDEPENDANCY¥ERCICES

Exemple 2.18 (Marche aléatoire et ruine du joueur). Un joueur commence avec un
capital k € {1,..., N —1}. A chaque tour, il gagne 1 € avec probabilité p ou perd 1 € avec
probabilité ¢ = 1 — p, indépendamment. Le jeu s’arréte quand le capital atteint 0 (ruine)
ou N (objectif atteint).

En utilisant la probabilité conditionnelle et un argument de récurrence, on montre que
la probabilité de ruine est :

(a/p)* = (q/p)" .
L (@) SPTE

P(ruine | Xo = k) =

|
1_N sip=q=3.

2.7 Exercices

Exercice 2.1. Un lot contient 10 pieces dont 3 sont défectueuses. On tire 2 pieces suc-
cessivement sans remise. Calculer la probabilité que la seconde soit défectueuse sachant
que la premiere l’est.

Exercice 2.2. Trois machines M, M,, M5 produisent respectivement 50%, 30% et 20%
de la production. Leurs taux de défaut sont 2%, 3% et 5%. Un article pris au hasard est
défectueux. Quelle est la probabilité qu’il provienne de M ?

Exercice 2.3. Montrer que si A, B, C' sont mutuellement indépendants, alors AU B et
C sont indépendants.

Exercice 2.4. On lance une piece équilibrée n fois. Soit Ay I’événement « le k-ieme lancer
donne Pile ». Montrer que les A; sont mutuellement indépendants.

Exercice 2.5 (Formule de Bayes itérée). On dispose d’une urne contenant 1 boule rouge
et 1 boule bleue. On tire une boule au hasard, on la remet et on ajoute une boule de la
méme couleur. Apres n tirages, calculer la probabilité que toutes les boules tirées soient
rouges.

Exercice 2.6. Soit (A,,),>1 une suite d’événements indépendants avec P(4,,) = 1/(n+1).
Montrer que P(limsup A,,) = 1. Interpréter.

Exercice 2.7 (Paradoxe de Simpson). Donner un exemple numérique ou P(A | B) >
P(A | B°) mais P(A | BNC) < P(A| B°NC) et P(A| BNC° < P(A | B°NC°).
Expliquer le phénomene.

Exercice 2.8. Soit p € (0,1) et (X,,),>1 une suite de lancers de Bernoulli indépendants
de parametre p. Montrer que P(In: X, =1) = 1.
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Chapitre 3

Variables Aléatoires Discretes

Lancer un dé, compter le nombre de clients dans une file d’attente, observer le nombre
de désintégrations radioactives par seconde : dans chacune de ces situations, le hasard
produit un résultat qu'on peut énumérer. Les variables aléatoires discretes — celles qui
ne prennent qu’'un nombre fini ou dénombrable de valeurs — sont les premieres que l'on
rencontre, et les plus intuitives. Pourtant, elles réservent des surprises : la loi de Poisson,
découverte par Siméon Denis Poisson en 1837 pour modéliser les erreurs judiciaires, ré-
apparait partout, des centres d’appels aux impacts de bombes V-2 sur Londres. La loi
géométrique capture la patience du joueur obstiné, tandis que la loi binomiale, héritiere
directe des travaux de Jacob Bernoulli, reste le modele de référence pour les expériences
répétées.

Ce chapitre construit le cadre formel des variables aléatoires discretes et développe les
lois classiques qui peuplent toute la théorie des probabilités.

Une variable aléatoire est une fonction qui associe une valeur numérique au résultat
d’une expérience aléatoire. Ce chapitre traite le cas discret : 'ensemble des valeurs
prises est fini ou dénombrable.

3.1 Définition et loi d’une variable aléatoire

Définition 3.1 (Variable aléatoire). Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une variable
aléatoire réelle est une application X : 2 — R mesurable, c’est-a-dire telle que pour
tout B € B(R) :

X' (B)={weQ: X(w) € B} € F.

Définition 3.2 (Variable aléatoire discrete). Une variable aléatoire X est discréte si elle
prend ses valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable {1, xs,...} CR.

Définition 3.3 (Loi de probabilité / fonction de masse). La loi (ou distribution) de X
est la mesure de probabilité Px sur (R, B(R)) définie par Px(B) = P(X € B). Pour une
variable discrete, la loi est entierement déterminée par la fonction de masse :

px(xg) =P(X =ax), k=1,2,...
avec px(zg) > 0et >, px(zx) = 1.

17



CHAPITRE 3. VARIABLESHRPATRARES WIRCRBIESALEATOIRES DISCRETES

Définition 3.4 (Fonction de répartition). La fonction de répartition de X est :

Fx(z) =P(X < x) pr (r), x€eR.

Proposition 3.5 (Propriétés de Fx). (i) Fy est croissante.
(i) limg— oo Fix(z) =0 et lim, 1 Fx(x) = 1.
(iii) Fx est continue a droite.
(iv) P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™) (saut en a).
)

(v) Pour une variable discrete, Fx est une fonction en escalier.

3.2 Lois discretes classiques

3.2.1 Loi de Bernoulli

Définition 3.6 (Bernoulli). X ~ Bernoulli(p) avec p € [0,1] :
PX=1)=p, PX=0)=1-p=gq.

E[X] =p, Var(X) = pq.

3.2.2 Loi binomiale

Définition 3.7 (Binomiale). X ~ Bin(n,p) : nombre de succes en n essais de Bernoulli
indépendants.

P(X = k) = (Z)ﬁu —p)"k k=0,1,...,n.
E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).

Exemple 3.8. On lance 10 fois une piece équilibrée. La probabilité d’obtenir exactement

6 Pile est : 0
10 1 210
P(X =6)= — = 2
x=0-(5)(5) - =0

3.2.3 Loi géométrique

Définition 3.9 (Géométrique). X ~ Geom(p) : nombre d’essais nécessaires pour obtenir
le premier succes.

PX =k =(1-p"'p, k=123,...
E[X] =1/p, Var(X) = (1 — p)/p*.

Proposition 3.10 (Perte de mémoire). La loi géométrique est la seule loi discrete a
support dans N* vérifiant la propriété de perte de mémoire :

PX>m+n|X>m)=PX >n) Vm,n>0.
Démonstration. P(X > k) = (1 — p)*. Donc :
(1 _ p)m-‘rn
(L =p)m
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CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETHABLEAU RECAPITULATIF

3.2.4 Loi de Poisson

Définition 3.11 (Poisson). X ~ Poisson(\) avec A > 0 :

)\k
_ =
P(X = k)=,

k=0,1,2,...
E[X] = A, Var(X) = \.

Théoréme 3.12 (Approximation de Poisson). Si X,, ~ Bin(n,p,) avec np, — \ quand
n — 0o, alors pour tout k € N :

Démonstration.

La loi de Poisson modélise le nombre d’événements rares dans un intervalle donné
(appels téléphoniques, particules radioactives, pannes...). Regle pratique : si n > 30
et p < 0,1, on approxime Bin(n, p) par Poisson(np).

3.2.5 Loi hypergéométrique

Définition 3.13 (Hypergéométrique). On tire n objets sans remise d’une population de
N objets dont K sont marqués. X = nombre d’objets marqués parmi les n tirés :
(o) Giid)
P(X =k)= #, k =max(0,n+ K — N),...,min(n, K).

E[X] = nK/N.
3.3 Tableau récapitulatif
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Lois discretes fondamentales

Loi Parameétres E[X] Var(X)
Bernoulli(p) p € [0,1] p p(1—p)
Binomiale(n, p) n € N* pe|0,1] np np(1l —p)
Géométrique(p) p € (0,1] 1/p (1—p)/p?
Poisson(\) A>0 A A
Uniforme{1,...,n} n € N* (n+1)/2 (n*>—1)/12

3.4 Fonction génératrice

Définition 3.14 (Fonction génératrice). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
La fonction génératrice de X est :

Gx(s) =E[s"] =) P(X =k)s", |[s]<1.

Proposition 3.15 (Propriétés de Gx). (i) Gx(1) = 1.
(i) E[X] = Gx(1).
(iii) E[X(X —1)] = G%(1), don Var(X) = G%(1) + G (1) — [G (1)]2.
(iv) P(X = k) = GP(0)/k!.
(v) Si X et Y sont indépendantes, Gy 4y (s) = Gx(s) - Gy (s).

Exemple 3.16 (Fonction génératrice de la loi de Poisson). Si X ~ Poisson(\) :

3.5 Exercices

Exercice 3.1. Soit X ~ Bin(n,p). Montrer directement (par calcul) que E[X] = np et
Var(X) = np(1 —p).

Exercice 3.2. Soit X ~ Geom(p). Calculer E[X] en utilisant la fonction génératrice.

Exercice 3.3. Soit X ~ Poisson(A) et Y ~ Poisson(u), indépendantes. Montrer que
X +Y ~ Poisson(A + ) en utilisant les fonctions génératrices.

Exercice 3.4. Un standard téléphonique recoit en moyenne 4 appels par minute, modé-
lisés par une loi de Poisson. Calculer la probabilité de recevoir :
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(a) exactement 3 appels en une minute ;
(b) au moins 1 appel en 30 secondes ;
(c) plus de 10 appels en 2 minutes.

Exercice 3.5. Un sac contient 5 boules rouges et 15 boules bleues. On tire 4 boules sans
remise. Calculer la probabilité d’obtenir exactement 2 boules rouges.

Exercice 3.6. On lance un dé équilibré jusqu’a obtenir un 6. Soit X le nombre de lancers.
(a) Quelle est la loi de X ?
(b) Calculer P(X > 10).
(c) Calculer P(X > 15| X > 5). Retrouver la perte de mémoire.

Exercice 3.7. Montrer que la loi géométrique est la seule loi discrete sur N* vérifiant la
propriété de perte de mémoire. Indication : poser g(n) = P(X > n) et utiliser I’équation
fonctionnelle g(m + n) = g(m)g(n).

Exercice 3.8. Soit N ~ Poisson(A) et (X;);>; des variables i.i.d. de Bernoulli(p), indé-
pendantes de N. Poser S = S_~ | X;. Montrer que S ~ Poisson(Ap).
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Chapitre 4

Variables Aléatoires Continues

Avec les variables discretes, on comptait. Avec les variables continues, on mesure. La
transition est plus qu'un changement de vocabulaire : elle exige de remplacer les sommes
par des intégrales, les masses ponctuelles par des densités, et d’apprivoiser 'idée qu’en
continu, la probabilité d’obtenir une valeur exacte est toujours nulle. C’est Abraham de
Moivre qui, vers 1733, a ouvert cette voie en approchant la loi binomiale par la courbe
en cloche — ce que nous appelons aujourd’hui la loi normale, et que Gauss immortalisera
dans ses travaux d’astronomie.

Une variable aléatoire continue prend ses valeurs dans un intervalle (ou tout R) et
sa loi est décrite par une densité de probabilité. Ce chapitre développe les outils
spécifiques au cas continu : densité, fonction de répartition, quantiles.

4.1 Densité de probabilité

Définition 4.1 (Variable aléatoire a densité). Une variable aléatoire X est dite continue
(ou & densité) s’il existe une fonction fx : R — [0, 4+00), intégrable, telle que pour tout
a<b:

Pla< X <0b) = /bfx(x) dx.
La fonction fx est appelée densité de probabilité de X.
Proposition 4.2 (Propriétés de la densité). (i) fx(z) > 0 pour tout z € R.
(i) /72 fx(a)de = 1.
(iii) P(X = a) = 0 pour tout a € R.

(iv) P@a< X <b)=Pla< X <b)=Pa< X <b)=Pla< X <bH).

La densité n’est pas une probabilité

On peut avoir fx(z) > 1 pour certaines valeurs de x. La densité est une « concen-
tration de probabilité », pas une probabilité. Seule son intégrale sur un intervalle
donne une probabilité.
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4.2 Fonction de répartition

Définition 4.3 (Fonction de répartition).
FX(:U):]P’(Xﬁas):/ fx()dt, zeR.

Théoréme 4.4 (Lien densité—répartition). Si Fy est dérivable en x, alors fx(x) = Fi(z).
Plus généralement, fx est une dérivée de Fx presque partout.

Proposition 4.5 (Propriétés de Fx). (i) Fy est croissante et continue (dans le cas a
densité).

(ii) lim, o Fx(z) =0, lim, o Fx(z) = 1.

(ii) P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

4.3 Lois continues classiques

4.3.1 Loi uniforme continue

Définition 4.6 (Uniforme sur [a,b]). X ~ U([a,b]) avec a < b :

. 0 six < a,
fx(l') = m ]-[a,b}(x); Fx($) = % sia S X S b,
1 sixz > b.

E[X] = (a+b)/2, Var(X) = (b — a)?/12.

4.3.2 Loi exponentielle
Définition 4.7 (Exponentielle). X ~ Exp(\) avec A > 0 :

fx(@) = XM 1 400) (@),  Fx(2) = (1 — e ) 1100 ().
E[X] = 1/), Var(X) = 1/)%

Théoréme 4.8 (Perte de mémoire). La loi exponentielle est la seule loi continue sur
[0, +00) vérifiant :

PX>s+t]| X >s)=PX >t) Vs, t>0.

Démonstration. Soit g(t) = P(X >t) = e . Alors :

—A(s+t)

]P’(X>s+zf|X>s):6 - =M =g(t).
e S

Réciproquement, si g(s +t) = g(s)g(t) avec g continue décroissante et g(0) = 1, alors
g(t) = e~ pour un certain A > 0, ce qui caractérise la loi exponentielle. Il
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CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES CONTINIES ONTINUES CLASSIQUES

Si les arrivées suivent un processus de Poisson de taux A, alors le temps entre deux
arrivées consécutives suit une loi Exp(A).

4.3.3 Loi normale (gaussienne)

Définition 4.9 (Loi normale). X ~ N (u,0?) avec p € Ret o >0 :
1 _ 2
fx(v) = eXP<——(x ) ) , xR

o\ 2T 202

E[X] = u, Var(X) = o2

Définition 4.10 (Loi normale centrée réduite). Si Z ~ N (0,1), on note ®(z) =P(Z < z)
sa fonction de répartition. On a la relation :

g

Valeurs clés de ¢

% 1,645 1,96 2,326 2,576 3,291

si X ~ N(p,02), P(ng):¢<x_“).

®(z) 095 0,975 099 0,995 0,9995

Par symétrie : ®(—z) =1 — ®(z).

Proposition 4.11 (Reégle des ko). Si X ~ N (i, 0?) :
e P(|X —p| <0)~0,6827 (regle du lo),
o P(|X —pu| <20)=~0,9545 (regle du 20),
e P(|X —p| <30)~0,9973 (regle du 30).

4.3.4 Loi gamma
Définition 4.12 (Gamma). X ~ I'(a, A) avec a, A > 0 :

ouI'(a) = [[Ft*letdt. On a E[X] = a/X et Var(X) = a/A\%

Remarque 4.13. T(1,\) = Exp(}\) et T'(n/2,1/2) = x*(n) (loi du chi-deux a n degrés de
liberté).

xa—l 6—)\1‘ 1(0,+oo) (.CC) ’

4.3.5 Loi béta

Définition 4.14 (Béta). X ~ Beta(a, 3) avec a, f > 0 :
B (1 — )Pt
TN
o B(a, f) = D()T'(B)/T(a + ). E[X] = a/(a + f).

Lo,1)(),
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CHAPITRE 4. VARIABLESEHMFINRPIBRES/AGMIBNESALEATOIRES CONTINUES

4.4 Quantiles et médiane
Définition 4.15 (Quantile). Le quantile d’ordre p (0 < p < 1) de X est :
4 = inflz € R : Fx(z) > p} = F'(p).

Définition 4.16 (Médiane). La médiane de X est le quantile d’ordre 1/2 : Med(X) =
qi/2-

Exemple 4.17. Si X ~ Exp()), alors Fy(z) =1 — e~ pour z > 0. Le quantile d’ordre
p est :

In(1 —p)
Gp=———

En particulier, Med(X) = In2/\.

4.5 Simulation par inversion

Théoréme 4.18 (Méthode d’inversion). Si U ~ U([0,1]) et F' est une fonction de répar-
tition continue strictement croissante, alors X = F~Y(U) a pour fonction de répartition

F.
Démonstration. P(X <z)=P(FY(U) <z)=PU < F(x)) = F(z). O

Exemple 4.19. Pour simuler X ~ Exp()), on génere U ~ U([0,1]) et on pose X =
—In(1 =U)/A=—In(U)/X (car 1 — U a la méme loi que U).

4.6 Exercices

Exercice 4.1. Soit X de densité f(z) = cz® 1j)(x). Déterminer ¢, E[X], Var(X) et Fx.
Exercice 4.2. Soit X ~ N(100,25). Calculer :

(a) P(X > 105) ;

(b) P(90 < X < 110) ;

(c) le quantile ggg.
Exercice 4.3. Montrer que si X ~ N (u,0?), alors Z = (X — p)/o ~ N(0,1).
Exercice 4.4. Soit X ~ Exp()). Calculer la densité et 'espérance de Y = X2

Exercice 4.5. Montrer que I'intégrale de Gauss vaut : fj;o e 12 dx = \/2x. Indication :
calculer I? en coordonnées polaires.

Exercice 4.6. Soit X ~ I'(a, ). Montrer que Y = 2AX ~ x?(2a) lorsque o € N* /2.
Exercice 4.7 (Simulation). Décrire une méthode pour simuler une variable aléatoire de
densité f(x) = 2z 1pq)(x) par la méthode d’inversion.

Exercice 4.8. Soit X de densité f(z) = m 1(0,400)(2). Vérifier que f est bien une

densité et calculer Fy. L’espérance de X existe-t-elle?
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Chapitre 5

Espérance, Variance, Moments

Si vous jouez a un jeu de hasard un grand nombre de fois, votre gain moyen par partie
convergera vers un nombre précis : I’espérance. Ce résultat, pressenti par Pascal et Fermat
des 1654, est la loi des grands nombres. L’espérance résume la « position »d’une variable
aléatoire ; la variance, introduite par Ronald Fisher en 1918, mesure sa « dispersion ».
Ensemble, ces deux parametres capturent ’essentiel du comportement d’une distribution,
et les moments d’ordre supérieur — asymétrie, aplatissement — en raffinent le portrait.

L’espérance et la variance sont les deux parametres fondamentaux résumant le
comportement d’'une variable aléatoire : position et dispersion. Ce chapitre les définit
rigoureusement, établit leurs propriétés et introduit les moments d’ordre supérieur.

5.1 Espérance

Définition 5.1 (Espérance — cas discret). Soit X une variable aléatoire discrete prenant
les valeurs 1, xo, ... L’'espérance de X est :

E[X] =) 2 P(X = ),
k

pourvu que ., |zx| P(X = z) < oo (convergence absolue).

Définition 5.2 (Espérance — cas continu). Si X admet une densité fx, 'espérance
est :

400
E[X] = / © fx(x) da,

o

pourvu que [ |z| fx(x)dx < co.

Théoréme 5.3 (Formule de transfert (LOTUS)). Sig: R — R est mesurable :
o Cas discret : E[g(X)] =Y, 9(zx) P(X = zy).
« Cas continu : E[g(X)] = ["2 g(z) fx(x) da.

(Pourvu que les sommes/intégrales convergent absolument.)
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CHAPITRE 5. ESPERANCE(NARIAREB, MESPERANCE, VARIANCE, MOMENTS

La formule de transfert permet de calculer E[g(X)] directement & partir de la loi
de X, sans avoir a déterminer la loi de Y = g(X).

Théoréme 5.4 (Propriétés de 'espérance). (i) Linéarité : ElaX + bY| = aE[X] +
bE[Y] pour tous a,b € R.
(i) Positivité : si X >0 p.s., alors E[X] > 0.
(11t) Monotonie : si X <Y p.s., alors E[X] < E[Y].
(iv) |E[X]| < E[|X]].

(v) Produit pour variables indépendantes : si X 1L Y et E[|X|,E[]Y]] < oo,
alors E[XY] = E[X]E[Y].

Exemple 5.5. Soit X ~ Exp(\). On calcule :

0

E[X]:/ e Mdr = [—xeAﬂoojL/ eMdr =0+~ =—.
0 0

5.2 Variance

Définition 5.6 (Variance et écart-type). La variance de X (si E[X?] < 00) est :
Var(X) = E[(X — E[X])?].

L’écart-type est o(X) = /Var(X).

Théoréme 5.7 (Formule de Konig-Huygens).
Var(X) = E[X?] — (E[X])%.

Démonstration.

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? — 2XE[X] + (E[X])?]
= E[X?] - 2E[X|E[X] + (E[X])? = E[X?] — (E[X])*. O

Proposition 5.8 (Propriétés de la variance). (i) Var(X) > 0, et Var(X) = 0 si et
seulement si X est constante p.s.

(i) Var(aX +b) = a*Var(X).
(iii) Si X 1LY, alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(iv) Plus généralement : Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).

Résumé : espérance et variance

E[aX +b] = aE[X] 4+, Var(aX +b) = a*Var(X), Var(X) = E[X?]-E[X]*.
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CHAPITRE 5. ESPERANCE, VARIANCE 5MOMNIENTBNTS D’ORDRE SUPERIEUR

5.3 Moments d’ordre supérieur
Définition 5.9 (Moment d’ordre 7). Le moment d’ordre r de X (r € N*) est :
m, = E[X"],
lorsque cette espérance existe. Le moment centré d’ordre r est : p, = E[(X — E[X])"].

Définition 5.10 (Coefficient d’asymétrie et kurtosis). o Le coefficient d’asymétrie
(skewness) est : 1 = pg/o3.

 Le kurtosis est : v = ug/0* — 3.
Pour la loi normale, v; = 0 et 5 = 0.

Remarque 5.11. v; > 0 indique une queue droite plus lourde, 7; < 0 une queue gauche plus
lourde. v, > 0 indique des queues plus lourdes que la normale (distribution leptokurtique).

5.4 Inégalités fondamentales

Théoréme 5.12 (Inégalité de Markov). Si X >0 eta >0 :

ElX
P(X >a) < [ ]
a
Démonstration. E[X] =E[X 1xs.] + E[X 1x<o] > E[X 1x54] > aP(X > a). O
Théoréme 5.13 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Si Var(X) existe :

Var(X)

e2

P(|X —E[X]| >¢) < , VYe>0.

Démonstration. Appliquer I'inégalité de Markov & Y = (X — E[X])? avec a = € :

E[Y] Var(X)
e g2

P(X —E[X]| >¢) =P(Y >¢°) <
Théoréme 5.14 (Inégalité de Jensen). Si ¢ est conveze et E[|X|] < oo :
e(E[X]) < Elp(X)].
Si @ est concave, l'inégalilé est renversée.

Exemple 5.15. En prenant ¢(x) = 2% (convexe), on retrouve (E[X])? < E[X?], c’est-a-
dire Var(X) > 0.

Théoréme 5.16 (Inégalité de Cauchy—Schwarz).
IEXY]]” < E[X?]E[Y?].
Egalité si et seulement siY = aX + b p.s. pour certains a,b € R.
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CHAPITRE 5. ESPERANCE(NARIAREB, MESPERANCE, VARIANCE, MOMENTS

5.5 Espérance conditionnelle (introduction)

Définition 5.17 (Espérance conditionnelle discrete). Si X et Y sont discretes :
EX|Y =y]= ZmIP’ =z |Y =y).

Théoréme 5.18 (Formule de 'espérance totale).

E[X] = E[E[X | Y]] ZEX|Y—y P(Y =y).

Théoréme 5.19 (Formule de la variance totale).
Var(X) = E[Var(X | V)] + Var(E[X | Y]).

Exemple 5.20. Soit N ~ Poisson(\) et, conditionnellement &8 N =n, S = X;+---+ X,
ot les X; sont i.i.d. avec E[X;] = p et Var(X;) = o2. Alors :

B[S] = E[E[S | V]| = E[Nu] = A,
Var(S) = E[Var(S | N)] + Var(E[S | N]) = E[No?] + Var(Npu) = \o? + \u®.

5.6 Exercices

Exercice 5.1. Calculer E[X] et Var(X) pour X ~ N (u, 0?) directement par intégration.

Exercice 5.2. Soit X de densité f(z) = 6x(1—x) 1j1(x). Calculer E[X], E[X?], Var(X),
7 et 7.

Exercice 5.3. Montrer I'inégalité de Markov. En déduire que si E[e*X] existe pour ¢ > 0,
alors P(X > a) < e E[e"X] pour tout a (borne de Chernoff).

Exercice 5.4. Soit X uniformément distribuée sur {1,2,...,n}. Calculer E[X], E[X?] et
Var(X).

Exercice 5.5. Montrer I'inégalité de Cauchy—Schwarz en considérant le polynéme p(t) =
E[(X +tY)?] > 0 et en étudiant son discriminant.

Exercice 5.6. Un dé équilibré est lancé N fois, ou N ~ Poisson(10). Soit S la somme
des résultats. Calculer E[S] et Var(S5).

Exercice 5.7. Soit X une variable aléatoire positive. Montrer que :
E[X] = / P(X > 1) dt.
0

Indication : intervertir 'intégrale et 'espérance.

Exercice 5.8. Montrer que Var(X) = min.cg E[(X — ¢)?], le minimum étant atteint en
c=E[X].
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Chapitre 6

Lois Usuelles et leurs Propriétés

La théorie des probabilités a produit, au fil des siécles, une galerie de distributions
remarquables — chacune née d’un probleme concret, et chacune dotée de propriétés spé-
cifiques qui la rendent irremplagable dans son domaine. La loi normale de Gauss, la loi
exponentielle des temps d’attente, la loi de Poisson des événements rares, la loi beta de la
statistique bayésienne, la loi gamma de la théorie des files d’attente : ce chapitre les ras-
semble dans un panorama organisé, mettant en lumiere leurs relations mutuelles (somme,
conditionnement, passage a la limite) et les propriétés qui les caractérisent.

Ce chapitre présente un catalogue organisé des lois de probabilité les plus courantes,
tant discretes que continues, avec leurs propriétés, relations mutuelles et domaines
d’application.

6.1 Panorama des lois discréetes

6.1.1 Loi binomiale négative

Définition 6.1 (Binomiale négative). X ~ BN(r,p) : nombre d’essais pour obtenir le
r-iéme succes.

k—1
r—1

P(X =k) = < >p7"(1—p)“, k=rr+1,...

E[X] = r/p, Var(X) = r(1 — p)/p*. Pour r = 1, on retrouve la loi géométrique.

6.1.2 Loi uniforme discrete
Définition 6.2 (Uniforme discrete). X ~U{a,a+1,...,b} :

1

]P(X:k):—b_a+l,

k=a,a+1,...,0.
E[X] = (a+b)/2, Var(X) = ((b—a+1)* — 1)/12.
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6.1.3 Loi de Poisson — compléments

Proposition 6.3 (Stabilité par somme). Si X; ~ Poisson(\;) et Xy ~ Poisson(\y) sont
indépendantes, alors X; + X3 ~ Poisson(A; + \p).

Proposition 6.4 (Décomposition de Poisson). Si X ~ Poisson(\) et chaque événement
est classé de type 1 avec probabilité p et de type 2 avec probabilité 1—p, indépendamment,
alors les nombres Ni, Ny de chaque type sont indépendants avec Ny ~ Poisson(\p) et
Ny ~ Poisson(A(1 — p)).

6.2 Panorama des lois continues

6.2.1 Loi log-normale
Définition 6.5 (Log-normale). X ~ LogN(u,0?) si ln X ~ N (u,0?).

o) = ()

xoN/ 2 202

2

E[X] = erto*/2 Var(X) = 217 (¢ — 1).

6.2.2 Loi de Cauchy
Définition 6.6 (Cauchy). X ~ Cauchy(zo,7) :
1
™ (1 + (%)2) |

L’espérance et la variance n’existent pas.

fx(z) =

Cauchy n’a pas de moments

La loi de Cauchy montre que toute variable aléatoire n’a pas forcément d’espérance.
La moyenne empirique de variables de Cauchy i.i.d. ne converge pas : la loi des
grands nombres ne s’applique pas.

6.2.3 Loi de Weibull
Définition 6.7 (Weibull). X ~ Weibull(k, A) avec k, A > 0 :

N =
fx(r) =+ (X> eV 1 o) (2).

Pour k£ = 1, on retrouve la loi exponentielle de parametre 1/A.

6.2.4 Loi chi-deux

Définition 6.8 (Chi-deux). Si Zy, ..., Z, sont i.i.d. N(0,1), alors x2 = Z2 + -+ Z2 ~
['(n/2,1/2) est la loi du chi-deux a n degrés de liberté. E[x2] = n, Var(x2) = 2n.
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6.2.5 Loi de Student

Définition 6.9 (Student). Si Z ~ N(0,1) et V ~ x2 sont indépendants, alors T =
Z[y/V /n suit la loi de Student a n degrés de liberté. E[T] = 0 (pour n > 1),
Var(T) =n/(n — 2) (pour n > 2). Pour n = 1, on retrouve la loi de Cauchy standard.

6.2.6 Loi de Fisher

Définition 6.10 (Fisher). Si U ~ x2 et V ~ x2 sont indépendants, alors F' = (U/m)/(V /n)
suit la loi de Fisher a (m,n) degrés de liberté.

6.3 Relations entre les lois

Carte des relations entre lois

« Bernoulli(p) = Bin(1, p).
« Geom(p) = BN(1, p).

e Exp(\) = (1, \).

« 2(n) = T(n/2,1/2).

nro, A Poisson(\).

« Bin(n, p)
o Bin(n,p) =% N(np,np(1 —p)) (TCL).
e Poisson(\) 222% A/(A, ).

o t, 2% N(0,1).

e I'(n,\) = loi de la somme de n v.a. Exp()\) indépendantes.

6.4 Tableau récapitulatif général

Récapitulatif des lois continues

Loi Densité Support E[X] Var(X)
a b—a 2

U([CL, b]) ﬁ [CL, b] %b %
Exp(\) e M 0, 00) 3 3
N (i, 0?) L_=(a=u)*/(20") R I 2
[(a, A) %xafle*)‘x (0, 00) = =

za_l(lfz)ﬂ_l a afs
Beta(a, ) —BEg) (0,1) atB  (atB)Z(atptl)
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6.5 Meéthodes de reconnaissance

Remarque 6.11. Pour identifier une loi, on peut procéder ainsi :
1. Identifier le support : N, {0,1,...,n}, (0,00), R, (0,1), etc.

2. Repérer la forme fonctionnelle : exponentielle décroissante, cloche symétrique,
puissance...

3. Vérifier les parametres en calculant espérance et variance.

6.6 Exercices

Exercice 6.1. Soit X ~ I'(n, \) avec n € N*. Montrer que X a méme loi que la somme
de n variables i.i.d. Exp()\).

Exercice 6.2. Montrer que si X ~ N(0,1), alors X2 ~ x?(1).

Exercice 6.3. Soit X ~ Poisson(\) avec A = 100. En utilisant ’approximation normale,
estimer P(90 < X < 110).

Exercice 6.4. Soit U ~ U([0, 1]). Calculer la loi de X = —InU.
Exercice 6.5. Soit X ~ Beta(1,1). Montrer que X ~ U([0, 1]).

Exercice 6.6. On observe le nombre de clients arrivant dans un magasin chaque heure,
supposé suivre une loi de Poisson de parametre A = 12. Chaque client achete indépen-
damment avec probabilité p = 0,3. Quelle est la loi du nombre de clients acheteurs par
heure ?

Exercice 6.7. Montrer que si X ~ t, (Student & n ddl), alors X* ~ F(1,n) (Fisher).

Exercice 6.8. Soit X de loi log-normale LogN(0, 1). Calculer E[X], Var(X) et la médiane
de X.
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Chapitre 7

Fonctions de Variables Aléatoires

En sciences et en ingénierie, on mesure rarement la quantité qui nous intéresse di-
rectement. Un physicien mesure un angle et en déduit une vitesse; un financier observe
un rendement logarithmique et en déduit un prix; un ingénieur mesure une tension et
en déduit une puissance. A chaque fois, on applique une transformation g & une variable
aléatoire X pour obtenir une nouvelle variable aléatoire Y = g(X). Mais quelle est la loi
de Y 7 La question, d’apparence innocente, conduit a des techniques riches et variées :
formule du changement de variable, méthode de la fonction de répartition, jacobiens pour
les transformations multidimensionnelles. Maitriser ces outils, ¢’est passer du statut d’ob-
servateur passif de l'aléa a celui d’architecte capable de manipuler les distributions a
volonté.

Lorsqu’on applique une transformation a une variable aléatoire, on obtient une
nouvelle variable aléatoire dont la loi peut étre tres différente. Ce chapitre développe
les méthodes permettant de déterminer la loi de Y = ¢g(X) a partir de celle de X.

7.1 Cas discret

Proposition 7.1 (Loi de g(X) — cas discret). Si X est une variable discréte prenant les
valeurs 1,29, ... et g : R — R, alors Y = ¢g(X) est discréte et :

k:g(zr)=y

Exemple 7.2. Si X ~ Bin(n,1/2) et Y = 2X — n, alors Y prend les valeurs —n, —n +

2,...,n—2 net:
Py =2k —n) = (") ( koo
= n={,)\35) " =0,1,...,n.

7.2 Méthode de la fonction de répartition

Théoréeme 7.3 (Méthode de la CDF). Pour trouver la loi de Y = g(X) :

1. Caleculer Fy(y) =P(Y <y) =P(g9(X) <vy).
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2. Dériver : fy(y) = Fy (y).
Exemple 7.4 (Y = X? avec X ~ N(0,1)). Pour y > 0 :
Fy(y) = PX? < ) = P~/ < X < Vi) = ®(5) — B(—5) = 20(,7) — L.

En dérivant :

1 1
- 2 . _e_y/2 - — =
C’est la densité d'une loi I'(1/2,1/2) = x*(1).

Exemple 7.5 (Y = X avec X ~ N (u,0?)). Pour y > 0 :

26792y 0.

1
\ 2T Y

Fy(y) =P(eX <y) =P(X < lny) = cp(lny—_“) .

g

En dérivant :

1 Iny — p)?
fr(y) = = exp(—%) . y>0.

On retrouve la densité de la loi log-normale.

7.3 Meéthode du changement de variable

Théoréme 7.6 (Changement de variable — cas monotone). Soit X une variable continue
de densité fx et g une fonction strictement monotone ct de classe C' sur le support
de X, avec g~ de classe C'. Alors Y = g(X) a pour densité :

) =fx(g7 W) - [(g)' W]
Démonstration. Supposons ¢ strictement croissante (le cas décroissant est analogue).
Fy(y) =P(g9(X) <) =P(X < g~ '(y)) = Fx(9”'(v))-

En dérivant par la régle de la chaine : fy(y) = fx(¢7'(y)) - (¢7) (y). Comme g est
croissante, (¢g71)" > 0, d’out la valeur absolue est superflue. Dans le cas décroissant, on
obtient un signe moins qui est absorbé par |-|. O

Exemple 7.7 (Transformation affine). Si Y =aX +baveca #0: g *(y) = (y — b)/a,

(97" (y) = 1/a. Donc
fr(y) = mfx( b)

En particulier, si X ~ N (u,02), alors Z = (X — u)/o ~ N(0,1).

7.4 Cas non monotone

Théoréme 7.8 (Changement de variable — cas général). Si g est de classe C' et le
support de X peut étre décomposé en un nombre fini d’intervalles Iy, ..., I, sur chacun
desquels g est strictement monotone, avec inverses hy, ..., h,,, alors :

ZfX ‘ ]-g([) y)
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Exemple 7.9 (Y = X? avec X de densité fy symétrique). g(x) = 22 est décroissante sur
(—00,0) et croissante sur (0,+00). Les deux inverses sont hy(y) = —/y et ha(y) = /¥,

avec |h;(y)‘ =1/(24/y). Donc :

fx (V) + fx(=v/B)
2./y ’

fr(y) = y > 0.

7.5 Fonction génératrice de moments

Définition 7.10 (Fonction génératrice de moments (MGF)). La fonction génératrice

de moments de X est :
Mx (t) = E[e"],

définie pour les ¢t dans un voisinage de 0 ou cette espérance existe.

Proposition 7.11 (Propriétés de la MGF). (i) Mx(0) = 1.
(i) M )(? )(O) = E[X"] (les moments s’obtiennent par dérivation).
(iii) Si Mx(t) = My (t) pour tout ¢ dans un voisinage de 0, alors X et Y ont méme loi.
(iv) Si X 1LY, alors My y(t) = Mx(t) - My(t).

Exemple 7.12 (MGF de la loi normale). Si X ~ N (u,o?) :

2t2
Mx(t) = exp(ut + UT) :

On retrouve M4 (0) = p = E[X] et M%(0) = 0% + p? = E[X?].

7.6 Transformation de probabilité intégrale

Théoreme 7.13 (Transformation de probabilité intégrale). Si X est une variable continue
de CDF Fx strictement croissante, alors U = Fx(X) ~ U(]0, 1]).

Démonstration. Pour u € (0,1) : P(U < u) = P(Fx(X) < u) = P(X < Fyl'(u) =
Fy(Fx'(u)) = u. O

Remarque 7.14. Ce résultat est la base théorique de la méthode d’inversion pour la simu-
lation (chapitre 4) et des tests d’adéquation (p-values).

7.7 Exercices

Exercice 7.1. Soit X ~ U([0,1]) et Y = —In X. Déterminer la loi de Y.

Exercice 7.2. Soit X ~ Exp(1). Calculer la densité de Y = v/X.

Exercice 7.3. Soit X ~ N(0,1). Calculer la densité de Y = |X| (loi normale repliée).

Exercice 7.4. Soit X de densité fx(z) = 2z 1 j(z) et Y = 1—X?. Déterminer la densité
de Y.
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Exercice 7.5. Calculer la MGF de la loi Exp(A) et en déduire E[X], E[X?], Var(X).

Exercice 7.6. Soit X ~ Cauchy(0,1) de densité f(z) = 1/(x(1 + x?)). Montrer que la
MGF de X n’existe pas (i.e. E[e!X] = oo pour tout ¢ # 0).

Exercice 7.7. Soit Uy, Us i.i.d. U([0,1]). Par la méthode de Box—Muller, on pose : Z; =
V—2InUj cos(2nUs) et Zy = +/—2In U, sin(27U,). Montrer que Z3, Z5 sont i.i.d. N (0,1).

Exercice 7.8. En utilisant la MGF, montrer que si X; ~ N (u1,0%) et Xy ~ N (2, 03)
sont indépendantes, alors X + Xo ~ N(u + 2,03 + 03).
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Chapitre 8

Couples de Variables Aléatoires

Jusqu’ici, nous avons étudié des variables aléatoires isolées. Mais dans le monde réel,
les grandeurs sont rarement indépendantes : la taille et le poids d’un individu sont cor-
rélés, le rendement d’une action dépend du marché global, la température et la pression
atmosphérique évoluent conjointement. Pour comprendre ces dépendances, il faut passer
de la loi d’une variable & la loi conjointe de plusieurs variables. Francis Galton, dans les
années 1880, a été le premier a étudier systématiquement la corrélation — en mesurant
la taille des parents et de leurs enfants. Karl Pearson a ensuite formalisé le coefficient
de corrélation qui porte son nom. Ce chapitre développe les outils fondamentaux : lois
conjointes, marginales, conditionnelles, covariance et corrélation.

Ce chapitre étudie les lois conjointes de deux (ou plusieurs) variables aléatoires, les
lois marginales et conditionnelles, la covariance et la corrélation. Ces outils sont
essentiels pour modéliser les dépendances entre grandeurs aléatoires.

8.1 Loi conjointe

8.1.1 Cas discret

Définition 8.1 (Loi conjointe discrete). Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires
discretes. La loi conjointe est la fonction :

pxy(zi,y;) = P(X =2;,Y =vy;), avec ZPX,Y(fL'i:yj) =1

i,J

8.1.2 Cas continu

Définition 8.2 (Densité conjointe). Le couple (X, Y) admet une densité conjointe fx y
si pour tout borélien B C R? :

P(X,Y) e B) = //B fxy(z,y)dzdy,

avec fxy(z,y) > 0et [[o fxy(z,y)dedy = 1.
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Définition 8.3 (Fonction de répartition conjointe).
Fxy(z,y) =P(X <z,Y <vy).

Dans le cas a densité : fxy(x,y) = a;ig’yy (z,y).

8.2 Lois marginales

Définition 8.4 (Marginales). Les lois marginales s’obtiennent par sommation (discret)
ou intégration (continu) sur 'autre variable :

Discret : px(z;) = ZPX,Y($ia Yi), py (y;) = ZPX,Y(%,?/J‘)-
J [
+00 +oo
Continu : fx(z) = fxy(z,y)dy, fr(y) = fxy(z,y)de.

La loi conjointe détermine les marginales, mais pas ’'inverse

Connaissant fxy, on calcule fx et fy. Mais connaissant seulement fx et fy, on ne
peut pas reconstituer fxy sans information sur la dépendance entre X et Y.

Exemple 8.5. Soit (X,Y') de densité conjointe fxy(z,y) =6(1—y) pour 0 <z <y <1
et 0 sinon. Alors :

fx($)=/6(1—y)dy=3(1—x)2, 0<z<l.
fY(y)Z/Oy6(1—y)dx:6y(1—y), 0<y<l.

8.3 Loi conditionnelle

Définition 8.6 (Densité conditionnelle). La densité conditionnelle de Y sachant X =

T est :

_ fxy(zy) .
frix(y | z) = —fx(ilf) ,  fx(x)>0.

De méme dans le cas discret : P(Y =y, | X = ;) = px,yv (2, y;)/px(:).

8.4 Indépendance

Théoréme 8.7 (Caractérisation de I'indépendance). X et Y sont indépendantes si et
seulement si :

o Cas discret : pxy(x,y) = px(x) py(y) pour tout (x,y).
e Cas continu : fxy(x,y) = fx(x) fy(y) pour tout (x,y).
e Via la CDF : Fxy(z,y) = Fx(x) Fy(y) pour tout (x,y).

Proposition 8.8 (Critere de factorisation). Le couple (X,Y') continu est indépendant si
et seulement si il existe des fonctions g, h telles que fxy(z,y) = g(z) h(y) sur le support
(qui doit étre un produit cartésien).
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8.5 Covariance et corrélation

Définition 8.9 (Covariance).
Cov(X,Y) =E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Proposition 8.10 (Propriétés de la covariance). (i) Cov(X,X) = Var(X).

(ii) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symétrie).

(iii) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y) (bilinéarité).

(iv) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

(v) Si X 1LY, alors Cov(X,Y) =0.

(vi) Var(3iL, Xi) = 320, Var(X;) + 23, Cov(X;, Xj).
Définition 8.11 (Coefficient de corrélation).

(X,V) = Cov(X,Y)
P VVar(X) Var(Y)
Théoréme 8.12 (Propriétés de p). (i) —1 < p(X,Y) <1 (conséquence de Cauchy—

Schwarz).
(i7) |p(X,Y)| =1 si et seulement si Y = aX +b p.s. avec a # 0.

(iii) p(X,Y) =0 signifie que X et'Y sont non corrélées.

Non corrélé # indépendant

Cov(X,Y) = 0 n’implique pas I'indépendance. Exemple : si X ~ N(0,1) et Y = X2,
alors Cov(X,Y) = E[X?] = 0 (par symétrie), mais X et Y ne sont évidemment pas
indépendants.

8.6 Loi normale bivariée

Définition 8.13 (Normale bivariée). Le vecteur (X,Y’) suit une loi normale bivariée
2
— T —( 9%  PIXOY) ..
N, ) e = G, o) et 5 = (75 P70 i
1 1 {(I — px)* (@ —px)y—py) | (y— MY)QD

fxy(x,y) = exp (— -2 +
xy(:9) 2roxoy/1 — p? 2(1—p?) 2 P

Ox OxO0y 0'12/
Théoréme 8.14 (Propriétés de la normale bivariée). (i) Les marginales sont X ~ N (ux,o0%)
et Y ~ N(uy,oy).

(ii) p(X,Y) = p (le paramétre de la loi).

(1ii) X etY sont indépendantes si et seulement si p = 0.

(iv) Toute combinaison linéaire aX + bY est normale.

Remarque 8.15. Le point (iii) est spécifique a la loi normale : en général, non corrélé
n’implique pas indépendant, mais pour un vecteur gaussien, si.
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8.7 Somme de variables aléatoires

Théoréme 8.16 (Convolution). Si X et Y sont indépendantes avec densités fx et fy,
alors Z = X +Y a pour densité la convolution :

“+oo

fz(2) = (fx * fy)(2) = fx(t) fy(z —t)dt.

Exemple 8.17. Si X ~ Exp()\) et Y ~ Exp()) sont indépendantes, alors pour z > 0 :
fz(z) = / Ae M Ae A g = >\2€’\Z/ dt = N2z e ™.
0 0

C’est la densité de I'(2, \).

8.8 Exercices

Exercice 8.1. Soit (X,Y) de densité f(z,y) = czypour 0 <z < 1,0 <y <let0
sinon. Déterminer ¢, les marginales, et vérifier I'indépendance.

Exercice 8.2. Soit (X,Y) de densité f(z,y) =2 pour 0 < x < y < 1, 0 sinon. Calculer
Ix, fv, E[X], E[Y], Cov(X,Y), p(X,Y).

Exercice 8.3. Montrer que si (X,Y) ~ A5 avec p =0, alors X et Y sont indépendantes
(factoriser la densité conjointe).

Exercice 8.4. Soit X ~ N(0,1) et Y = X2, Vérifier que Cov(X,Y) = 0 mais que X et
Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 8.5. Calculer par convolution la densité de Z = X +Y ou X ~ N(0,1) et
Y ~ N(0,1) sont indépendantes.

Exercice 8.6. Soit (X,Y) uniforme sur le disque {(z,y) : #? + y? < 1}. Calculer les
marginales, E[X], Var(X), Cov(X,Y).

Exercice 8.7. On tire au hasard un point (X,Y’) uniformément dans le triangle de
sommets (0,0), (1,0), (0,1). Déterminer la densité conjointe, les marginales, et calculer
p(X,Y).

Exercice 8.8. Soit X1, Xo, X3 i.i.d. Exp(1). Calculer Cov(X; + Xo, Xo + X3).
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Chapitre 9

Lois des Grands Nombres

Pourquoi la fréquence observée d’un événement se stabilise-t-elle autour de sa proba-
bilité théorique quand on répete ’expérience un grand nombre de fois ? Cette question, au
coeur de la pensée probabiliste, a re¢u sa premiere réponse de Jacob Bernoulli en 1713, dans
son Ars Conjectandi publié a titre posthume. Bernoulli montre que la fréquence empirique
converge vers la probabilité — mais sa démonstration est longue et laborieuse. Tcheby-
shev, en 1867, simplifie considérablement la preuve grace a son inégalité. Kolmogorov, en
1933, couronne I’édifice avec la loi forte des grands nombres, qui garantit la convergence
presque siire. Ce chapitre retrace cette progression, des inégalités de concentration aux
différents modes de convergence stochastique.

La loi des grands nombres est I'un des résultats les plus fondamentaux de la théo-
rie des probabilités. Elle justifie 'interprétation fréquentiste de la probabilité : la
fréquence empirique d’un événement converge vers sa probabilité théorique lorsque
le nombre d’expériences augmente.

9.1 Modes de convergence

Définition 9.1 (Convergence en probabilité). Une suite (X,,) converge en probabilité
vers X, noté X, LN X, si pour tout € > 0 :

lim P(|X, — X| >¢) =0.
n—roo

Définition 9.2 (Convergence presque sire). (X,,) converge presque slirement vers
X, noté X,, 2= X, si:
P(lim X, = X) _ 1,

n—oo

ou de maniére équivalente, P(("*_, U~ {|X, — X| > ¢}) = 0 pour tout £ > 0.

Définition 9.3 (Convergence dans L?). (X,,) converge dans L? (p > 1) vers X, noté
X, 2 X, si

lim E[| X, — X|"] = 0.

n—o0

Théoréme 9.4 (Hiérarchie des convergences).

X, 55X = X,2X, X, 22X = X,5X
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L. . P L .
Les réciproques sont fausses en général. En revanche : X,, — X implique l’existence d’une
. p.s.
sous-suite X,, — X.

Convergence p.s. et convergence LP

La convergence p.s. n'implique pas la convergence LP, ni réciproquement. Chacune
a ses propres conditions.

9.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme 9.5 (Loi faible des grands nombres (LFGN)). Soit (X,,),>1 une suite de va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) avec E[X;] =
p et Var(X,) = 0% < oo. Posons X, = 31" | X;. Alors :

Xp = p, e Ve>0, lim P(|X, —p|>¢e)=0.

n—oo

Démonstration. C’est une application directe de 'inégalité de Bienaymé—Tchebychev.

Var(X,) Var(:2Y X, 1 2 2
ar(X,) Var(;XXi) 1 no® _ o® 0 O

g2 g2 n? g2 ne? n—oo

P(|X, — ,u] >e) <

Remarque 9.6. La LFGN reste vraie sous I'hypothese plus faible que les X; sont non
corrélées (pas nécessairement indépendantes) avec les mémes deux premiers moments.

La moyenne empirique X,, se concentre autour de i quand n est grand. C’est le
fondement théorique des méthodes de Monte Carlo et de 'estimation statistique.

9.3 Loi forte des grands nombres

Théoréme 9.7 (Loi forte des grands nombres (LFGN forte)). Soit (X,,),>1 une suite
i.i.d. avec E[|X1]] < oo et E[X;] = p. Alors :

X, £ ou, e P(lim)zn:y>:1.

n—o0

Remarque 9.8. La loi forte ne nécessite que l'existence du moment d’ordre 1 (pas de
variance finie). Sa démonstration complete utilise des outils plus avancés (troncation,
lemme de Borel-Cantelli).

Preuve dans le cas E[X}] < co. Nous donnons la preuve sous 'hypothése plus forte E[X{] <
oo. Sans perte de généralité, supposons 1 = 0. Posons S, = > | X;.

E[S} = E (Z XZ-) = ZE[X;‘] + (3) > E[XJE[X]]

7]
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(les termes croisés d’ordre impair s’annulent par indépendance et E[X;] = 0). Donc
E[SY] = nE[X{] + 3n(n — 1)(E[X?])? < Cn? pour une constante C. Par I'inégalité de

Markov :
E[S 4] C

n

P(|X,| > €) =P(|Sa] > ne) <

niet n2et’

Comme Y, 1/n? < 00, le premier lemme de Borel-Cantelli donne P(lim sup{|X,,| > ¢}) =
0 pour tout € > 0, d’ott X,, = 0 p.s.

9.4 Applications

9.4.1 Interprétation fréquentiste

Corollaire 9.9. Soit A un événement de probabilité p. Si l’'on répéte l'expérience n fois
indépendamment, la fréquence empirique p, = %Z?:l 14, converge presque surement vers
.

9.4.2 Méthode de Monte Carlo

Exemple 9.10 (Estimation de ). Soit (X;,Y;);>; i.i.d. uniformes sur [0, 1]?. Posons
Zi = 1x2,y2<y. Alors E[Z;] = m/4 et par la loi des grands nombres :

4 n
ni:l

9.4.3 Théoréme de Glivenko—Cantelli

Théoréme 9.11 (Glivenko Cantelli). Soit (X;) i.i.d. de CDF F et F,(x) = I 1x,<a
la fonction de répartition empirique. Alors :

p.s.

sup | F,(z) — F(x)] 22 0.

z€R

9.5 Convergence en loi (introduction)

Définition 9.12 (Convergence en loi). (X,,) converge en loi vers X, noté X, 5 X, si
pour toute fonction f: R — R continue et bornée :

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—o0

De maniere équivalente : Fx, (x) — Fx(z) en tout point x de continuité de F.

Théoréme 9.13 (Hiérarchie compleéte).
XX = X, o X = X, 5 X

La convergence en loi est la plus faible. Elle ne concerne que les lois, pas les variables
elles-mémes.
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Résumé des convergences

Convergence Définition

Presque stire  P(lim X, = X) =1

En probabilité P(|X, — X| > 5) — 0
Dans L? E[| X, — X|] —
En loi E[f(X,)] — E[f (X )] pour f continue bornée

9.6 Exercices

2
Exercice 9.1. Soit X,, ~ U([0,1/n]). Montrer que X, L0 et que X, &5 0. La conver-
gence est-elle presque stire ?

Exercice 9.2. Soit (X,) iid. avec P(X,, = 1) = P(X,, = —1) = 1/2. Montrer que
X, — 0 p.s. et que P(X,, = 0) — 0 quand n est impair. Commenter.

Exercice 9.3. Donner un exemple de suite (X,,) convergeant en probabilité vers 0 mais
pas presque strement. Indication : considérer des indicatrices d’intervalles se déplagant
sur [0, 1].

Exercice 9.4. On tire n nombres indépendamment et uniformément dans [0, 1]. Soit
M, = max(Xy,...,X,). Montrer que M, — 1 p.s.

Exercice 9.5. Soit (X,,) i.i.d. de loi exponentielle Exp(1). Montrer que % max(Xy,...,X,)
0 p.s. et méme que max(Xy,...,X,)/lnn — 1 p.s.

Exercice 9.6. Soit (X,,) i.i.d. de loi de Cauchy standard. Montrer que X,, ne converge
vers aucune constante en probabilité. Indication : utiliser les fonctions caractéristiques.

Exercice 9.7 (Monte Carlo). On veut estimer / = fol e~ dx par Monte Carlo. Ecrire I'es-
timateur de Monte Carlo et, en utilisant 'inégalité de Tchebychev, déterminer le nombre
de tirages nécessaires pour que 'erreur soit inférieure a 0,01 avec probabilité 0,95.

Exercice 9.8. Soit (X,,) une suite i.i.d. avec E[X;] = 0 et Var(X;) = 1. Montrer par la
LFGN que S, /n — 0 en probabilité, puis que S?/n* — 0 en probabilité. En déduire un
résultat sur S, /n>/4.
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Chapitre 10

Théoréme Central Limite

Pourquoi la loi normale apparait-elle partout — dans la taille des individus, les er-
reurs de mesure, les rendements financiers, le bruit thermique? La réponse tient en un
théoreme : le théoréme central limite (TCL). Abraham de Moivre en donne la premiere
version en 1733 pour les lancers de pieces; Laplace le généralise vers 1810; Lindeberg
(1922) et Lévy (1925) établissent la version définitive sous des hypotheses minimales. Le
TCL affirme que la somme normalisée de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, quelle que soit leur loi commune (pourvu que la variance soit finie),
converge en distribution vers la loi normale. C’est le résultat le plus célebre — et le plus
utilisé — de toute la théorie des probabilités.

Le théoreme central limite (TCL) est sans doute le résultat le plus célebre de la
théorie des probabilités. Il affirme que la somme normalisée de variables aléatoires
i.i.d. converge en loi vers la loi normale, quelle que soit la loi commune des variables,
pourvu que la variance soit finie.

10.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 10.1 (Théoreme central limite). Soit (X,,),>1 une suite i.i.d. avec E[X;]| = p
et Var(X;) = 0 € (0,00). Posons S, =Y 1| X;. Alors :

_ 1 _
A Sk U Ul N N

ovn  a/yn

Autrement dit, pour tout x € R :

1 z 2
lim P(Z, < x2)=®(z) = — e /2 gt
lim B(Z, < ) = b(x) %/_OO

Le TCL explique pourquoi tant de phénomenes naturels suivent approximativement
une loi normale : toute grandeur résultant de la somme de nombreuses petites
contributions indépendantes sera approximativement gaussienne.
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10.2 Démonstration par les fonctions caractéristiques

Nous renvoyons au chapitre 11 pour la théorie complete des fonctions caractéristiques.
Ici, nous esquissons la preuve en admettant le théoreme de Lévy.

Preuve du TCL. Sans perte de généralité, posons p = 0 (sinon remplacer X; par X; — p).
Soit p(t) = E[e*1] la fonction caractéristique commune des X;.
Par hypothese, ¢(0) = 1, ¢'(0) = iE[X;] = 0, et ©"(0) = *E[X}] = —0?. Le dévelop-
pement de Taylor donne :
2t2

o(t) =1— OT Fo(t?) (t— 0).

La fonction caractéristique de Z, = S,,/(o+/n) est :

et =2lon(e 7)< [ (27)]

. o2 t? N 1\]1" ) 12 N 1\1"

=|1—-— -—+o| - =|1——+o| - .
2 o2n n 2n n

En utilisant lim,, (1 4+ a/n)" = e* :

oz (1) — et/

n—oo

Or e **/2 est la fonction caractéristique de A'(0, 1). Par le théoréme de continuité de Lévy,
Z, 5 N(0,1). O

10.3 Applications pratiques

10.3.1 Approximation de la loi binomiale

Corollaire 10.2 (Théoreme de Moivre-Laplace). Si S, ~ Bin(n,p) avec 0 < p < 1,
alors :
Sn — np

T = N(0,1).

Exemple 10.3. On lance une piece équilibrée 100 fois. Quelle est la probabilité d’obtenir
entre 45 et 55 Pile?
Avec Sip0 ~ Bin(100,0,5), p =50, 0 =5 :

45_50§Z§55_50

P(45 < Sy < 55) = IP’(

— 20(1) — 1 ~ 0,6827.

Correction de continuité

Pour améliorer I'approximation, on utilise la correction de continuité :
b+0,5— —0,5—
p(aggngb)%(pu ) a—Ypo—np _
np(1 —p) np(1 —p)
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10.3.2 Intervalles de confiance

Corollaire 10.4 (Intervalle de confiance pour la moyenne). Si (X;) sont i.i.d. avec
E[X,] = p et Var(X;) = o2 connus, un intervalle de confiance a 95% pour u
est :
_ o - o
X, — 1,96, X, +1,96——|.
| T Ko 106

Quantiles courants pour les IC

Niveau de confiance « Za/2

90% 0,10 1,645
95% 0,05 1,960
99% 0,01 2,576

10.3.3 Approximation de la loi de Poisson
Corollaire 10.5. Si X ~ Poisson()\) avec A grand, alors (X — \)/vV/\ 5 N(0,1).

10.4 TCL multidimensionnel

Théoréme 10.6 (TCL multidimensionnel). Soit (X,,) une suite i.i.d. de vecteurs aléa-
toires dans R?, avec E[X] = p et Cov(X;) = 2. Alors :

Vi (X, — ) S Ny(0,%).

10.5 Meéthode delta

Théoréme 10.7 (Méthode delta). Si /n(X,, — ) 5 N(0,02) et si g est dérivable en p
avec ¢'(p) # 0, alors :

Vi(g(Xa) = g(m) = N0, 0°[g/ (1)]).
Exemple 10.8. Si X,, = pet g(x) = 2(1 — x), alors ¢'(p) =1 — 2p et :

Vi(Xa(1 = X,) = p(1 —p)) 5 N(0,p(1 — p)(1 — 2p)?).

10.6 Vitesse de convergence : théoreme de Berry—
Esseen

Théoréme 10.9 (Berry Esseen). Sous les hypothéses du TCL, si E[| X1|°] < oo

CE[| X, — pl’]
P(Z, < z)— ®(z)| < ,
iﬁﬁ' (Zn <) —2(2)] < N

ot C' est une constante universelle (C < 0,4748).
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Remarque 10.10. Berry—Esseen montre que la convergence dans le TCL est de 'ordre de
1/4/n. Cela justifie I'utilisation de 1'approximation normale dés que n est modérément
grand (typiquement n > 30).

10.7 Exercices

Exercice 10.1. Soit (X;) i.i.d. avec E[X;] = 2 et Var(X;) = 9. Donner une approximation
de ]P)(SlOO > 220)

Exercice 10.2. Un dé équilibré est lancé 360 fois. Approximer la probabilité que la somme
dépasse 1300.

Exercice 10.3. Soit S,, ~ Bin(400,0,4). Calculer approximativement P(S,, > 180) avec
et sans correction de continuité.

Exercice 10.4. On mesure une grandeur physique n = 50 fois. Les mesures sont i.i.d. de
variance o2 = 4. Quel est I'intervalle de confiance a 99% pour la moyenne ?

Exercice 10.5. Combien de sondages faut-il réaliser pour estimer une proportion p a 2%
prés avec une confiance de 95% ? (On ne connait pas p.)

Exercice 10.6. En utilisant la méthode delta, donner la loi limite de y/n(In X,, — In )

lorsque les X; sont i.i.d. positives avec E[X;] = p > 0 et Var(X;) = o2.

Exercice 10.7. Vérifier le TCL pour X; ~ Exp(A) en calculant directement la fonction
caractéristique de Z,, et en montrant qu’elle converge vers e /2,

Exercice 10.8. Soit (X;) i.i.d. Poisson(4). Approximer P(321% X; < 380).
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Chapitre 11

Fonctions Caractéristiques

La fonction caractéristique est un outil analytique puissant qui transforme les pro-
blémes probabilistes en probléemes d’analyse complexe. Elle existe toujours (contrai-
rement a la MGF), caractérise entierement la loi, et permet de démontrer élégam-
ment le théoréme central limite.

11.1 Définition et premieres propriétés

Définition 11.1 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique d’une variable
aléatoire réelle X est :

ox(t) = E[e"™™] = E[cos(tX)] + i E[sin(tX)], teR.

Théoréme 11.2 (Propriétés fondamentales). Soit px la fonction caractéristique de X.
Alors :

(i) ¢x(0) =1.
(i) ox (1) < 1 pour tout t € R.

(1ii) px est uniformément continue sur R.

(iv) px(—t) = @x(t) (conjugué complexe).
(v) SiY =aX +b, alors @y (t) = e px(at).
(vi) Si X 1LY, alors pxiv(t) = ¢x(t) py(1).
Preuve de (iii).
[x (t + 1) — px(t)] = [E[e"F (™ = 1)]| <E[]e™* —1].

Comme ‘eihX — 1| < 2et e —1 = 0 quand h — 0, la convergence dominée donne
E[|e"* —1[] = 0 uniformément en ¢. O
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11.2 Calcul des moments

Théoréme 11.3 (Moments et dérivées). Si E[|X|"] < oo, alors px est n fois dérivable
et :
PP(0) = FE[X*, k=0,1,...,n.

En particulier : E[X] = ¢ (0)/i et E[X?] = —¢/%(0), d’ot Var(X) = —p% (0) =[x (0) /1]2.

11.3 Fonctions caractéristiques des lois classiques

Table des fonctions caractéristiques

Loi de X wx(t)
Bernoulli(p) 1 —p + pet
Bin(n, p) (1—p+pe)"
Poisson(\) exp(A(e® — 1))
it
pe
Geom(p) — gl e
eit _ 6ita
b £ -°
(a. 1) o
A
Exp(A
xp(A) X=it
N (p, 0?) exp <wt - %
)\ @3
(o, A
(@, %) ()\ — it)
Cauchy(0, 1) e~ M

Exemple 11.4 (Calcul pour la loi normale). Si X ~ N(0,1) :
+o0 1

itx

2 1 +oo 2 .
t) = e e T dy = —/ e~ (@ =2it2)/2 o
ex(l) —co V2T V2T ) oo

1 400 o ) )
_ —(z—it)*/2 —t /Qd _—t*)2
== e e xr =€ .
V2m /oo

Pour X ~ N (p,02), X = 0Z + p, donc px () = et e=0°1/2 = gint=0*1%/2,

11.4 Théorémes d’unicité et d’inversion

Théoréme 11.5 (Théoreme d’unicité). Deux variables aléatoires X et'Y ont méme loi
si et seulement si px(t) = py(t) pour tout t € R.

Théoréme 11.6 (Formule d’inversion). Si ¢y € LY(R) (i.e. [|ox(t)] dt < 00), alors X
admet une densité continue donnée par :

+o00
Fr(@) 1/ e~ o (1) d.

:% n
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Remarque 11.7. La formule d’inversion est I’analogue probabiliste de la transformée de
Fourier inverse. La fonction caractéristique n’est autre que la transformée de Fourier de
la loi de X.

11.5 Théoréme de continuité de Lévy

Théoréme 11.8 (Théoréme de continuité de Lévy). Soit (X,,) une suite de variables
aléatoires et v, = Yx,, .

(i) Si X, 5 X, alors ¢,(t) = px(t) pour tout t.

(ii) Réciproquement, si p,(t) — ¥(t) pour tout t et si ¢ est continue en 0, alors 1)

est la fonction caractéristique d’une variable X et X, £ X,

Remarque 11.9. C’est ce théoreme qui est utilisé dans la preuve du TCL (chapitre 10) :
on montre la convergence ponctuelle de ¢z (t) — e~"*/2 et la continuité en 0 de la limite
est évidente.

11.6 Application : preuve de stabilité de la loi nor-
male

Théoréme 11.10 (Stabilité de la loi normale). Si X7 ~ N (u1,0%) et Xo ~ N (p2,03)
sont indépendantes, alors :

X1+ X, NN(M1 +[L2,U% —I—Ug).

Démonstration.
PX14+X2 (t) =¥xy (t) ¥Xs (t)
— eiult—aftQ/Q 6iu2t—a§t2/2
_ ei(u1+u2)t—(ff?+ff§)t2/2’
qui est la FC de N'(uy + 2,07 + 03). Le résultat suit par unicité. O

11.7 Application : stabilité de la loi de Poisson

Proposition 11.11. Si X; ~ Poisson(\;) et Xy ~ Poisson(Aq) sont indépendantes, alors
X1 + Xo ~ Poisson(A; + \p).

Démonstration. ©x, . x,(t) = eME .21 — pO+X2)(e 1) " quj est la FC de Poisson(A; +

Xo). 0
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11.8 Fonction caractéristique et convergence en loi

Exemple 11.12 (Convergence de Poisson vers la normale). Soit X,, ~ Poisson(n). Posons

Z, = (X, —n)//n.

o2, (t) = €N g (8]/m) = VT YD

= exp<n(e”/ﬁ— 1— \Z/—%)) .

Par développement : e*/V® = 1 +it/\/n — t2/(2n) + o(1/n), d’ou :
t? 2
0z, (t) = exp (n (—2— + 0(1/n)>) — e V2,
n

Donc Z, & N (0,1) par le théoreme de Lévy.

11.9 Exercices

Exercice 11.1. Calculer la fonction caractéristique de la loi U ({—1,0,1}).
Exercice 11.2. Soit X ~ Exp()). Calculer px(¢) et en déduire E[X], E[X?], Var(X).

Exercice 11.3. Montrer que ¢x(t) = e ¥ est la fonction caractéristique de la loi de
Cauchy standard. En déduire que si X7, X sont i.i.d. Cauchy standard, alors (X; + X5)/2
est encore Cauchy standard.

Exercice 11.4. En utilisant la formule d’inversion, retrouver la densité de la loi N(0, 1)
A partir de sa FC @(t) = e~ */2,

Exercice 11.5. Montrer que la FC de la loi I'(a, A) est (A/(A — it))*. En déduire que la
somme de n exponentielles i.i.d. de parameétre A suit une loi I'(n, \).

Exercice 11.6. Soit X,, ~ Bin(n,A\/n) avec A > 0 fixé. En calculant ¢x, (t), retrouver

I'approximation de Poisson : X, 5 Poisson(\).

Exercice 11.7. Montrer que si px est a valeurs réelles, alors X et —X ont méme loi (la
loi de X est symétrique autour de 0).

Exercice 11.8. Soit (X,) iid. avec E[X;] = 0, Var(X;) = 0 et ¢x, (t) = 1/(1 + t?)
(Cauchy). Montrer que X,, a méme loi que X7 et que le TCL ne s’applique pas (pourquoi 7).
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Chapitre 12

Introduction aux Chaines de Markov

12.1 Introduction

Les chaines de Markov constituent I'un des modeles stochastiques les plus fondamen-
taux. Elles modélisent 1’évolution aléatoire d’'un systeéme dont le futur ne dépend du passé
qu’a travers le présent (propriété de Markov). Leurs applications couvrent la physique
(marches aléatoires), la biologie (évolution de populations), I'informatique (algorithmes
de Monte-Carlo, PageRank) et la finance.

Imaginez un pion sur un échiquier qui se déplace aléatoirement. A chaque étape, la
probabilité de se déplacer vers une case voisine ne dépend que de la position actuelle
du pion, pas de la trajectoire passée. C’est la propriété de Markov : « le futur est
indépendant du passé, conditionné au présent ».

12.2 Définitions

Définition 12.1 (Chaine de Markov). Soit £ un ensemble dénombrable (I’espace d’états).
Un processus stochastique (X,,),>0 a valeurs dans E est une chaine de Markov si pour
tous n > 0 et tous états 1g,...,%,-1,1,] € E :

]P)(Xn-l—l =J | Xn=10,Xp1=lp-1,...,X0 = ZO) = IED(2(71—}—1 =) ’ X, = 2)7
des que le conditionnement est bien défini (P(X,, =1i,...) > 0).

Définition 12.2 (Chaine homogene et matrice de transition). La chaine est dite homogéne
(ou stationnaire) si les probabilités de transition ne dépendent pas de n :

pij = P( Xy =J | Xo, = 1), Yn > 0.
La matrice P = (pi;)i jer est appelée matrice de transition. Elle vérifie :
(i) pi; > 0 pour tous 4, j ;
(ii) > ;cppij =1 pour tout i (matrice stochastique).

Définition 12.3 (Loi initiale). La loi initiale est la loi de X, c’est-a-dire le vecteur
to = (P(Xo =1))iep. La loi de la chaine est entierement déterminée par pg et P.
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Proposition 12.4 (Loi jointe). Pour tous ig,i1,...,1, € E :
]P)(XO - iOa Xl - il? s >Xn = Zn) = MO(iO)pioh DPivio *** Piyy_vin -

Exemple 12.5 (Marche aléatoire sur Z). Soit Xg = 0 et X,,11 = X, + &1 ot les (&)
sont ii.d. avec P(§ = +1) = p et P(6 = —1) = 1 — p. C’est une chaine de Markov sur
E =7 avec pijp1=petpi1=1—p.

Exemple 12.6 (Modele d’Ehrenfest). 2N particules sont réparties entre deux boites. A
chaque étape, on choisit une particule au hasard et on la déplace dans 'autre boite. Si
X, est le nombre de particules dans la premiere boite, (X,,) est une chaine de Markov sur

{0,1,...,2N} avec pgp—1 = k/(2N) et ppry1 =1 — k/(2N).
12.3 Probabilités de transition en n pas
Définition 12.7. Les probabilités de transition en n pas sont :
Y =P(X, =j| Xo=1i).
Théoréme 12.8 (Equation de Chapman-Kolmogorov). Pour tous m,n > 0 et tous i,j €

E :
+n) )
py =
keE

En notation matricielle : P(m*n) = pm. P", soit P — pn,

Démonstration. Par la formule des probabilités totales :

P = P(Xn =5 | Xo=1) = S P(Xusn = j | Xon = K)P(X,0 = k | Xo = i)

keE
- Zpka pzk :

keE
O]
12.4 Classification des états
Définition 12.9 (Accessibilité et communication). o L’état j est accessible depuis ¢,

noté i — j, s’il existe n > 0 tel que ™

> 0.

e Deux états ¢ et j communiquent, noté ¢ <» j, sii — j et j — 1.
La relation <> est une relation d’équivalence. Ses classes sont les classes de communi-
cation.

Définition 12.10 (Chaine irréductible). La chaine est irréductible si tous les états com-
muniquent, c¢’est-a-dire s’il n’y a qu’'une seule classe de communication.

Définition 12.11 (Temps de retour et récurrence). Le temps de premier retour en i est :
=inf{n >1: X, =1}.

o L’état i est récurrent si P;(T; < o0) = 1.
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o L’état i est transitoire si P;(T; < c0) < 1.

Théoréme 12.12 (Caractérisation de la récurrence). Un état i est récurrent si et seule-
ment sty Opu) +00. Un état i est transitoire si et seulement siy Opz(?) < +00.

Démonstration. Soit N; = > Wix,—; le nombre de retours en i. On a E;[N;] =
> lp“) De plus, P;(N; > k) = Pi(T; < oo)*, donc N; suit une loi géométrique. Si
i est récurrent, P;(7; < oco) = 1, donc E;[V;] = +o0. Si i est transitoire, P;(7; < o0) < 1,
donc E;[N;] = Py(T; < 00) /(1 = Py(T; < o0)) < +00. O
Proposition 12.13 (Propriété de classe). La récurrence et la transience sont des pro-
priétés de classe : si © communique avec j, alors ¢ est récurrent si et seulement si j I’est.

Définition 12.14 (Etat absorbant). Un état i est absorbant si p; = 1. Un état absorbant
est récurrent.

Définition 12.15 (Période). La période d'un état i est d(i) = ged{n > 1 : pu > 0}.
L’état i est apériodique si d(i) = 1. La période est une propriété de classe.

12.5 Distributions stationnaires

Définition 12.16 (Distribution stationnaire). Un vecteur de probabilité 7 = (m;)icp
(avec m; > 0 et Y .m = 1) est une distribution stationnaire (ou invariante) pour la
matrice P si :
TP =, c'est-a-dire m; = Zmpij, VjeE.
i€E
Théoréme 12.17 (Existence pour les chaines irréductibles récurrentes positives). Soit
(X,) une chaine de Markov irréductible et récurrente. Alors :

1. Il existe une mesure invariante ™ (unique d un facteur multiplicatif prés) donnée
par 75 = 1/B,[Ty].

2. m est une distribution de probabilité (i.e. 3, m; = 1) si et seulement si la chaine est
récurrente positive, c¢’est-da-dire E;[T;] < oo pour tout (ou de fagon équivalente, pour
un) état 1.

Remarque 12.18. Si I'espace d’états E est fini et la chaine est irréductible, alors elle est
automatiquement récurrente positive et admet une unique distribution stationnaire.

12.6 Théoreme ergodique

Théoréeme 12.19 (Théoreme ergodique pour les chaines de Markov). Soit (X,,) une
chaine de Markov irréductible, récurrente positive et apériodique, de distribution station-
naire w. Alors pour tout état initial i et tout état j :

(n)

lim p;;

—7Tj.

De plus, pour toute fonction bornée f: E — R :

1n—1
Ekzz(]f (X&) me

jeE
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Formules clés des chaines de Markov

« Chapman-Kolmogorov : P = pm. pn

o Distribution au temps n : yu, = poP"
o Stationnarité : 7P =7
« Lien avec le temps de retour : 7; = 1/E,[T}]

« Convergence : lim, ., P" = 1xT (si irréductible, récurrente positive, apé-
riodique)

12.7 Réversibilité et équations de bilan détaillé

Définition 12.20 (Réversibilité). Une chaine de Markov de matrice de transition P et
de distribution stationnaire 7 est dite réversible si les équations de bilan détaillé sont
satisfaites :

Ty Pij = T Pji, VZ,]EE

Proposition 12.21. Si 7 vérifie les équations de bilan détaillé, alors 7 est une distribution
stationnaire.

Démonstration. En sommant sur i : Y m;pij = Y, TjPji = Tj > Pji = Tj, Car » . Pj; =
L. O

Exemple 12.22 (Marche aléatoire sur un graphe). Soit G = (V, E) un graphe connexe fini
non orienté. La marche aléatoire simple sur G' a pour matrice de transition p;; = 1/deg(7)
si (4,7) est une aréte. La distribution stationnaire est m; = deg(i)/(2|E|), et les équations
de bilan détaillé sont satisfaites.

Bilan détaillé # stationnarité

Le bilan détaillé est une condition suffisante mais pas nécessaire pour la stationna-
rité. Il existe des chaines de Markov avec une distribution stationnaire qui ne vérifie
pas le bilan détaillé (par exemple, les chaines avec un cycle orienté).

12.8 Exercices

Exercice 12.1. Soit (X,,) la marche aléatoire symétrique sur Z (p = 1/2). Montrer que
chaque état est récurrent. Indication : utiliser pio” = (™27 ~ (mn) V2

Exercice 12.2. Montrer que la marche aléatoire symétrique sur Z* est transitoire. Indi-

cation : montrer que » Y < .
0 1/2 1/2
Exercice 12.3. Soit £ = {1,2,3}et P=|1/3 1/3 1/3
1/2 0 1/2

1. Vérifier que la chaine est irréductible et apériodique.
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2. Calculer la distribution stationnaire .
3. La chaine est-elle réversible 7

Exercice 12.4 (Modele de file d’attente). Soit N > 1 la capacité d'une file d’attente.
A chaque étape, un client arrive avec probabilité A et un client est servi avec probabilité
p (si la file n’est pas vide), indépendamment. Soit X,, le nombre de clients au temps n.
Montrer que (X,,) est une chaine de Markov, écrire sa matrice de transition, et trouver sa
distribution stationnaire lorsque A < p.

Exercice 12.5 (Algorithme de Metropolis-Hastings). Soit 7 une distribution de proba-
bilité cible sur un ensemble fini E et soit () une matrice de transition irréductible (la
proposition). On définit la matrice de transition :

. 3455 . .
pij:%jmln(lv = > (i # 7), piizl_zpzj-

Tidij
Montrer que 7 est une distribution stationnaire pour P et que le bilan détaillé est satisfait.

Exercice 12.6. Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états fini F
avec |E| = N. Montrer qu’il existe un unique vecteur stationnaire m et que m; > 0 pour
tout <.
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