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Chapitre 1

Espaces de Banach —
Fondements

Contents
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1.2  Convergence et séries dans les espaces normés| . . 11
(1.3 Espaces de Banach : définition et complétude] . . 13
(1.4 Espaces de dimension finie| . . . . .. ... ... .. 16
(1.5 Applications linéaires continues et norme d’opé- |
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1.7 Espaces quotients et complétion|. . . . . . ... .. 22
1.8 Exercicesl. . . . . ... ... 24

L’analyse fonctionnelle est 1’étude des espaces vectoriels de dimension
infinie munis de structures topologiques compatibles avec les opérations al-
gébriques. Ce premier chapitre établit les fondations de la théorie en introdui-
sant les espaces vectoriels normés et les espaces de Banach, qui constituent
le cadre naturel pour I’étude des équations fonctionnelles, des équations aux
dérivées partielles et de la théorie spectrale.

Historiquement, la notion d’espace de Banach a été introduite par Stefan
Banach dans sa thése de 1920, publiée en 1922. Son ouvrage fondateur Théo-
rie des opérations linéaires (1932) a posé les bases de I'analyse fonctionnelle
moderne. Les contributions de Banach, Hahn, Schauder et leurs contempo-
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8 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH — FONDEMENTS

rains de 1’école polonaise de Lwéw ont profondément transformé ’analyse
mathématique du XXe siécle.

Dans ce chapitre, le corps de base K désigne R ou C sauf mention explicite
du contraire.

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1 (Norme). Soit £ un espace vectoriel sur le corps K (ol
K =R ou K = C). Une norme sur E est une application ||| : £ —
0, +-00[ vérifiant :

(i) Séparation : ||z =0 < 2 =0;
(i) Homogénéité : || A\z|| = |A| ||z|| pour tout A € K et tout z € E;

(iii) Inégalité triangulaire : ||z + y|| < ||z|| + ||y|| pour tous z,y €
E.

Le couple (E, ||-||) est appelé espace vectoriel normé (e.v.n.).

Remarque 1.2. Toute norme ||-|| sur £ induit une distance d(x,y) =
|z — y||, qui est invariante par translation : d(x + a,y + a) = d(z,y)
pour tout a € FE. Cette distance munit E d’une structure d’espace
métrique.

Notation 1.3. On note B(z,7) = {y € E: [y — z|| < r} la boule ouverte de
centre z et de rayon r > 0, et B(z,r) = {y € E : [ly —z| < r} la boule

fermée. La sphére unité est Sp = {x € £ : ||z]| = 1}. On écrit By = B(0,1)
pour la boule unité fermée.

Définition 1.4 (Semi-norme). Une semi-norme sur E est une ap-
plication p : E — [0, 4o00] vérifiant les conditions (ii) et (iii) de la ef-
def :norme, mais pas nécessairement (i). Autrement dit, on peut avoir
p(z) = 0 pour z # 0.




1.1. ESPACES VECTORIELS NORMES

1.1.1 Exemples fondamentaux

Exemple 1.5 (Les espaces R™ et C™). Sur K", on dispose de la famille

de normes suivante. Pour 1 <p < oo et z = (21,...,2,) € K" :
n 1/p
]l = (ZWI”) ;
k=1

et pour p = 00 :
Il = max fai] .
Les trois cas les plus courants sont :

— |lz|ly = |z1| + -+ |zn|  (norme £');

— |lz|ly, = \/|x1\2 + -+ |za)>  (norme euclidienne) ;

— ||z||, = maxy |zx] (norme sup).
T2

EOO

52

X1

FIGURE 1.1 — Boules unités dans R? pour les normes ¢*, ¢? et .

Exemple 1.6 (Les espaces (P). Pour 1 < p < oo, I'espace (P est défini

par :
= {x = (Tp)n>1 CK: Z |z, " < oo} :

n=1
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muni de la norme ||z, = (e, |z.[") Y Pour p=o00:
= { — (@n)ust CK : suplea < oo} P —l
n>1 n>1

L’espace ¢ des suites convergeant vers ( est un sous-espace fermé de

.

Exemple 1.7 (L’espace C'(K)). Soit K un espace topologique com-
pact. L’espace C'(K) des fonctions continues f : K — K est un espace
vectoriel normé pour la norme uniforme :

|1l = max | £ (1)

Exemple 1.8 (Apergu des espaces LP). Soit (£2,.A, ;1) un espace me-
suré. Pour 1 <p < oo:

LP(Q, p) = {f mesurable:/g[ﬂp du<oo}/~,

ou f ~ gsi f = g p-presque partout, muni de || f||,, = ([, |f[” d,u)l/p.

1.1.2 Inégalités fondamentales

Proposition 1.9 (Inégalité de Holder discréte). Soient p,q € [1, +00]
des exposants conjugués, c’est-a-dire %—Fé = 1. Pour tous x € (P et
y el :

0
Z |xnyn| S |I’I||ZP ||y||£q :
n=1

Démonstration. On utilise 'inégalité de Young : pour a,b > 0, ab

% + %. Si ||z, = 0 ou ||yl|,, =0, le résultat est trivial. Sinon, posons Z,

\Z0| / ||zl o €6 U = |Un] / |yl ;- L'inégalité de Young donne Z,3, < % + %.
En sommant :

oo~~ 1oo~ 1ooN_l 1_
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En multipliant par ||z, ||y|l,, on obtient le résultat. O

Proposition 1.10 (Inégalité de Minkowski discréte). Pour1 < p < oo
et z,y €L ||z +yllp < |zllp + [yl

Démonstration. Les cas p = 1 et p = 0o sont immédiats. Pour 1 < p < oo,
on écrit |z, + Ynl” < |20 + ynl’ " (20| + [yn]). En sommant et en appliquant
Holder avec g = p/(p — 1) :

1/q 1/q
-1 —1
D e+l < (Z!xn+yn\@ ”) qup+<21xn+yn|“’ ”) lyll,

1/q
= (Z |z + yn\p> (=l + llyll,,)-

On divise par (Zn |z, + yn|p)1/q pour conclure, puisque 1 —1/¢g=1/p. O

1.2 Convergence et séries dans les espaces nor-
meés

Définition 1.11 (Convergence). Soit (E,||-||) un e.v.n. Une suite
(n)n>0 dans E converge vers x € E si ||z, — z|| — 0 quand n — 0.
On écrit z,, — x ou lim,,_, z,, = x.

Définition 1.12 (Suite de Cauchy). Une suite (z,,) dans (E, ||-||) est
une suite de Cauchy si :

Ve>0, INeN, Vmn>N, |z,— x| <e.

Proposition 1.13. Toute suite convergente est de Cauchy. La réci-
proque est fausse en général.

\. J

Démonstration. Si z, — x, alors ||z, — x,| < ||zm — || + ||z — 4] — 0.
Pour la réciproque, considérer £ = Q muni de la valeur absolue : la suite des
approximations décimales de v/2 est de Cauchy mais ne converge pas dans

Q. [
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Définition 1.14 (Séries dans un e.v.n.). Soit (z,,),>0 une suite dans E.
La série )z, est dite convergente si la suite des sommes partielles
Sy = 25:0 x, converge dans F. La série est absolument conver-

o0

gente si ) > |z, | < oo.

Remarque 1.15. En dimension finie, toute série absolument convergente
est convergente. En dimension infinie, c¢’est une propriété caractéris-
tique de la complétude (voir le efthm :abs-cv-completude).

Proposition 1.16 (Continuité des opérations). Soit (E, ||-||) un e.v.n.
Les applications suivantes sont continues :

(a) L’addition (z,y) — x+y de E X E dans E ;
(b) La multiplication par un scalaire (A, x) — Az de K X E dans E ;
(¢) La norme x +— ||z|| de E dans R.

Autrement dit, un e.v.n. est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. (a) ||(z 4+ y) — (xo + yo)|| < ||z — zoll + |y — voll-
(b) [Az = Aozol| = [I(A = Ao)z + Ao(x — wo) || < [A = Ao [[[|+[Ao] [l — ol
() |1zl = lyll| < ||z — y|| par 'inégalité triangulaire inversée. O

Définition 1.17 (Normes équivalentes). Deux normes |[|-||, et |||,
sur un espace vectoriel £ sont équivalentes s’il existe des constantes
c,C > 0 telles que

cllz|, < |lz|l, < C|lz||, pour tout z € E.

Des normes équivalentes définissent les mémes notions de convergence,
de suites de Cauchy, d’ouverts, de fermés et de complets.

Exemple 1.18 (Comparaison des normes ¢/ sur K"). Sur K", on a les
inégalités :

I7lle < ll2lly < llzlly < nllzlle, ol < lllly < Vallzly, -

Ces inégalités sont optimales : 'égalité dans ||z[|, < n x| est at-
teinte pour z = (1,1,...,1) et I'égalité dans ||z||, < \/n||z|| est aussi
atteinte pour ce vecteur.




1.3. ESPACES DE BANACH : DEFINITION ET COMPLETUDE 13

Définition 1.19 (Parties bornées, fermées, denses). Soit (E, ||-||) un
e.v.n.

— Une partie A C E est bornée si sup, 4 ||z|| < oco.

— Une partie D C E est dense dans E si D = E, c’est-a-dire si
pour tout z € E et tout € > 0, il existe d € D tel que ||z — d|| < e.

— Un e.v.n. est séparable s’il contient un sous-ensemble dénom-
brable dense.

Exemple 1.20 (Séparabilité de 7). Pour 1 < p < oo, I'espace /P est
séparable. En effet, ’ensemble des suites a support fini et a coefficients
dans Q (ou Q +:Q si K = C) est dénombrable et dense. En revanche,
0> n’est pas séparable : I'ensemble des suites a valeurs dans {0, 1} est
non dénombrable et les éléments sont a distance 1 les uns des autres.

1.3 Espaces de Banach : définition et complé-
tude

Définition 1.21 (Espace de Banach). Un espace vectoriel normé
(E,||-||) est un espace de Banach s’il est complet, c’est-a-dire si
toute suite de Cauchy dans F converge dans FE.

Théoréme 1.22 (Complétude de 7). Pour tout 1 < p < oo, l’espace
lP est un espace de Banach.

\. J

Démonstration. Cas 1 < p < co. Soit (*));>; une suite de Cauchy dans 7,

ot ) = (27),=,. Pour chaque n fixé :

o9 — af)] < o~ 2], 0 quand kg = o0

n

Donc (a:ﬁf))kzl est de Cauchy dans K, qui est complet. Posons z,, = limy_,, 2t
Etape 1 : 2 = (z,) € (7. Soit € > 0. Il existe K tel que pour k,j > K :

HZU(k) — x(j)Hp < e. Pour tout N € N :

N
Z |x$lk) - xﬁ{)‘p <P
n=1
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En faisant j — oo (& N et k fixés) :

N

Z |:L',(f) - :cn‘p <P

n=1

Puis en faisant N — oo : ||x(k) — pr < e. Par l'inégalité triangulaire :
ll, < fle =2, + |2, < &+ [+]], < oo.

Donc x € (7.

Etape 2 : 2(®) — z dans . On a montré que ||$(k) — ZEHp < ¢ pour tout
k> K, ce qui donne z*) — 2.

Cas p = oco. Soit (z) de Cauchy dans (. Pour chaque n, (a:,(zk))k
est de Cauchy dans K, donc converge vers x,. Soit ¢ > 0 et K tel que

|« — 2| < & pour k,j > K. Pour tout n : |
(k)

Ty — xn) < & pour tout n, donc ||z*) — xHOO <e. Comme |z]| <

— x%j) < ¢. En faisant

Jj —o00:

Hx—x(K)HOO+Hx(K)HOO <oo,onax€l>®etzk) =g L]

Théoréme 1.23 (Complétude de C(K)). Soit K un espace topologique
compact. L’espace (C(K),||-||.,) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fi)r>1 une suite de Cauchy dans C(K'). Pour chaque
te K:

() = 5O < e = Fill o = 0,

donc (fx(t))r converge dans K. Posons f(t) = limg_,00 fx(t).

Convergence uniforme. Soit ¢ > 0 et Ky tel que |[fy — fil|, < ¢
pour k,j > Kj. Pour tout t € K et k > Ky, en faisant j — oo dans
|fi(t) — f;(t)| <e, on obtient |fi(t) — f(t)| < e. Ceci étant vrai pour tout ¢,
ona |lfe— fll. <.

Continuité de f. Comme limite uniforme de fonctions continues, f est
continue. En effet, pour t; € K et € > 0, on choisit k tel que || fi, — ||, < €/3,
puis un voisinage V' de ¢y tel que |fi(t) — fx(to)] < €/3 pour t € V. Alors
pourt €V :

|f(t) = f(to)] S 1f () = ful®)] + | fu(t) = fulto)] + [fu(to) — f(to)] < e.

Donc f € C(K) et fr — f dans C(K). O
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Remarque 1.24. Les espaces ¢ et ¢ (suites convergentes) sont des sous-
espaces fermés de £*°, donc sont des espaces de Banach.

Proposition 1.25 (Sous-espaces fermés et complétude). Soit E un
espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est un
espace de Banach (pour la norme induite) si et seulement si F est
fermé dans E.

Démonstration. (=) Si F est complet et (z,,) C F converge vers x € F, alors
(x,,) est de Cauchy dans F', donc converge dans F': z € F.

(<) Si F est fermé et (z,) C F est de Cauchy, alors (x,) converge vers
un z € E (car E est complet). Comme F' est fermé, z € F'. O

Exemple 1.26 (L’espace C*([a,b])). L’espace C*([a,b]) des fonctions
k fois contintiment dérivables sur [a, b], muni de la norme

k
1£lloe = S0 1179, Ztgm[aif‘ ’
§=0

est un espace de Banach. En effet, si (f,) est de Cauchy dans C¥,

alors pour chaque 0 < j <k, (f» U)) est de Cauchy dans C ([a, b)), donc

converge uniformément vers une fonction continue g;. On vérifie que

g(()] = = g, par le théoréme de dérivation des limites uniformes.

Exemple 1.27 (Espace des suites a décroissance rapide). L’espace

s = {a: = (Zp)n>1 : sup ¥ |2,| < co pour tout k € N}
n>1

est un sous-espace de (P pour tout p > 1, mais il n’est pas fermé (et donc
pas un espace de Banach pour la norme ¢?). On peut le munir d’une

topologie d’espace de Fréchet définie par la famille de semi-normes
pr(7) = sup,, n* |x,|.
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1.4 Espaces de dimension finie

Théoréme 1.28 (Equivalence des normes en dimension finie). Sur un
espace vectoriel E de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

Démonstration. Soit dimE = n et (ey,...,e,) une base de E. Munissons
E de la norme ||-||., définie par |37 | aie;l| . = maxi<i<p |ay]. 11 suffit de
montrer que toute norme |[|-|| sur E est équivalente a ||-|| ..

Majoration. Pour z = > " | oe; :

n n
lzll < Y lel fleal < (Z ||6i||> 2]l = C izl »
=1 =1

ou C' = Y7 |lei]]. Ceci montre que ||-|| est continue pour la topologie de
Il

Minoration. Considérons la sphére unité S = {z € E : ||z|| = 1}.
L’application ¢ : (E, ||-||..) — R définie par ¢(z) = ||z|| est continue (par la
majoration ci-dessus) et S est compact (car S est identifié & un sous-ensemble
fermé borné de K™, qui est compact par le théoréme de Heine-Borel). Donc
¢ atteint son minimum m sur S. Comme ||z|| > 0 pour € S (car = # 0),
on a m > (0. Pour tout x # 0 :

T
2l = N2l - 1l 7= = m [l -
> 1l h

Done m [z, < lz] < Ozl O

Corollaire 1.29. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est
un espace de Banach.

Démonstration. Soit E de dimension n. Fixons une base et identifions F
a K". Toute norme sur E est équivalente a ||-||,, et (K", ||-||,) est complet.
Comme la complétude est préservée par équivalence de normes, E est com-
plet. O

Théoréme 1.30 (Compacité de la boule unité fermée). Soit E un
espace vectoriel normé. La boule unité fermée Bg est compacte si et
seulement st dim E < oo.
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Démonstration. (<) Sidim E < oo, alors Bg est un fermé borné de F ~ K",
donc compact par Heine-Borel.

(=) On montre la contraposée : si dim F = oo, alors Bg n’est pas com-
pacte. On utilise le lemme de Riesz ( eflem :riesz) pour construire une suite
sans sous-suite convergente.

On construit par récurrence une suite (z,,) dans Sg telle que ||, — x,|| >
1/2 pour m # n. Posons F; = span{z;} avec x; € S quelconque. Par le
lemme de Riesz appliqué au sous-espace propre fermé Fi, il existe zo € Sg tel
que ||ze —y|| > 1/2 pour tout y € Fy. On continue : F,, = span{zy,...,z,}
est fermé (dimension finie), et le lemme de Riesz donne z,,1 € Sk tel que
d(xpy1, F,) > 1/2. Comme x,, € F,, pour m < n, on a ||x,.1 — x| > 1/2.

Cette suite n’admet aucune sous-suite de Cauchy, donc aucune sous-suite
convergente, et Bg n’est pas séquentiellement compacte, donc pas compacte
(dans un espace métrique, les deux notions coincident). ]

Lemme 1.31 (Lemme de Riesz). Soit E un espace vectoriel normé et
F un sous-espace vectoriel fermé de E avec F' # E. Pour tout 6 €10, 1],
il existe xg € E tel que ||xg|| =1 et d(xg, F') > 6.

Démonstration. Soit y € E\ F. Comme F est fermé, d = d(y, F) > 0. Par
définition de I'infimum, il existe z € F tel que ||y — z|| < d/6. Posons :

y—=z

Tp= —.
ly — 2|l

Alors ||zg|| = 1. Pour tout f € F :

1 1

lzo —fll = —=llv—2—lly—z2fll = —= |y — G+ lly— 2| f)|| =
|y — || |y — =] N - o

eFr

Corollaire 1.32. Si F' est un sous-espace propre fermé d’un espace de
Banach E, alors F' est d’intérieur vide.

Démonstration. Si F' contenait une boule ouverte B(xg,r), alors pour tout
y € E avec ||y|| < r, on aurait xy +y € F, donc y € F, et par homogénéité
F = E : contradiction. O]

ly ==l —



18 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH — FONDEMEN'TS

Théoréme 1.33 (Sous-espace de dimension finie). Tout sous-espace
vectoriel de dimension finie d’un e.v.n. est fermé.

Démonstration. Soit F' un sous-espace de dimension n de l'e.v.n. E, et soit
(€1,...,en) une base de F. L’application ¢ : (K", ||-||;) = (F, ||| z) définie
par p(aq, ..., a,) = > o aze; est un isomorphisme linéaire bicontinu (par le
efthm :equiv-normes-dim-finie). En particulier, F' est complet (car isomorphe
a K" complet), donc fermé dans E. O

Remarque 1.34. En dimension infinie, un sous-espace vectoriel n’est
pas nécessairement fermé. Par exemple, I'espace C([0,1]) vu comme
sous-espace de L*([0, 1]) est dense mais pas fermé (car L? # C).

Proposition 1.35 (Critére de compacité dans K"). Dans (K™, ||||)
(pour n’importe quelle norme), une partie est compacte si et seulement
si elle est fermée et bornée (théoréme de Heine-Borel).

1.5 Applications linéaires continues et norme
d’opérateur

Définition 1.36 (Application linéaire continue). Soient (E, ||||z) et
(F, |||l ) deux e.v.n. Une application linéaire T' : E — F est dite
continue (ou bornée) si l'une des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :

(i) T est continue en 0;
(ii) T est continue sur F';
(iii) T est lipschitzienne;
(iv) Il existe C' > 0 tel que | T(z)||r < C'||z||z pour tout = € E.

Proposition 1.37. Les quatre conditions de la efdef :app-lin-continue
sont équivalentes.

Démonstration. (iv) = (iii) = (ii) = (i) sont immédiates. Montrons (i) =
(iv). Si T est continue en 0, pour € = 1, il existe § > 0 tel que ||z]|; < 0 =
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|T(x)|| < 1. Pour & # 0, posons y = 52%—. Alors ||y, = §/2 < 6, donc

2l
IT(y)llp <1, Cest-a-dire IT@)lp < 1. Dot [T(@)]lp < 5 ll2llp- O

_9d
2[|zl

Définition 1.38 (Norme d’opérateur). Soit T': E — F' linéaire conti-
nue. La norme d’opérateur de T est :

EDle _ gy @)y = sup 175

I = Bl
B s l2lly < lall =1

On note L(E, F') I'espace des applications linéaires continues de £ dans
F,et L(E) = L(E, E). Le dual topologique de F est E' = L(E,K).

Proposition 1.39. |||z ) est une norme sur L(E, F).

\. J

Démonstration. La séparation : si ||T|| = 0, alors T'(x) = 0 pour tout z,
donc T' = 0. L’homogénéité : [|AT|| = sup,<; AT (z)|| = [A[[|T]]. L'inégalité
triangulaire : [[(T"+ S)(x) || < [T()]| + [[S(@) | < T+ (151D [l«]]- O

Théoréme 1.40 (L(E, F') est Banach si F' est Banach). Si F' est un
espace de Banach, alors L(E, F) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (T})r>1 une suite de Cauchy dans L(E, F').
Etape 1 : définition de la limite. Pour chaque z € E :

1Tk () = T(@)|[ p < Tk = Tyl [J]| o = O

Donc (Ti(x)) est de Cauchy dans F' (complet). On pose T'(z) = limg_o0 Tk ().
Etape 2 : T est linéaire. Pour a,3 € Ket z,y € E :

Tlax + By) = lim Ti(ax + fy) = lim (aTy(z) + fTk(y)) = aT'(z) + ST(y).

Etape 3 : T est continue et T, — T en norme. Soit ¢ > 0 et K tel
que ||T, — Tj|| < € pour k,j > K. Pour tout x avec ||z|| <1let k> K :

1Tk () = Ti ()] p < &

En faisant j — oo : ||Tx(z) — T'(x)||» < €. Donc ||}, —T'|| < € pour k > K.
De plus, |T|| < |IT — Tk|| + |Tk]| < e+ ||Tk|| < 0o, donc T € L(E, F). O
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Corollaire 1.41. Le dual topologique E' de tout espace vectoriel normé
E est un espace de Banach.

Démonstration. E' = L(E,K) et K est complet. O

Proposition 1.42 (Composition d’opérateurs). Soient E,F,G des
evn, T € LIE,F) et S € L(F,G). Alors SoT € L(E,G) et
IS oT| < ISIHITII-

Démonstration. |[S(T(x))llq < ST @)z < ST 2]l - =

Remarque 1.43. En particulier, £(£) muni de la composition est une
algébre de Banach unitaire (avec Idg comme unité) lorsque E est
un espace de Banach.

Exemple 1.44 (Formes linéaires sur /*). Pour 1 < p < oo, soit
y = (yn) € 01 (avec i—l—é = 1). L’application ¢, : # — K dé-
finie par ¢,(z) = > .2, Ty, est une forme linéaire continue avec
oyl = llyll, (par I'inégalité de Holder, et I'égalité se vérifie en choi-
sissant 2, = |y,|* > 7, convenablement normalis¢). On montrera plus
tard que (¢P)" ~ (9 isométriquement.

Exemple 1.45 (Opérateur de décalage). Sur (2, le décalage a
droite R : (x1,22,...) — (0,21,29,...) et le décalage a gauche
L: (x1,29,...) — (x9,23,...) sont des opérateurs bornés de norme 1.
On a LR = Id mais RL # Id (car RL(zy,x2,...) = (0,29, 23,...)).
Cela montre que lalgébre £(¢?) n’est pas commutative.

Proposition 1.46 (Série de Neumann). Soit E un espace de Banach
et T € L(E) avec ||T|| < 1. Alors Id =T est inversible dans L(E) et :

o 1
d-T —1=§ ™, d-7)71Y < ——.
=2 |04=D7< 7=y
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Démonstration. La série Y T™ est absolument convergente car > [|[T"] <
ST = m < 00. Comme L(E) est un espace de Banach ( efthm :L-

banach), la série converge vers un S € L(FE). On vérifie :

N
(Id=T)Sy = (Id=T) Y 7" =Td T *".

n=0

En faisant N — oo : (Id =7)S = Id (car |[TV*+!]| < |7]|"*" — 0). De méme
S(1d -T) = Id. 0

Corollaire 1.47 (Stabilité des isomorphismes). L’ensemble GL(E) =
{T € L(E) : T inversible} est un ouvert de L(E), et Uapplication
T+~ T~ est continue.

Démonstration. Soit Ty € GL(E) et T € L(E) avec ||T —Ty|| < HTO’1||_1.
Alors T = To(Id=Ty " (Ty = T)) et [Ty N(To —D)|| < |To'| I1To =T <
1, donc T est inversible par la série de Neumann. Pour la continuité de
inversion, on utilise 77! — Tyt = 71Ty — T)T, . O

1.6 Séries absolument convergentes et complé-
tude

Lemme 1.48 (Extraction de sous-suite de Cauchy). Toute suite de
Cauchy (z,) dans un e.v.n. admet une sous-suite (xn,) telle que
Hxnk“ - xnk” < 27% pour tout k > 1.

Démonstration. Par récurrence. On construit (ny) croissante : ny = 1, et
pour k > 1, comme (z,,) est de Cauchy, il existe Ny tel que ||z, — x,| < 27%
pour m,n > Ni. On pose ng; = max(ng + 1, Ni). O]

Remarque 1.49. Une suite de Cauchy qui admet une sous-suite conver-
gente est elle-méme convergente. En effet, si (z,,) — = et (z,) est
de Cauchy, alors pour € > 0, on choisit K tel que ||z,, — | < /2
pour £k > K et N tel que |z, —z,| < /2 pour m,n > N.
Pour n > max(N,ng), on choisit k tel que ny > n et k > K :
[0 — 2l < N — gl + 1n, — all <.
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Théoréme 1.50 (Caractérisation de la complétude). Un espace vec-
toriel normé (E,||-||) est un espace de Banach si et seulement si toute
série absolument convergente dans E est convergente.

Démonstration. (=) Supposons E complet et soit ) x,, absolument conver-
gente. La suite des sommes partielles est de Cauchy car pour N > M :

N N
ISy = Sull =l Y- @< D llaull =0

n=M+1 n=M+1

puisque la série Y ||x,|| converge. Comme E est complet, (Sx) converge.
(<) Supposons que toute série absolument convergente est convergente.

Soit (yx) une suite de Cauchy dans E. Extrayons une sous-suite (yx;) telle

que ||ykj+1 - yij < 277 pour tout j. Posons x; = Yk, € Tj = Y, — Yk, _, pour

j > 2. Alors :
Dozl <) 27 =1 <o
j=2 j=1

Donc ) x; est absolument convergente, et par hypothése, elle converge vers
uny € E. Or Zjvzl T; = Yy, donc yg, — y. Comme (y;) est de Cauchy et
admet une sous-suite convergente, la suite entiére converge vers y. [

Exemple 1.51 (Application : /P est Banach, preuve alternative). On
peut utiliser le efthm :abs-cv-completude pour redémontrer la com-

plétude de ¢7. Soit > z®) absolument convergente dans ¢P. Alors

e

pour chaque n, >, < Yo Hx(k)Hp < oo par monotonie. Donc

Sp = D 2 existe. On veérifie que s = (s,) € (P par convergence
dominée (discrete).

1.7 Espaces quotients et complétion

Définition 1.52 (Espace quotient). Soit £ un e.v.n. et F' un sous-
espace vectoriel fermé de E. L’espace quotient E/F est ’ensemble
des classes ¢ =z + F ={z+ f : f € F'}, muni de la norme quotient :

||$||E/F = }lg; |z + fllg = d(=z, F).
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Proposition 1.53. La norme quotient est bien une norme sur E/F
(dés que F est fermé). De plus, si E est un espace de Banach, alors
E/F est un espace de Banach.

Démonstration. C’est une norme. L’homogénéité et 'inégalité triangulaire
sont immeédiates. Pour la séparation : ||Z|| = 0 signifie d(x, F)) = 0, donc
€ F =F (car F est fermé), donc 4 = 0.

Complétude. Supposons E Banach. Par le efthm :abs-cv-completude, il
suffit de montrer que toute série absolument convergente dans F/F converge.
Soit ) & avec ) ||Tn||p/p < 00. Pour chaque n, choisissons y, € &, tel que
lWnllp < l@nllg/p + 27" Alors 3 [lyal|p < oo, donc }_y, converge vers un
y € E (car F est Banach). On vérifie que 27]1\[:1 i, = Sy avec Sy = ij:l Yn,

tlsv—9| <lISw-yls—o0. 0
et |[$n —i|, , < IS~ ol

Définition 1.54 (Complétion). Soit (£, [|-][) un e.v.n. Une complé-
tion de £ est un couple (E,t) ou E est un espace de Banach et
L E'— E est une isométrie linéaire d’'image dense dans F.

Théoréme 1.55 (Existence et unicité de la complétion). Tout espace
vectoriel normé admet une complétion, unique a isométrie linéaire pres.

FEsquisse de preuve. Existence. On considére 1'espace C des suites de Cau-
chy dans F/, muni des opérations terme a terme, et on quotiente par la relation
~ définie par (z,) ~ (yn) <= ||zn — yn|| = 0. L’espace E = C/~ est muni
de la norme ||[(x,)]]] = lim,, o ||2,|| (cette limite existe car |||z,|| — ||zm||| <
|z — || — 0). L’application ¢ : z +— [(z,z,x,...)] est une isométrie li-
néaire d’image dense.

Unicité. Si (El, ty) et (E2, t2) sont deux complétions, I'application 5 o
17t 1(E) = 15(E) est une isométrie linéaire entre sous-espaces denses, qui
se prolonge de maniére unique en une isométrie linéaire Ey — E,. [

s A

Proposition 1.56 (Propri¢té universelle de la complétion). Soit (E, )
une complétion de l’e.v.n. E et F' un espace de Banach. Toute appli-
cation linéaire continue T' : E — F admet un unique prolongement

linéaire continu T : E — F tel que T o= T. De plus TH = |||
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Démonstration. Pour & € E, choisissons une suite (z,) C E telle que ¢(z,) —
z. Alors (T'(z,,)) est de Cauchy dans F car [|T(z,,) — T(x,)|| < ||T|| |wm — zn||-
Comme F est complet, on pose T'() = limT'(z,). La limite ne dépend pas
du choix de la suite (car si ¢(2,), t(z,) convergent vers &, on peut les entre-

lacer). La linéarité et la continuité de 7" sont claires, et ”TH = ||T|| car «(E)

est dense.

Le diagramme suivant illustre cette propriété universelle :

E ‘3 E

]
I -~
T
NJ,

F

FIGURE 1.2 — Propriété universelle de la complétion : toute application li-
néaire continue 7' : E — F (F Banach) se prolonge en T': E — F avec

17| = 171

Exemple 1.57 (Complétion de C([0,1]) pour différentes normes).
L’espace C([0, 1]) admet différentes complétions selon la norme choisie :

— Pour la norme |||, : il est déja complet, E = C(]0,1]).

1/
~ Pour la norme | f]}, = (Jfy I/(£)F dt) "(1<p<oo):lacom
plétion est LP([0, 1]).

1/2
— Pour la norme ||f||;n = <f01 |17+ |F)7 dt) (restreinte aux

fonctions C1) : la complétion est I'espace de Sobolev H'(]0, 1]).

Cet exemple illustre que la complétion dépend crucialement de la
norme.

1.8 Exercices

Exercice 1.1 (x). Montrer que les applications suivantes sont des
normes sur 1’espace indiqué :

(@) I = fy [£(@®)] dt sur C([0,1]);
() [I(z,9)]| = |z| +2|y| sur R?;
(©) [|All = maxi<icn D5, lai| sur My (R).
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Exercice 1.2 (). Montrer que (C([0,1]),]]|,) avec [[fll; =

fol |f(t)| dt n’est pas un espace de Banach. Indication : considérer la
suite f,,(t) = min(1, max(0,n(t — 1/2))).

Exercice 1.3 (¥*). Montrer que ¢y = {(x,) € ¢> : x, — 0} est un
sous-espace fermé de £°°. En déduire que ¢ est un espace de Banach.

Exercice 1.4 (%). Soient ||-||, et |||, deux normes sur un espace
vectoriel E. Montrer qu’elles sont équivalentes si et seulement si elles
définissent les mémes ouverts.

Exercice 1.5 (xx). Soit E un espace vectoriel normé de dimension
infinie. En utilisant le lemme de Riesz, construire une suite (x,,) dans
Sg telle que ||z, — x| > 1/2 pour m # n.

Exercice 1.6 (xx). Soit T : (' — (' défini par T(z1, 2, 23,...) =
(0,21, Ts,...) (décalage a droite). Montrer que T € L(¢') et calculer
17

Exercice 1.7 (xx). Soit F un espace de Banach et T € L(FE) avec
|IT|| < 1. Montrer que Id —T est inversible et que (Id—T)"! =
Yool o T (série de Neumann).

Exercice 1.8 (x x x). Soit £ = C([0,1]) muni de la norme ||f|, =

fol |f(t)| dt. Montrer que la complétion de E est (isométriquement iso-
morphe a) L'([0, 1]).

Exercice 1.9 (xxx). Soit £ = (> et F' = ¢y. Décrire 'espace quotient
0> /co. Montrer que la norme quotient de la classe de la suite constante
(1,1,1,...) vaut 1.

Exercice 1.10 (x). Montrer que si 1 < p < ¢ < oo, alors # C (7 et
zll, < llzll,-
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Exercice 1.11 (xx). Soit A € M,(R) avec [|A]|,, < 1 (norme d’opé-
rateur subordonnée a la norme euclidienne). Montrer que la matrice
I — A est inversible et que (I — A)~! = Y2 AF. Appliquer au cas

A= (193 162)'

Exercice 1.12 (xxx). Montrer que le dual de ¢y est isométriquement
isomorphe a ¢*. Indication : pour ¢ € ¢, considérer y, = ¢(e,) ou e,
est le n-iéme vecteur de la base canonique.

Exercice 1.13 (xx). Soit £ un espace métrique. On dit que E est
totalement borné si pour tout € > 0, E peut étre recouvert par un
nombre fini de boules de rayon . Montrer qu'un espace métrique est
compact si et seulement s’il est complet et totalement borné.

Exercice 1.14 (x%). Soit f € C([0,1]) et ¢ > 0. En admettant le
théoréme d’approximation de Weierstrass, montrer qu’il existe un po-
lynome P tel que ||f — P||, < €. En déduire que C([0, 1]) est séparable
pour la norme uniforme.

Exercice 1.15 (xx). Soit 7" € L(E, F'). Montrer les caractérisations
suivantes de |7 :

(a) ||T|| =inf{C > 0: ||Tz|| < C||z|| pour tout z € E};
(b) 1T = sup{|[Tz| : x € E, ||=[| < 1};

(¢) 1T = sup{|[T| : = € B, ||=]| = 1} (si E # {0});

() ||IT] = sup { I e o}.

[l

Montrer que le supremum dans (b) n’est pas nécessairement atteint si
dim £ = oo.
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Les espaces de Hilbert constituent une classe privilégiée d’espaces de Ba-
nach, dans laquelle la norme provient d’un produit scalaire. Cette structure
supplémentaire permet de développer une théorie géométrique riche — pro-
jection orthogonale, bases hilbertiennes, théoréme de représentation de Riesz
— qui généralise la géométrie euclidienne a la dimension infinie. Les espaces
de Hilbert interviennent de maniére cruciale en mécanique quantique, en
traitement du signal et dans I’étude des équations aux dérivées partielles.

La théorie des espaces de Hilbert a été développée par David Hilbert au
début du XXe siecle dans le contexte des équations intégrales. La formalisa-
tion abstraite est due & von Neumann (1929), qui a défini la notion d’espace
de Hilbert abstrait et établi les fondements de la théorie spectrale. L’ouvrage

27
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de référence moderne est celui de Brezis Analyse fonctionnelle, dont nous
suivons ’esprit dans ce chapitre.

Dans tout ce chapitre, H désigne un espace vectoriel sur K € {R, C} muni
d’un produit scalaire, sauf mention contraire.

2.1 Produit scalaire et espaces préhilbertiens

Définition 2.1 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur K.
Un produit scalaire (ou forme hermitienne définie positive) sur
H est une application (-,-) : H x H — K vérifiant :

(i) Linéarité a droite : pour tous z,y,z € H et A € K,

(x,Ay—i—z) :/\<x,y>+<x,z>;

(ii) Symétrie hermitienne : (x,y) = (y, x) pour tous z,y € H;
(iii) Positivité : (x,z) > 0 pour tout x € H ;
(iv) Définie : (z,2) =0 <= z =0.

L’espace (H, (-, -)) est un espace préhilbertien.

Remarque 2.2. Notre convention est la linéarité a droite et I’antilinéa-
rité & gauche (convention des physiciens). Dans le cas réel (K = R), la
symétrie hermitienne se réduit a (z,y) = (y,z) et le produit scalaire
est bilinéaire. Certains auteurs (dont Brezis) adoptent la convention
inverse (linéarité a gauche).

Théoréme 2.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (H, (-,-)) un es-
pace préhilbertien. Pour tous x,y € H :

(o )| < v/, 2) -V {y,)-

L’égalité a lieu si et seulement st x et y sont linéairement dépendants.

Démonstration. Siy = 0, les deux membres valent 0 et le résultat est trivial.
Supposons y # 0. Pour tout A € K :

0 < {z—Ay,z = Ay) = (z,2) = Mw,y) = Xy, 2) + A" (y,9) .
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Choisissons A = gz; (qui minimise l'expression). On obtient :
(y, z) (y, z) [y, z)[’
0 < (z,z) - {z,y) — {y, ) + (v, )
(y.) (Y. y) (y.9)*

[z p)* [z, N (2, )|
(y, ) (,v) (y,v)
(z,y)|*
(v,y)

= <JI,ZL’> -

= <{E,QI3> -

Donc |(z,y)|° < (z,z) (y,y), Aot le résultat en prenant la racine carrée.
Cas d’égalité. L’égalité a lieu si et seulement si (x — Ay, x — Ay) = 0,
c’est-a~dire z = \y. ]

Corollaire 2.4. L’application ||z|| = /(z,z) est une norme sur H.

Démonstration. La séparation et I’homogénéité sont claires. Pour I'inégalité
triangulaire :

lz +ylI* = (& +y 2 +y) = [l2” + (2. y) + {y.2) + [yl
2 2
= [lz]” + 2 Re (z,y) + [yl
2 2 2 2
< [l + 21z ») |+ ly1” < 1" + 2=yl + [y l™ = =]l + lyl)*.

]
Proposition 2.5 (Identité de polarisation). Soit (H, (-,)) un espace
préhilbertien. Le produit scalaire se retrouve a partir de la norme :
— SiK=R:
_1 2 2) |
(w.y) = 7 (le+yl” = llz = yl%) ;
— SiK=C:
1< 2
(x,y) = Zsz |z + iy
k=0

Démonstration. Cas réel : ||z +y||* = ||z]|> + 2 (z,y) + |yl et ||z —y||” =
lz||” = 2 (2, y) + ||ly|°. La différence donne 4 (x,y).

Cas complexe : on développe ||z + zkyHQ = ||z|* +2Re(i* (z,y)) + ||Jy||* et
on somme pour k = 0,1,2, 3. Les termes ||z||* 4 ||y||* donnent 4(||z|* +||y||*).
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Pour la partie croisée : 3 o_ ¥ - 2Re(i* (z,y)). En écrivant (z,y) = a + ib,
un calcul direct montre que la somme vaut 4(a + ib) = 4 (x,y). O

Proposition 2.6 (Identité du parallélogramme). Dans un espace pré-
hilbertien :
2 2 2 2
Iz +ylI” + llz =yl = 2(l=(" + [ly])-

Réciproqguement, toute norme vérifiant cette identité provient d’un pro-
duit scalaire (via lidentité de polarisation).

Démonstration. Le sens direct résulte du développement :
lz + yl*+llw = ylI* = 2 2| +2 Re (2, y)+2 [|y|*~2 Re (2, y) = 2|z *+2 ly[|".
La réciproque (théoréme de Jordan-von Neumann) nécessite de vérifier que

la forme définie par I'identité de polarisation est bien un produit scalaire, ce
qui est technique mais classique. O

FIGURE 2.1 — Identité du parallélogramme : la somme des carrés des diago-
nales égale la somme des carrés des cotés.

2.2 Espaces de Hilbert : définition et exemples

Définition 2.7 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un
espace préhilbertien complet, c¢’est-a-dire un espace de Banach dont la
norme provient d’un produit scalaire.
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Exemple 2.8 (L’espace £2). L’espace £ muni du produit scalaire

(@&, 0)p =Y Tabn
n=1

est un espace de Hilbert. La convergence de la série est assurée par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exemple 2.9 (L’espace L?(Q, u)). Soit (2, A, 1) un espace mesuré.
L’espace L*(€), 1) muni de

(f,9) 12 Z/Q?gdu

est un espace de Hilbert (le théoréme de Fischer-Riesz, efthm :fischer-
riesz).

Exemple 2.10 (L’espace C"). L’espace C"™ muni du produit scalaire
(x,y) = > ,_, Tryx est un espace de Hilbert de dimension finie.

Exemple 2.11 (Apercu des espaces de Sobolev). L’espace de Sobolev
HY(Q) = W2(Q) est I'espace des fonctions u € L*(€2) dont les dérivées
partielles au sens des distributions appartiennent a L?(Q2), muni du
produit scalaire :

(U, v) g :/ﬂvdzlc—i-/Vﬂ-Vvdx.
0 Q

C’est un espace de Hilbert, fondamental pour I’étude variationnelle des
EDP elliptiques.

Remarque 2.12. Pour p # 2, 'espace LP n’est pas un espace de Hilbert :
sa norme ne satisfait pas l'identité du parallélogramme. On peut le
vérifier explicitement dans (7 avec © = e; et y = ey : ||m—i—y||]2) +
|z — y||12) = 2. 2%? tandis que 2(||z|* + ||y||*) = 4, et ces quantités ne
sont égales que si p = 2.
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Exemple 2.13 (L’espace L? des séries de Fourier). L’espace L*([0, 27])
est fondamental en analyse harmonique. Toute fonction f € L*([0, 27])
admet un développement en série de Fourier :

FO) = S elDe, el =g [ fe

neL

ol la convergence est en norme L?. L’identité de Parseval s’écrit :

1 2

@) dt =) leal NI

or
0 nel

Exemple 2.14 (Espace de Hardy). L’espace de Hardy H?(ID) est I'es-
pace des fonctions holomorphes f sur le disque unité D = {z € C :
|z| < 1} telles que

21

1 ion 12
I £172 = sup g | f(re®)|” df < oo.
o<r<1 2T Jo

C’est un espace de Hilbert, isomorphe a ¢*(N) via les coefficients de
. o0 n 2 o 2
Taylor : si f(z) =) .~ janz", alors || fll2 = > oeglanl™

Définition 2.15 (Orthogonalité). Deux vecteurs z,y € H sont ortho-
gonaux, noté x L y, si (z,y) = 0. L’orthogonal d’une partie A C H
est

At ={z € H: (2,a) = 0 pour tout a € A}.

Proposition 2.16. Pour toute partie A C H, A" est un sous-espace
vectoriel fermé de H.

J

Démonstration. La linéarité est claire. Pour la fermeture : si (z,) C At et
x, — x, alors pour tout a € A, (x,a) = lim,_, (x,,a) = 0 par continuité
du produit scalaire. O

Proposition 2.17 (Théoréme de Pythagore). Si z4,...,z, sont deuz
a deux orthogonaux dans H :

|21+ zal* = lzall® + -+ [lzall”
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Démonstration. Par récurrence. Pourn = 2: |21 4 2]|* = ||lz1*+2 Re (21, 22)+
l2]l* = s ||* + [Ja]|* car (w1, 22) = 0. ]

2.3 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 2.18 (Projection sur un convexe fermé). Soit H un espace
de Hilbert, C C H un sous-ensemble convexe fermé non vide, et x € H.
Il existe un unique p € C' tel que

— | = = inf ||lz — y]|.
Iz = pll = d(a,C) = inf J}o — yl

Le point p est appelé la projection de x sur C, noté p = Po(x).

\. J

Démonstration. Posons d = d(z,C).
Existence. Soit (y,) C C une suite minimisante : ||z — y,|| — d. L’iden-
tité du parallélogramme appliquée & z — ¥,,, et * — y,, donne :

2 2 2 2
(2 = ym) + (& = ga) I+ lym = ynll” = 212 = ym || + 2[|2 — gl

Or L2t ¢ ' (par convexité), donc ||z — 2222 || > d, cest-a-dire || (z — ym) + (z — yn) || >
2d. En fait, on a :

lym = yall® = 211z = g l” + 2 [l = yall”* — 1122 = you = yall”

=2z =yl 2|z — yul*—4||5] 2 — < 2w — yul* 2|z — yul* 4>,

Ym + Yn®
2
Comme ||z — ym|® = d2 et ||z —yn|® — d2, on obtient ||ym — ya||> — 0.
Donc (y,) est de Cauchy dans H (complet), et converge vers un p € C' (C

est fermé) avec ||z — p|| = d.
Unicité. Si py,py € C réalisent le minimum, on applique le méme argu-
ment du parallélogramme & v, = p1 et y, = ps :

Ip1 — o < 2d% + 2d2 — 4d> = 0,

donc p; = ps. O

Proposition 2.19 (Caractérisation de la projection). Avec les nota-
tions du théoréeme précédent, p = Po(x) si et seulement si :

peC et Re{x—py—p <0 pourtouty e C.
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Démonstration. (=) Soit p = Po(x) et y € C. Pour t € [0,1], p+t(y —p) =
(1—t)p+ty € C, donc :

lz = plI* < [lz = p = t(y — p)|I* = ||z = plI*~2t Re (x — p,y — p)+* ||y — p|”
D’ou 2tRe(z —p,y —p) < t*|y — p||*. En divisant par ¢t > 0 et en faisant

t— 0" :Re(x—p,y—p) <O0.
(<) Si la condition est vérifiée, pour tout y € C' :

2 2 2 2 2
lz =yl =|(x —p) = (y =" = llz = plI"2Re(z — p,y — p)+|ly — p|I” > ||z — p[|".

Donc p réalise le minimum. O

Théoréme 2.20 (Projection sur un sous-espace fermé). Soit F un
sous-espace vectoriel fermé de H et x € H. Alors p = Pgp(x) est
l'unique élément de F' tel que x —p L F, c’est-a-dire :

peEF et (r—p f)=0 pourtout f €F.

De plus, H = F & F+ (somme directe orthogonale).

Démonstration. Caractérisation. La condition de la efprop :caract-projection
pour un sous-espace F' s’écrit : Re(x —p,y —p) < 0 pour tout y € F.
Comme F' est un sous-espace, on peut remplacer y par p+ Af pour A € K
et f € F quelconques. On obtient Re(A (x — p, f)) < 0 pour tout A, ce qui
force (x —p, f) = 0.

Décomposition. Pour tout x € H, écrivons © = Pr(x) + (x — Pr(x)).
Le premier terme est dans F et le second dans F*. Si o € F N F*, alors
(r,2) =0, donc z =0. Dot H =F & F+. O

Proposition 2.21 (Propriétés de la projection orthogonale). Soit F
un sous-espace vectoriel fermé de H et P = Pr la projection orthogo-
nale sur F. Alors :

(i) P est linéaire et continue avec |P|| =1 (si F # {0});
(i) P?> = P (idempotence) ;
(i1i) (Px,y) = (x, Py) pour tous x,y € H (auto-adjoint) ;
(iv) Ker P = F+ ettan P = F.

Réciproquement, tout opérateur P € L(H) vérifiant P> = P et P* = P
est la projection orthogonale sur ran P.
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Démonstration. (i) La linéarité : pour x,y € H et «, 8 € K, on vérifie que
aPz+BPy € F et que (ax+By)—(aPz+BPy) = a(z—Px)+3(y—Py) € F*.
Par unicité de la décomposition, P(ax + fy) = aPzx + fPy. La continuité :
|Pz|* + [lz — Pz|* = ||lz]* (Pythagore), donc [[Pz|| < [lz]].

(ii) Siz € F, alors Px = z, donc P(Pz) = Pu.

(iii) (Pz,y) = (Px, Py + (y — Py)) = (Pz, Py) (car Px € F et y— Py €
F1). De méme (x, Py) = (Pz, Py).

(iv) Clair par construction. O

Corollaire 2.22. Pour tout sous-espace vectoriel F' de H : (F4)* =
F.

Démonstration. L'inclusion F' C (F1)* est claire. Pour la réciproque, G = F
est un sous-espace fermé et H = G ® G+. Or G+ = F*. Si x € (F1)*, on
écrit = g+h avec g € Get h € G+ = F+. Alors (z,h) =0 (car z € (F4)*+
et h e F1), et (g,h) =0 (car h € G1), donc ||A||> = (h,h) = (x — g,h) = 0,
douth=0etz=g9g¢€G. O

2.4 Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 2.23 (Représentation de Riesz). Soit H un espace de Hil-
bert. Pour toute forme linéaire continue @ € H', il existe un unique
u € H tel que

o(x) = (u,z) pour tout x € H.

De plus, ||¢ll g = llullg- L’application J : H' — H définie par J(p) =
u est un isomorphisme isométrique antilinéaire (linéaire dans le cas

réel).

\. J

Démonstration. Unicité. Si (u1, ) = (ug, x) pour tout z, alors (u; — ug, x) =
0 pour tout x. En prenant x = uy — ug : ||u; — u2H2 =0, donc u; = us.
Existence. Si ¢ = 0, on prend u = 0. Sinon, F' = Ker ¢ est un sous-
espace fermé (car ¢ est continue) et F' # H. Par le efthm :proj-sous-espace,
F+ £ {0}, donc il existe z € F* avec z # 0.
Pour tout x € H, I'élément w = ¢(x)z — ¢(z)x vérifie p(w) = ¢(x)p(z) —
o(z)p(x) =0, donc w € F. Puisque z L F':

0= (z,w) = (z,¢(2)2 — p(2)r) = @() |2]]” — p(2) (z,2).
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o) = o(z) <* p(2) Z>x o(2)
121"\ ¢

Simplifions. On a ¢(z) = 2%) (2, z). Posons u =

[N
25 (ea) = o)

” ”2 z. Alors :

<u7 *T> =

Isométrie. Dune part, [p(z)| = [(u, )| < [[ull||z][, donc [lg]] < [|u].
Dautre part, p(u/ [lull) = (u, u/ |[ull) = |ull, donc [|p]| = [|u]. =

Remarque 2.24. Le théoréme de Riesz permet d’identifier H et H' via
lapplication antilinéaire z +— (z,-). On écrit souvent H ~ H’' mais il
faut étre prudent avec cette identification dans le contexte des espaces
de Sobolev et des triplets de Gelfand V — H ~ H' «— V',

Le théoreme de Riesz fournit un diagramme commutatif fondamental :

H—L s H

éval
L

H**

FIGURE 2.2 — L’identification canonique .J : H = H’ et Iinjection canonique
dans le bidual. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Corollaire 2.25 (Réflexivité des espaces de Hilbert). Tout espace de
Hilbert est réflexif, c’est-a-dire que l’injection canonique J : H — H"
est surjective.

Démonstration. L’application J : H — H" définie par J(z)(¢) = ¢(x) pour
¢ € H’ est une isométrie (Hahn-Banach). Par Riesz appliqué deux fois,
H ~ H' ~ H”, et on vérifie que la composition coincide avec J. H

Exemple 2.26 (Application du théoréeme de Riesz). Soit H =
L?([0,1]) et ¢ : H — K définie par ¢(f) = fol e' f(t) dt. Cette forme
est linéaire continue car |¢(f)| < ||€’|| 2 || f]|;2 par Cauchy-Schwarz.
Par Riesz, ¢(f) = (u, f) avec u(t) = €' On a || = |jull;,z =

(fol e dt)l/2 - /&1
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Corollaire 2.27 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit H un espace de
Hilbert et a : H x H — K une forme sesquilinéaire vérifiant :

(i) Continuité : |a(u,v)| < M ||ul| ||v|| pour une constante M > 0 ;
(ii) Coercivité : Re(a(u,u)) > a||u||* pour une constante o > 0.

Alors pour tout ¢ € H', il existe un unique u € H tel que a(u,v) = p(v)
pour tout v € H.

Démonstration. Par Riesz, p(v) = (f,v) pour un unique f € H. Pour u fixé,
v — a(u,v) est continue, donc par Riesz il existe un unique Au € H tel que
a(u,v) = (Au,v). L’application A : H — H est linéaire avec || Au|| < M ||ul|
(par (i) et o [Jul® < Re (Au,u) < || Aull[|ull, don |Aul| > afu] (par (ii)).
Ainsi A est injectif et ran(A) est fermé (car si Au, — y, alors (uy,)
est de Cauchy par ||u, — un| < o' Au, — Auy,l|). De plus, ran(A)t =
{0} : si (Au,w) = 0 pour tout u, en prenant u = w on obtient «||w|]* <
Re (Aw,w) = 0, donc w = 0. Par le efcor :biorthogonal, ran(A) = H. Donc
A est bijectif et u = A~!f est I'unique solution. O

2.5 Bases hilbertiennes

Définition 2.28 (Systéme orthonormal). Une famille (e;);c; dans H
est un systéme orthonormal (ou famille orthonormale) si :

1 sii=j,
e, €j) = 0ij =
feir€3) / {0 si i j.

Définition 2.29 (Base hilbertienne). Un systéme orthonormal (e;);cr
est une base hilbertienne (ou base orthonormale compléte) de H
si span{e; : i € I} = H, c’est-a-dire si 'adhérence de 'espace engendré
par les e; est H tout entier.

Proposition 2.30 (Coefficients de Fourier). Soit (e;)ie; un systeme
orthonormal dans H et v € H. Les coefficients de Fourier de x
sont &; = (e;,x) pour i € I. Pour tout sous-ensemble fini J C I, la
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meilleure approzimation de x dans span{e; : j € J} est :

PJ<x) - Z:%jeju

jedJ

et ||z — Pr()|* = |z = Y;e, 1251

Démonstration. Pour y = zje] ajej
e = yl* = ll=l* =D a5 (ej,2) = > aj(we) + Y layl”
jed jed jeJ
2 S 2 S 2
= flall* = Y 125" + Y lay — 2l
jeJ jed

Ce minimum est atteint pour a; = &;, et vaut ||z||* — D ic 2517, O

Théoréme 2.31 (Inégalité de Bessel). Soit (e;)icr un systéme ortho-
normal dans H. Pour tout x € H :

> Hewz)l” < lell”

el

En particulier, ensemble {i € I : {(e;, x) # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration. Pour tout sous-ensemble fini J C I, la efprop :coeff-fourier
donne >, ;[(e;, 2)|> < ||z||*. En prenant le supremum sur tous les J finis,
on obtient ) ., (e, 2))* < |z

Pour la dénombrabilité : pour n > 1, I'ensemble I,, = {i € I : |{e;, )| >
1/n} est fini (car 3,; 1/n* < ||z||%, donc |I,| < n?||z*). L'ensemble {i :
(€i,x) # 0} = U,,>1 In est dénombrable. O

Théoréme 2.32 (Théoréme de Parseval). Soit (e,),>1 une base hil-
bertienne dénombrable de H. Pour tout x € H :

(i) x=>" (en,x)e, (convergence dans H);

(i) |z))* = 32°%, |{en, 2)|>  (identité de Parseval).

Démonstration. (i) Soit Sy = Zgzl {(en, )€, = Py(x) la projection sur
span{ey, ..., ex}. Par Bessel, la série 3 |(e,, x)|* converge, donc pour N >



2.6. CRITERES DE COMPLETUDE D’UN SYSTEME ORTHONORMAL39

M
N

1Sn = Sul* =Y en @) = 0.

n=M+1

Donc (Sy) est de Cauchy dans H (complet), et converge vers un y € H. Pour
tout m : (e, y) = limy (e, Sy) = (€m,x). Donc (e, x —y) = 0 pour tout
m, et ¥ —y € {e,}*+. Comme (e,) est une base, {e,}* = {0}, donc z = y.
(i) Par la efprop :coeff-fourier, ||z — Sy|®> = [=]* — 35N, [(en, 2)]*.
Comme Sy — x, on fait N — oc. O

Remarque 2.33. Le théoreme de Parseval se généralise aux systéemes
orthonormaux indexés par un ensemble I quelconque (non nécessaire-
ment dénombrable). Pour x € H,onaxz =), (e, ) ¢; ot la somme
est définie comme limite des sommes partielles finies (elle n’a qu'un
nombre dénombrable de termes non nuls, par I'inégalité de Bessel).
L'identité de Parseval reste valable : ||z||* = 3", ; [(ei, 2)|*.

Corollaire 2.34 (Isomorphisme avec ¢%). Si H admet une base hil-
bertienne dénombrable (e,)n>1, alors Uapplication U : H — (* définie
par U(x) = ({€n,T))n>1 est un isomorphisme isométrique. En parti-
culier, tous les espaces de Hilbert séparables de dimension infinie sont
isomorphes.

Démonstration. U est linéaire (antilinéarité de la premiére variable, mais

ici on prend les coefficients). Par Parseval, ||U(z)|l,. = |lz||5 : c’est une
isométrie, donc injective. Surjectivité : pour (ay,) € €2, posons & = > ane,
(converge car 3 |an|* < 00). Alors U(z) = (ay,). O

2.6 Critéres de complétude d’un systéme or-
thonormal

Théoréme 2.35 (Critéres de complétude). Soit (e;)ie; un systéme
orthonormal dans un espace de Hilbert H. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) (ei)icr est une base hilbertienne (c’est-a-dire spanf{e;} = H);
(ii) {e;} = {0} (le systeme est total);
(iii) Pour toutwx € H :x =3, ,(e;,x)e;;




40 CHAPITRE 2. ESPACES DE HILBERT

(iv) Pour tout z € H : ||z|° = D wver [(es, )| (Parseval) ;

(v) Pour tous v,y € H : (w,y) = > ../ (e, x) (e;,y) (Parseval géne-
ralisée).

Démonstration. (i) < (ii) : span{e;} = H si et seulement si (span{e;})t =
{0} par le efcor :biorthogonal, et (span{e;})* = {e;}+.

(il) = (iii) : C’est la preuve du efthm :parseval(i).

(iii) = (iv) : On prend la norme des deux cotés et on utilise Pythagore.

(iv) = (v) : Par 'identité de polarisation appliquée dans ¢? via applica-
tion x — ({e;, ) )ier-

(v) = (ii) : Si (e;, ) = 0 pour tout i, alors par (v) avec y = = : ||z||> = 0,
donc z = 0. N

2.7 Espaces séparables et bases dénombrables

Définition 2.36 (Espace séparable). Un espace topologique est sépa-
rable s’il contient un sous-ensemble dénombrable dense.

Théoréme 2.37. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement
s’il admet une base hilbertienne dénombrable.

Démonstration. (<=) Si (e,)n>1 est une base hilbertienne, alors D = {Zgil (n€n :
N e N, ¢, € Q+iQ} est dénombrable et dense dans H.

(=) Soit {d,} un sous-ensemble dénombrable dense. Par le procédé de
Gram-Schmidt, on peut en extraire un systéme orthonormal (e, ). Montrons
qu’il est total. Si x L e, pour tout n, alors z 1 span{d,} (car chaque e, est
combinaison linéaire des dj, et réciproquement chaque d, est combinaison
linéaire des e,,). Mais span{d,,} est dense dans H, donc x = 0. O

Exemple 2.38 (Base de Fourier de L*([0, 27])). Le systéme (f;;i)
T/ neZ

est une base hilbertienne de L?([0, 27]). L’orthonormalité se vérifie par
calcul direct :

1 27 ) ] 1 21 ]

e—zmteznt dt = ez(n—m)t dt = 5mn-

o o

La totalité résulte du théoreme de Weierstrass trigonométrique.
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Exemple 2.39 (Polynomes de Hermite). Dans L*(R, e *"dz), les po-
lynémes de Hermite (convenablement normalisés) forment une base
hilbertienne. Ceci est lié a 'oscillateur harmonique quantique.

Proposition 2.40 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit (x,,),>1 une fa-
malle libre dans un espace préhilbertien H. Il existe un unique systeme
orthonormal (e,)n>1 tel que pour tout N >1 :

span{ey,...,ex} = span{zy,...,zx}

et (en, x,) > 0 pour tout n. On le construit par la récurrence :

n—1 ~

_ ~ e

€1 =171, €p=Ty— E (€, Tpn) €, €n = ”~n”
k=1 En

Démonstration. Par récurrence. L'initialisation e; = x/ ||z1|| est claire. Si

: v212 ~ n—1
ei,...,en_1 sont construits, 'élément é, = x,—> ;_; (ex, T,) ex est la compo-
sante de x,, orthogonale a span{ey, ..., e,_1}. Comme z,, ¢ span{zy,...,z,_1} =
span{ey,...,e,_1} (famille libre), on a é, # 0. L’orthonormalité se vérifie :
pour k < n, {(ex, €,) = {(ex, Tn) — {€k, Tn) = 0. O

Exemple 2.41 (Polynémes de Legendre). En appliquant Gram-
Schmidt & (1,¢,¢%,...) dans L?([—1,1]), on obtient les polynomes de
Legendre (a normalisation prés). Les premiers sont :

R(t) =1, P(t)=t Pyt)= %(3# _1), Py(t) = %(5753 _ 31).

IIs satisfont I'orthogonalité fjl P (t) Py (t) At = 525 0ymn et forment une
base hilbertienne de L?([—1,1]).

2.8 Théoréme de Fischer-Riesz

Théoréme 2.42 (Fischer-Riesz). Soit (2, A, u) un espace mesuré.
L’espace L*(S2, i) est un espace de Hilbert.
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Démonstration. Le produit scalaire (f,g) = [, f gdu est bien défini sur L?
(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale). Il reste & montrer la complé-
tude.

Soit (f,) une suite de Cauchy dans L?. Par le efthm :abs-cv-completude,
il suffit de montrer que toute série absolument convergente converge. Soit

>~ gk avec 3 |[gll 2 < oo.
Etape 1. Posons Gy = S0, |gx| et G = 327° |gx| (limite ponctuelle,
éventuellement +o00). Par 'inégalité de Minkowski :

N 00
||GN||L2 < Z ||gk||L2 < Z HngLQ =M < .

k=1 k=1

Par le théoréeme de convergence monotone :

/GQdu: lim /G?VdugMQ.
Q N—oo Q

Donc G € L?, et en particulier G(z) < oo pour pu-presque tout .
Etape 2. Pour p-presque tout z, la série > gx(z) est absolument conver-

gente (car Y |gr(z)] = G(x) < 00). Posons f(x) = >~ gx(z) (définie p.p.).
Etape 3. On a ’chvzl gk(x)‘ < G(x) avec G € L. Par le théoréme de

convergence dominée :

N 2 N 2
By =/r*\zgk—f dp— 0.
k=1 12 2 k=1

Donc Y gi converge vers f dans L. O

Remarque 2.43. Le théoréme de Fischer-Riesz se généralise : pour 1 <
p < oo, LP(Q, i) est un espace de Banach. La preuve suit la méme
stratégie, mais en utilisant la convergence monotone pour le cas p = 1
et l'inégalité de Minkowski pour le cas général. Nous renvoyons au
cours de théorie de la mesure pour les détails.

Proposition 2.44 (Densité dans L?). Soit Q@ C R"™ un ouvert. Les
espaces suivants sont denses dans L*(2) :

(i) L’espace C.(Q) des fonctions continues a support compact ;
(ii) L’espace C°(Q2) des fonctions lisses a support compact ;

(11i) L’espace des fonctions en escalier (si S est un intervalle borné).
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Esquisse. (i) Par approximation : pour f € L?, on approche d’abord f par
des fonctions bornées a support compact (troncature), puis par des fonctions
continues (régularisation ou théoréme de Lusin).

(ii) Par convolution avec un noyau régularisant p..

(iii) Par approximation des fonctions continues par des fonctions en esca-
lier. [

2.9 Somme directe hilbertienne

r

Définition 2.45 (Somme directe hilbertienne). Soit (H;);c; une fa-
mille d’espaces de Hilbert. La somme directe hilbertienne est :

@Hi = {(l'i)iel :x; € Hy, Z ||$z||12H < OO} ’
Pt iel

munie du produit scalaire ((x;), (¥:)) = > ic; (i, ¥i) g, -

Proposition 2.46. La somme directe hilbertienne @, ; H; est un es-
pace de Hilbert.

J

Démonstration. Le produit scalaire est bien défini par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz (la série converge absolument). La complétude se démontre comme
pour ¢? : une suite de Cauchy converge coordonnée par coordonnée, et la
limite est dans I’espace. O

'q 3

Exemple 2.47 (Somme directe de copies de C). La somme directe
D,,~, C (chaque H,, = C muni du produit scalaire usuel) est isomorphe
a 2. Plus généralement, si H, = C% alors @ ., H, = {(z,) : 2, €
C, 5, lleall? < oo}

Théoréme 2.48 (Décomposition en somme directe). Soit H un espace
de Hilbert et (F;)icr une famille de sous-espaces fermés mutuellement
orthogonauz (F; L F; pour i # j) tels que @, Fi = H. Alors H est
isomorphe (isométriquement) a la somme directe hilbertienne @, ; I;.

\. J

Démonstration. L'application U : @,.; F; — H définie par U((2;)) = > _,c; %
(la somme converge car » HOCZH2 < o0 et les termes sont orthogonaux) est
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une isométrie par le théoréeme de Pythagore. Son image contient @alg F; qui
est dense dans H, et I'image d’une isométrie depuis un espace complet est
fermée. Donc U est surjective. 0

2.10 Opérateurs dans les espaces de Hilbert
introduction

La théorie des opérateurs dans les espaces de Hilbert est considérablement
plus riche que dans les espaces de Banach généraux, grace a l'existence du
produit scalaire. En particulier, la notion d’adjoint joue un réle central et
permet de classifier les opérateurs en familles aux propriétés remarquables :
opérateurs auto-adjoints, normaux, unitaires et positifs.

Définition 2.49 (Opérateur adjoint). Soit T € L(H) un opérateur
borné sur un espace de Hilbert H. L’opérateur adjoint de T est
I'unique opérateur T* € L(H) tel que

(T"z,y) = (z,Ty) pour tous z,y € H.

Justification de l’existence. Pour x fixé, application y +— (x,Ty) est une
forme linéaire continue sur H (de norme < ||z|| || T||). Par le théoréme de Riesz
( efthm :riesz-representation), il existe un unique z € H tel que (z,Ty) =
(z,y) pour tout y. On pose T*zx = z. La linéarité de T™* résulte de 'unicité
dans le théoreme de Riesz. O]

Proposition 2.50 (Propriétés de 'adjoint). Soient S, T € L(H) et
A e K. Alors :

(i) (T7)" =

(11) (A\T')* )\T* '

(iit) (S+T)*=5*+T*;
(iv) (ST)* =T*S*;

(v) 1T = 11Tl ;

(vi) | TT|| = |IT|".

J

Démonstration. Les points (i)—(iv) se vérifient directement & partir de la
définition.
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(v) Ona | T*a||* = (T*z, T*x) = (o, TT*w) < |la|| |TT*z|| < ||l=|| | T 1T,
d'ou ||[T*z|| < ||T|| ||z]| et |T*|| < ||T||. Par symétrie (en appliquant le méme
argument a 7™ et en utilisant (1)), || 7| = ||(T7)*]] < |7

(vi) On a ||T*T|| < ||[T*]| ||T|| = ||T||*. D’autre part, |Tz|* = (Tz, Tx) =
(o, T*Tx) < ||z |T*Tx|| < ||| |T*T| |||} Done | T|* < | T*T|. O

Exemple 2.51 (Adjoint d’un opérateur de multiplication). Soit ¢ €
L>®(Q,pn) et M, : L* — L? l'opérateur de multiplication défini par
(M, )(2) = ¢(2)f(@). Alors M, € L(L?) avec [My] = ol e, et
M7, = M. En effet :

(M3 f,9) = (f, Myg) Z/Tsogduz/ﬂgduz (Mzf,g) -

L’opérateur M, est auto-adjoint si et seulement si ¢ est a valeurs réelles
(p.p.), et unitaire si et seulement si |p| =1 p.p.

Exemple 2.52 (Opérateur intégral). Soit K € L%([0,1]*) un noyau
intégral. L’opérateur T : L2([0, 1]) — L*([0,1]) défini par

@M@zAK@ﬁWMt

est borné avec ||T'|| < || K[| 212y (opérateur de Hilbert-Schmidt). Son
adjoint est T*g(z) = fol K(t,z)g(t)dt.

Définition 2.53 (Opérateurs spéciaux). Un opérateur T' € L(H) est
dit :
(i) auto-adjoint (ou hermitien) si 7% = T;
(ii) normal si 7T = TT*;
(iii) unitaire si T*T = TT* = 1d;
(iv) positif si (T'z,z) > 0 pour tout # € H (on écrit T > 0).

Proposition 2.54. Si T € L(H) est auto-adjoint, alors (Tx,x) € R
pour tout x € H. De plus :

IT|| = sup [(Tz,z)|.

llz(l=1
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Démonstration. (Tx,x) = (z,Tx) = (T*x,x) = (Tz,x), donc (Tx,z) € R.
Posons M = supy, [(Tz,z)|. Clairement M < |[|T'[| (par Cauchy-
Schwarz). Pour l'autre sens, on utilise I'identité de polarisation : pour x,y de

norme 1,
ARe (Tz,y) = (T(x +y),v+y) — (T'(@—y)z—y).

Dot 4 [Re (T, y)| < M(||lz +yl” + llo —yl*) = 2M (|l + [ly*) = 4M,
et en optimisant sur le choix de phase de y : |(Tz,y)| < M. En prenant
y="Tx/||Tx| : ||Tx| < M, donc ||T|| < M. O

Remarque 2.55. Pour T' € L(H), on a les relations fondamentales :
Ker(T*) = (ranT)*, ran(7T) = (Ker T%)*.

Ces relations sont immédiates : x € Ker(7T™) ssi T*x = 0 ssi (T*z,y) =
0 pour tout y ssi (z, Ty) = 0 pour tout y ssi x L ranT.

Le diagramme suivant résume les relations entre noyaux et images :

H—r S H

J J

KerT 1 ran 1™

(ranT*)* @& ranT*

FIGURE 2.3 — Décomposition H = KerT @& ranT* pour un opérateur 7' €
L(H).

Proposition 2.56 (Spectre d'un opérateur auto-adjoint). Soit T €
L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors :

(i) Toute valeur propre de T est réelle ;

(i1) Les espaces propres correspondant & des valeurs propres distinctes
sont orthogonauz ;

(ii) ||T|| = SUpP||z|=1 |(Tz, z)|.

Démonstration. (i) Si Tz = Az avec © # 0 : M|z|* = (T'z,z) € R (car
T =1T%), donc A € R.
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(i) SiTax = Az et Ty = py avec A # u: A(z,y) = (Tx,y) = (x,Ty) =

p{z,y), donc (A — p) (z,y) =0 et (z,y) = 0.
(iii) C’est la efprop :auto-adjoint-reel. ]

Remarque 2.57 (Vers la théorie spectrale). La théorie spectrale des
opérateurs auto-adjoints (ou normaux) dans les espaces de Hilbert est
I'un des sujets majeurs de I'analyse fonctionnelle. Le théoréme spectral
affirme que tout opérateur auto-adjoint borné admet une représenta-
tion intégrale T = fU(T) AdE(X) out E est une mesure spectrale. Cette
théorie sera développée dans un chapitre ultérieur.

2.11 Exercices

Exercice 2.1 (). Montrer que (f,g) = fol f(t)g(t) dt définit un pro-
duit scalaire sur C(]0, 1], C).

Exercice 2.2 (x). Montrer que la norme |||, sur C([0,1]) ne pro-
vient pas d’un produit scalaire. Indication : vérifier que lidentité du
parallélogramme échoue.

Exercice 2.3 (%). Soit H = L*([0,1]) et F = {f € L>: [ f(t)dt =
0}. Déterminer F'*.

Exercice 2.4 (xx). Dans H = L*([0,1]), soit F' = span{1,t}. Calculer
la projection orthogonale de f(t) = t* sur F.

Exercice 2.5 (xx). Soit H un espace de Hilbert et z,y € H avec
|zl = ||ly|| = 1. Montrer que |(x,y)| = 1 si et seulement si x = \y pour
un A\ € K avec |\ = 1.

Exercice 2.6 (xx). Montrer que la projection Pz sur un convexe fermé
C' d'un espace de Hilbert est une contraction : ||Po(z) — Po(y)|| <

lz =yl
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Exercice 2.7 (%x). Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux poly-
nomes 1,¢,t%,t3 dans L?([—1, 1]) pour retrouver les premiers polynémes
de Legendre (& normalisation prés).

Exercice 2.8 (%%). Montrer que I'inégalité de Bessel peut étre stricte
si le systéme orthonormal n’est pas complet. Donner un exemple.

Exercice 2.9 (xx). Soit T : ¢* — (? défini par T(z1, o, x3,...) =
(0,21, 9, ...) (décalage a droite). Calculer T* et vérifier que ||T*T|| =
1T,

Exercice 2.10 (% x*). Soit © C R™ un ouvert borné. En utilisant le
théoréme de Lax-Milgram, montrer I'existence et I'unicité de la solution

faible u € Hj(Q) de —Au+u = f pour f € L*(Q).

Exercice 2.11 (x x x). Montrer que ¢*(I) pour un ensemble I non
dénombrable est un espace de Hilbert non séparable. Indication : mon-
trer que la base canonique (€;)icr est un systéme orthonormal tel que

lle: — ¢l = V2 pour i # j.

Exercice 2.12 (x xx). Soit T': > — ¢* défini par T(z,) = (x,/n).
Montrer que T est auto-adjoint, positif, injectif, et que T est compact
(c’est-a-dire que T'(Byz) est relativement compact).

Exercice 2.13 (%). Soit (e,)n,>1 un systéme orthonormal dans un
espace de Hilbert H et (a,) € ¢* Montrer que la série Y > aye,
converge dans H et que |37 apnen|® = 3200, |an|”.

Exercice 2.14 (xx). Soit H = L*([0,1]) et ¢ : H — R définie par
o(f) = fol tf(t) dt. Identifier le représentant de Riesz de ¢ et calculer
lell-
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Exercice 2.15 (¥*). Soit F' = span{ej,...,e,} un sous-espace de
dimension finie d'un espace de Hilbert H, ou (ey, ..., e,) est un systéme

orthonormal. Montrer que la projection orthogonale sur F' est donnée

par :
n

Pr(z) = Z (ek, T) e.

k=1

Montrer que si (f,..., f,) est une base quelconque (non nécessaire-
ment orthonormale) de F, la projection s’exprime via la matrice de

Gram G = ({fi, fj))1<ij<n :

n

Pp(z) = Z(Gil)ij (fiz) Jj-

i.j=1

Exercice 2.16 (x x x). Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur
un ensemble X tel que pour tout x € X, 'évaluation 6, : f +— f(x) est
une forme linéaire continue sur H. Par le théoréeme de Riesz, il existe
K, € H tel que f(x) = (K,, f) pour tout f € H.

(a) Montrer que K(x,y) = (K,, K,) = K, (x) est un noyau défini
positif.
(b) Montrer que K a la propriété de reproduction : (K(-,y), f) =

fw).

(c) Vérifier que l'espace de Hardy H?(DD) est un espace de Hilbert a

noyau reproduisant avec K (z,w) = 1 (noyau de Szegd).

Exercice 2.17 (»*). Soit H = L?([0,2x]). Posons H, = span{e™}
pour n € Z.

(a) Montrer que H,, L H,, pour n # m.

(b) Montrer que H = @, ., H, (somme directe hilbertienne).

(¢) En déduire une preuve du théoréme de Parseval pour les séries
de Fourier.

ne”L

Exercice 2.18 (xx). Soit T' € L(H). On dit que T est borné infé-
rieurement s'il existe ¢ > 0 tel que ||Tz| > c||z|| pour tout z € H.

(a) Montrer que si T est borné inférieurement, alors 7" est injectif et
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ranT est fermé.

(b) Montrer que si T est auto-adjoint et borné inférieurement, alors
T est bijectif.

(c) Donner un exemple d’opérateur borné inférieurement non surjec-
tif.

Exercice 2.19 (x % %). Soit C' un convexe fermé non vide dans un
espace de Hilbert H et Po : H — C' la projection sur C.

(a) Montrer que P¢ est une contraction : | Po(x) — Po(y)|| < |l — y||
pour tous z,y € H.

(b) Montrer que Pz est un opérateur  monotone
Re (Po(z) — Po(y),z —y) > 0.

(c) En déduire que Pg est fermement non expansif :

IPo(x) = Pe(y)|” < Re (Po(z) — Poly),« —y).

Exercice 2.20 (x). Montrer que le produit scalaire est une application
continue de H x H dans K. Plus précisément, si x, — x et y, — vy
dans H, alors (x,,y,) — (z,y).

Exercice 2.21 (xx). Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de
Hilbert H. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est dense dans H ;
(i) £+ ={0};

(iii) Pour tout z € H, si (z, f) = 0 pour tout f € F, alors z = 0.

Exercice 2.22 (%%). Soit A € M,(C) vue comme opérateur sur
(C™, (-,-)) (produit scalaire canonique). Montrer que la matrice de
A* dans la base canonique est A (transposée conjuguée). En déduire
qu'un opérateur sur C" est auto-adjoint si et seulement si sa matrice
est hermitienne.

Exercice 2.23 (xx). Soit U € L(H). Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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(i) U est unitaire (U*U = UU* =1d) ;
(il) U est surjectif et isométrique (||Uz|| = ||z|| pour tout z);

(iii) U préserve le produit scalaire : (Uz, Uy) = (z,y) pour tous z,y.

o1

Exercice 2.24 (% %). En utilisant la base de Fourier de L*([0, 27])
et 'identité de Parseval, calculer les sommes suivantes :

(a) 5. L = %2 (en développant f(t) =t sur [0, 27]);

n=1 n2

(b) o2, L =15 (en développant f(t) = ¢ sur [0,27]).

n=1 n4
Indication pour (a) : les coefficients de Fourier de f(t) =t sur [0, 27]
sont co = T et ¢, = = pour n # 0 (a un facteur 2w pres selon la
convention). Appliquer Parseval et identifier.

Exercice 2.25 (x x ). Soit T € L£(H) un opérateur compact auto-
adjoint sur un espace de Hilbert H et A # 0. Montrer que :

(a) Ker(T'— A1d) est de dimension finie;
(b) ran(T — A1d) est fermé;
(c) ran(T — A1d) = Ker(T — X 1d)*;

)

(d) En déduire I’alternative de Fredholm : soit 7'— A Id est bijectif,
soit A est valeur propre de T'.

Cet exercice anticipe le chapitre sur la théorie spectrale des opérateurs
compacts.




52

CHAPITRE 2. ESPACES DE HILBERT



Chapitre 3

Opérateurs Linéaires Bornés

Contents
3.1 L’espace LIE,F)| « .« v v v v v v i iv v 53
[3.2 Opérateurs compacts| . . .. ... ... ....... 55
3.3 Série de Neumann et inversibilité/. . . . . ... .. 57
[3.4 Spectre et résolvante] . . .. ... .. ... ... .. 58
[3.5 Adjoint sur les espaces de Hilbert| .. ... .. .. 60
[3.6 Opérateurs normaux, auto-adjoints et unitaires| . 62
B.7 Exercicesl. . .. ... ... .. . 00000 64

L’étude des opérateurs linéaires continus entre espaces de Banach consti-
tue le coeur de I'analyse fonctionnelle. Ce chapitre développe la théorie de 'es-
pace L(E, F') des opérateurs bornés, introduit les opérateurs compacts, puis
aborde la théorie spectrale élémentaire. Dans le cadre hilbertien, nous étu-
dions 'opérateur adjoint et les classes d’opérateurs normaux, auto-adjoints

et unitaires.

Dans tout ce chapitre, E, F' et GG désignent des espaces vectoriels normés
sur le corps K (R ou C), sauf mention contraire. Lorsque nous abordons la

théorie spectrale, nous travaillons sur C.

3.1 L’espace L(E,F)

Définition 3.1 (Opérateur linéaire borné¢). Soient E et F' deux espaces
vectoriels normés. Une application linéaire 7' : ' — F’ est dite bornée

23
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s’il existe une constante C' > 0 telle que
| Tzl < C|z||z; pour tout z € E.

On note L(E, F) 'ensemble de toutes les applications linéaires bornées
de E dans F, et L(F) := L(E,E).

Proposition 3.2 (Continuité et bornitude). Soit T : E — F une
application linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est continue sur E ;
(11) T est continue en O ;
(i1i) T est bornée ;

() T est lipschitzienne.

Démonstration. (iv) = (i) = (i) est immédiat.

(17) = (i7) : Supposons T continue en 0. Pour ¢ = 1, il existe 0 > 0 tel que
|zl z <0 = ||Tz| < 1. Pour z # 0, posons y = dz/ ||z|| 5. Alors ||yl =6,
donc ||Ty|| < 1, c’est-a-dire ||Tz||, < ||z||z /. On prend C' = 1/4.

(173) = (iv) : Si||Tz| » < C'||z| 5 pour tout z, alors par linéarité | Tz — Ty||, =
1T = )y < Cllw — yl 0

Définition 3.3 (Norme d’opérateur). Pour T' € L(E, F'), on définit la
norme d’opérateur par

| T ||
”THL(E,F) i=sup ——— = sup [|Tzllp= sup ||Tz|.
0 1Tl <t o p=1

Théoréme 3.4 (L(E, F') est un espace de Banach). Si F' est un espace

de Banach, alors L(E, F) muni de la norme d’opérateur est un espace
de Banach.

\. .

Démonstration. Soit (T,,) une suite de Cauchy dans L(E, F'). Pour tout x €
E

Y

|Thx — Tl < T — Twll - lz]| g = 0 quand n,m — oo.

Donc (T},x) est de Cauchy dans F', qui est complet. On pose Tz := lim,, o, T),.
Par passage a la limite, T' est linéaire.
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Soit ¢ > 0. Il existe N tel que ||T,, — T),|| < € pour n,m > N. Pour
|zl g < letn,m > N:|T,x — Tnx|p < e Enfaisant m — oo : ||z — Tx||p <
e. Donc ||T,, = T|| < € pour n > N. En particulier 7' = Ty + (T — Ty) €
L(E,F) et T, — T en norme. O

Corollaire 3.5 (Dual est toujours complet). Pour tout espace vectoriel
normé E, le dual topologique E' = L(E,K) est un espace de Banach.

Proposition 3.6 (Composition d’opérateurs). Soient T' € L(E, F) et
S e L(F,G). Alors ST € L(E,G) et ||ST| < |IS]| - |7

. 7

Démonstration. Pour tout « € E, [|STz|, < [|S| - (|[Tx| < ||S|| - |T] -
]l - -

Corollaire 3.7. Si E est un espace de Banach, alors L(E) est une
algébre de Banach unitaire (l'unité étant I1dg), c’est-a-dire ||ST| <

ISI -7 et 1] =1 (si E # {0}).

Notation 3.8. On note GL(E) ’ensemble des opérateurs inversibles de L(E),
c’est-a-dire les T' € L(E) tels qu'il existe T™' € L(E) avec TT ' =TT =
Idg.

3.2 Opérateurs compacts

Définition 3.9 (Opérateur compact). Un opérateur T' € L(E, ') est
dit compact si I'image de la boule unité fermée Bg par T est re-
lativement compacte dans F, c’est-a-dire si T(Bg) est compact dans
F

On note IC(E, F) ensemble des opérateurs compacts de E dans F, et
K(E):=K(E,E).

Remarque 3.10. De maniéere équivalente, T" est compact si et seulement
si pour toute suite bornée (x,,) de E, la suite (Tx,) admet une sous-
suite convergente dans F.
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Proposition 3.11 (Premiéres propriétés des opérateurs compacts). (4
Tout opérateur compact est borné : K(E,F) C L(E, F).

(i1) Tout opérateur de rang fini est compact.

(1)) Si T € K(E,F), S € L(F,G) et R € L(G,E), alors ST €
K(E,G) et TR € K(G, F).

(iv) K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F') lorsque F
est complet.

Démonstration. (i) L’image de la boule unité est relativement compacte,
donc bornée.

(ii) Si dim(ranT) < oo, alors T(Bg) est bornée dans un espace de
dimension finie, donc relativement compacte par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass.

(ili) Soit (x,) bornée dans E. Comme T" est compact, il existe une sous-
suite (z,,) telle que T'z,, — y dans F. Alors STz, — Sy dans G par
continuité de S. Pour TR, si (z,) est bornée dans G, alors (Rz,) est bornée
dans F, donc (T'Rz,) admet une sous-suite convergente.

(iv) Soient 7,5 € K(E,F) et A € K. Pour toute suite bornée (x,), on
extrait d’abord une sous-suite telle que (T'z,, ) converge, puis une sous-sous-
suite telle que (S, ) converge. Alors ((T'+ AS)zy, ) converge, donc T'+ AS
est compact.

Pour la fermeture, soit (7}) une suite dans K(E, F) avec T, — T en
norme. Soit (x,) bornée dans E avec ||z,|| < M. Par un procédé diago-
nal, on construit une sous-suite (z,;) telle que (Tyz,,); converge pour tout
k. Pour € > 0, choisissons k tel que ||T'— Tk|| < ¢/(3M), puis J tel que
HTkxm — TkxnjH < e/3 pour i,j > J. Alors

|Tzn, — Ty, || < (T = Ti)zn,

+ HTk:cn — TkxnjH + H(Tk — T)ZL’njH < E.
Donc (T'x,,) est de Cauchy dans F' complet, d’olt converge. O]

N

Corollaire 3.12. L’espace K(E) est un idéal bilatére fermé de l’algébre
L(E) lorsque E est un espace de Banach.

Exemple 3.13. Soit £ € C([0,1]?). L’opérateur intégral T
C([0,1]) — C([0,1]) défini par

(TF)(x) = / Bz, ) (1) dt
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est compact. En effet, on vérifie que T(B) est équicontinue et unifor-
mément bornée, puis on applique le théoréme d’Ascoli.

Exemple 3.14. Sur (2, soit T défini par T'(e,) = A\pe, ot (A,) est une
suite de scalaires. Alors T' € K(£?) si et seulement si \,, — 0.

3.3 Série de Neumann et inversibilité

Théoréme 3.15 (Série de Neumann). Soit E un espace de Banach et
T € L(E) avec ||T|| < 1. Alors Id =T est inversible dans L(E) et

(Id -7~ ZT”

1
17"

\ v

avec ||(Id =T)7Y| <

Démonstration. Posons Sy = S 7. Comme ||T7(| < || T]|" et ||T] < 1, la
série Y ||7™]| converge. Donc (Sy) est de Cauchy dans L£(E) qui est complet
(car E est de Banach). Soit S =" /T sa limite.

OnaSy(Id—T) =Id =TV et (Id =T)Sy = Id =TV*'. Comme || TV *!|| <
|T|¥"" — 0, on obtient en passant a la limite S(Id =T = (Id =T)S = Id.
Enfin,

ISIh< ) ITI" = O
Z HTH

Corollaire 3.16 (Ouverture de GL(E)). L’ensemble GL(E) des opé-
rateurs inversibles est un ouvert de L(E), et l'application T + T—!
continue sur GL(E).

Démonstration. Soit Ty € GL(E) et T € E( ) avec |[T — Ty < ||Ty 1||
Ecrivons T' = Ty(Id =15 (T, —T)). On a |15 1 (Ty — T) || < || T5 |- 1To — Tl <
1, donc Id —T; 1(Ty —T) est inversible par le théoréme de Neumann. Par suite
T est inversible, et

T = (i(TO‘l(TO — T))”) Tt

n=0
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La continuité de 'inversion découle de I'estimation HT‘1 — T0’1|| < HTO’1H2 T —To|l /(1—
175 1T = Toll).

Corollaire 3.17 (Perturbation de l'identité). Soit E un espace de
Banach et T € L(E) avec ||T|| < 1. Alors Id+T est inversible et

o0

(Id+T)~' => (=1)"T™

n=0

3.4 Spectre et résolvante

Dans toute cette section, £ est un espace de Banach compleze (K = C).

Définition 3.18 (Spectre, résolvante). Soit 7" € L(E). L’ensemble
résolvant de T est

p(T) :={\ € C: \Id—T € GL(E)}.

Le spectre de T est o(T) := C\ p(T).
Pour A € p(T), l'opérateur R(\,T) := (A\Id—T)~! € L(E) est appelé
la résolvante de 7" en .

Définition 3.19 (Décomposition du spectre). Le spectre se décompose
en :
(i) le spectre ponctuel o,(7) = {N € C
A1d —T n’est pas injectif} (ensemble des valeurs propres) ;
(ii) le spectre continu o.(T") := {\ € o(T)\0,(T) : ran(A\1d —-T) =
E};
(iii) le spectre résiduel o,.(T) := o(T) \ (0,(T) U c.(T)).

Proposition 3.20 (Propriétés de la résolvante). Soit T' € L(E).
(1) p(T) est un ouvert de C et o(T) est fermé.
(i1) Identité de la résolvante : pour A\, u € p(T),

(111) L’application A — R(\,T') est analytique sur p(T') (au sens de la
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norme d’opérateur).

Démonstration. (i) Découle du corollaire [3.16] : pour A\g € p(T'), I'opérateur
AId —T reste inversible pour A proche de Ag.

(ii) On écrit RO\, T)—R(u, T) = RO\ T)[(n1d —=T) — (A 1d —T)| R(u, T) =
(=R T)R(p, T).

(iii) L’identité de la résolvante donne %}W =—R\T)R(u,T) —
—R(u, T)? quand A — p, ce qui montre la dérivabilité complexe. ]

Théoréme 3.21 (Le spectre est compact et non vide). Soit T € L(E)
avec E # {0}. Alors :

(i) o(T) C B(0,||T||) (le spectre est borné) ;
(i1) o(T) # 0.

Démonstration. (i) Si |[A| > ||T]|, alors AId =T = X(Id—=7/X). Comme
|T/A|| < 1, la série de Neumann montre que Id —7'/\ est inversible, donc
e p(T).

(ii) Supposons o(T') = 0. Alors R(-,T) est une fonction entiére a valeurs
dans L(E). Pour |A| > ||T,

1 N 1T
R()\,T):X<Id—x) =12
n=0
1

donc ||[R(N\,T)|| < a0 quand |A| = oco. Par le théoréme de Liouville

vectoriel, R(-,T) = 0, ce qui est absurde car R(\,T) est inversible. O

Définition 3.22 (Rayon spectral). Le rayon spectral de T' € L(E)
est

r(T) :=sup{|A| : A € o(T)}.

Théoréme 3.23 (Formule du rayon spectral (Gelfand)). Soit E un
espace de Banach complexe et T € L(FE). Alors

r(T) = lim |[T"|Y™ = inf ||T*".
n— 00 n>1

\. J

Démonstration. Etape 1 : v(T) < inf, |T"(|"". Soit A\ € o(T). On montre
que A" € o(T™) pour tout n > 1, car \" Id =7T" = (AId —=T)(A\" ' Id +\" 2T+
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cTHUSIAN ¢ o(T™), alors A™ Id —T™ serait inversible, et comme A\ 1d —T'
est un facteur gauche, A Id —7 aurait un inverse a gauche ; un argument simi-
laire avec la factorisation a droite donne un inverse a droite, d’ott A ¢ o(7T'),
contradiction. Donc A" < ||T|| par le théoreme [3.21](i) appliqué a 7™, et
Al < |T]]*" pour tout n.

Etape 2 : limsup, |T"|"™ < r(T). Pour |A| > #(T), on a A € p(T)
et la série de Laurent de R(\,T) en oo s’écrit R(A,T) = Y o0 T/ AL
Cette série converge pour |A| > r(T") (car R(-,T) est analytique sur p(7") qui
contient {|A| > r(7)}).

Par le lemme de Hadamard pour les séries de Laurent, le rayon de conver-
gence de Y. T"z""! est au moins 1/r(T). Rappelons que le rayon de conver-
gence est 1/limsup, |77(|*". Donc limsup, || 77(|"™ < #(T).

Conclusion. Des ¢tapes 1 et 2, r(T) < inf,, |T(|"/" < liminf, ||T"[|"/" <
limsup, ||7|"/™ < #(T'). Donc la limite existe et toutes les quantités sont
égales. O]

Remarque 3.24. L’existence de la limite lim ||T”||1/n peut aussi se dé-

duire du lemme de Fekete : si (a,) est sous-additive (i.e. apim <
an + ay,), alors a,/n — inf a, /n. On applique ceci & a,, = log||T™|.

Exemple 3.25. Considérons le shift a droite S : ¢2 — ¢? défini par
S(x1,29,...) = (0,21,22,...). On a ||S]| = 1, 0,(S) = 0 et o(S) =

B(0,1). Le shift & gauche S*(x1,29,...) = (z2,23,...) a 0,(S*) =

B(0,1) (le disque ouvert) et o(S*) = B(0, 1).

3.5 Adjoint sur les espaces de Hilbert

Dans toute cette section, H et K désignent des espaces de Hilbert sur K
(R ou C).

Théoréme 3.26 (Existence de 'adjoint). Soit T' € L(H, K). Il existe
un unique opérateur T* € L(K, H) tel que

(Tx,y) = (x,T"y)y pour tousx € H, y € K.

De plus, || T*|| = ||T|.
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Démonstration. Pour y € K fixé, application ¢, : © — (T'z,y), est une
forme linéaire continue sur H (si K = C, elle est antilinéaire en y et linéaire en
x ; on considere ¢, comme forme linéaire en z). On a |p,(z)| < ||| ||z ||y,
donc ¢, € H' avec [l¢y|| < [T ||yl

Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique 2z, € H
tel que p,(x) = (x, 2y) ; pour tout x € H, avec ||z, || = [l¢yll < |7 ||yl|-

On pose T™y := z,. L’unicité dans le théoréeme de Riesz assure que 1™ est
bien défini. Vérifions la linéarité (dans le cas K = C) : pour 4,92 € K et
a € C,

(x, T (a1 +y2)) gy = (Tx,ayr + y2) o = (T, y1) o (T, yo) o = (x, Ty + T y2)

pour tout x, donc T*(ay; + y2) = oT*y; + T*ys. La bornitude est assurée
par [Tyl < [T lyll, dou | T < IT.
Réciproquement, pour tout x € H, [|[Tz||” = (Tx,Tz) = (z,T*Tx) <
* * 2 * PPN *
[ 7T} < N[ 17| [|7]] l]l, done [|T[|™ < |7 {|T]], d’ou | T[] < [ T].
]

Proposition 3.27 (Propriétés de 'adjoint). Soient S,T € L(H, K),
R e L(K,G) (ou G est un Hilbert) et a € K. Alors :

(1)) (S+T) =5*4+T* et (aT) =aT™;
(i) (T*)* =T;
(i) (RT)* = T*R*;

(iv) |T*T|| = |TT*|| = ||ITI*;

(v) KerT* = (ranT)* et ranT = (Ker T*)*.

Démonstration. (i) et (ii) découlent directement de la définition.
(iii) Pour tous x € H et z € G :

(RTx,2)q = (Tx, R*2) ) = (2, T"R*2)

donc (RT)* = T*R* par unicité de 1'adjoint.

(iv) Ona |T*T|| < ||T*|| ||| = |T|]*. Inversement, | Tx||* = (T*Tz, x) <
IT*Ta] 2]l < 7T ll2], done |T|* < ||T*T. Lidentité |T°T| = | T
est appelée l'identité C*. L'égalite | TT*| = ||T||” s’obtient en appliquant
le résultat a T* et en utilisant (7*)* =T

(v) Onay € KerT* ssi T*y = 0 ssi (z, T*y) = 0 pour tout z ssi (T'z,y) =
0 pour tout z ssi y € (ranT)*. La seconde égalité en découle par passage a
I'orthogonal. O]
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3.6 Opérateurs normaux, auto-adjoints et uni-

taires

On travaille sur un espace de Hilbert H (sur C sauf mention contraire).

Définition 3.28 (Opérateurs normaux, auto-adjoints, unitaires). Soit
T e L(H).

(i) T est normal si T*T = TT*.

(ii) T est auto-adjoint (ou hermitien) si 7% = T.
(iii) T est unitaire si 77T = TT* = 1d.
)

(iv) T est une projection orthogonale si 7% =T et T* = T.

-

Remarque 3.29. On a les inclusions : auto-adjoint = normal, et unitaire
= normal. Tout opérateur 7' € L(H) s’écrit de maniére unique 7" =
A+iBou A= T+TT* et B = TEZT* sont auto-adjoints. T" est normal si
et seulement si AB = BA.

Proposition 3.30 (Caractérisation des opérateurs normaux). 7' €
L(H) est normal si et seulement si ||Tz|| = || T*z|| pour tout x € H.

Démonstration. On a ||Txz||* = (T*Tx,z) et |[T*z||> = (TT*z,x). Si T est
normal, ces quantités sont égales. Réciproquement, si (T*Tx, z) = (T'T*z, x)
pour tout z, alors ((T*T —TT*)xz,x) = 0 pour tout x. Par l'identité de

polarisation, 'opérateur auto-adjoint 7T*7T" — TT™ est nul. O]
Proposition 3.31 (Valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint). Soit
T € L(H) auto-adjoint.
(i) Les valeurs propres de T' sont réelles.
(i1) Les sous-espaces propres correspondant a des valeurs propres dis-
tinctes sont orthogonaux.
Démonstration. (i) Soit Tw = Az avec x # 0. Alors Mzl = M\z,z) =
(Tx,z) = (x,Tx) = (Tx,z) = \||z||*, donc A =\, i.e. A € R
(ii) Solent Tx = Az et Ty = py avec X # p. Alors A\ (z,y) = (Tx,y) =
(2, Ty) = p (2, ) (car i = o par (1)), done (\—p) (z,y) = O et (z,5) =0. O
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Théoréme 3.32 (Spectre d'un opérateur auto-adjoint). Soit T €
L(H) auto-adjoint. Alors o(T) C R. Plus précisément, o(T) C [m, M]
ot m = infy, =1 (Tw,z) et M = sup, = (T, z), et {m, M} C o(T).

Démonstration. o(T) C R. Soit A = a +if8 avec 8 # 0. Pour tout x € H,
1M1 =T)a|* = (e 1d ~T)z + iBel|”
= |(aId =T)z|* + 8 |z[* + 28 im ((aId ~T)z, z) .

Or ((ald=T)z,z) = oljz||* — (Tz,z) € R car T est auto-adjoint. Donc
im ((aId —=T)x,z) =0 et

I(Ad =T )a|* > B2 [|]*

Ceci montre que AId —7T est injectif et d’image fermée. De méme, A\Id —T =
(AId —T)* est injectif, donc ran(AId —T') est dense (car Ker(AId —T)* =
(ran(A1d —T))*+ = {0}). Fermée et dense, I'image est H tout entier, donc
A e p(T).

o(T) C [m, M].Soit A > M. Alors pour tout x avec ||z|| = 1, (Ald =Tz, z) =
A= (Tzx,z) > X — M > 0. L’opérateur AId —T" est auto-adjoint et véri-
fie (MNd—=T)z,z) > (A — M) ||z||*, d’on il est inversible (par un argument
analogue au cas § # 0, en utilisant la minoration directe). De méme pour
A< m.

M € o(T). Par définition du supremum, il existe une suite (z,) avec
|zn|| = 1et (T, 2,) = M. Ona |[(T — MId)z,|* = || Tz, | —2M (Tx,, 2,,)+
M? < ||T||?=2M (Tz,, 2,)+M?. Comme | T|| = max(|m]|,|M|) pour un opé-
rateur auto-adjoint (on admet ce point), un calcul montre que ||(T' — M Id)z, ||* —
M?—M? = 0 lorsqu’on raffine 'argument en utilisant ||7'z,||* < ||T|| (T%,, z,,)
(qui découle de ||Tz,||* = (T%2y, 2,) < |T|| (T, z,) puisque (T%z,,,z,) <
|T|| (Txp, z,) par Vinégalitée T? < ||T|| T au sens des formes, car (T'z,z) <
M <||T|])- Donc T'— M Id n’est pas inversible par en dessous, ce qui donne
M € o(T). L’argument pour m est analogue en considérant —7'. ]

Corollaire 3.33. Si T est auto-adjoint, |T|| = r(T) =
sup| =1 {1, 7)|.

Proposition 3.34 (Opérateur auto-adjoint positif). Soit T € L(H)
auto-adjoint. On dit que T est positif (noté T > 0) si (Tx,z) > 0
pour tout x € H. Alors o(T') C [0, +o0].
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Proposition 3.35 (Caractérisation des opérateurs unitaires). Soit
U e L(H). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) U est unitaire ;

(i1) U est surjectif et isométrique (||[Ux| = ||z| pour tout x);
(111) U est surjectif et (Uzx,Uy) = (x,y) pour tous x,y.
De plus, o(U) C {z € C: |z| =1} (le cercle unité).

Démonstration. (i) = (iii) : (Uz,Uy) = (z,U*Uy) = (x,y), et U est inver-
sible donc surjectif.

(13i) = (i) : prendre y = z.

(i1) = (i) : U isométrique donne (U*Uz,z) = ||Uz|]® = ||z||* = (z, z),
donc U*U = Id par polarisation. Comme U est surjectif et isométrique, U
est bijectif, et U~ = U*, d’ou UU* = 1d.

Pour le spectre :si A € 0,(U), alors Uz = Az avecx # 0, et ||z|| = ||[Uz| =
|A| [|z||, donc |A] = 1. L’inclusion o(U) C {|z| = 1} découle de ||U]| =1 (d’ou
o(U) € B(0,1)) et |[UTY| = ||U*]] =1 (dou o(U') € B(0,1), et comme
o(U™)={1/Xx: X €ca(U)}, on obtient |A] > 1). O

3.7 Exercices

Exercice 3.1 (Norme d’opérateur). Soit 7' : ¢! — (' défini par
T(zn) = (®n/n)n>1-

(a) Montrer que T' € L(¢*) et calculer ||T|.

(b) T est-il compact ?

Exercice 3.2 (Opérateur de Volterra). Soit V' : L2([0, 1]) — L*([0,1])
Popérateur de Volterra défini par (V f)(z) = [ f(¢)dt.

(a) Montrer que V' est borné et calculer ||[V"|| (on pourra montrer
que |[V"|| < 1/n!).

(b) En déduire r(V) = 0, puis o(V) = {0}.
(c) V est-il compact ? normal ? auto-adjoint ?
(d) Calculer V*.




3.7. EXERCICES

Exercice 3.3 (Spectre du shift pondéré). Soit (wy,),>1 une suite bor-
née de scalaires non nuls. On définit le shift pondéré T, : £2 — ¢? par
Tw<l'1, o, .. ) = (0, Ww1T1, WaTg, . . )

(a) Montrer que ||T5,|| = sup,, |wy|.
(b) Calculer 0,(T,,) et o,(T).
(

c) Calculer r(7T,) en fonction des poids (wy,).

Exercice 3.4 (Inversibilité par perturbation). Soient E un espace de
Banach, T € GL(E) et S € L(E) avec ||S]| < |77 .

(a) Montrer que T+ S € GL(E).
EWE
L= T=H 1Sl

(b) Etablir l'estimation ||(T + S)~! — T~ <

Exercice 3.5 (Opérateurs compacts sur £?). Soit T € L(¢?) défini par
T(en) = Gneo(n) ol 0 est une permutation de N* et (a,) est bornée.

(a) Montrer que T est borné et calculer ||7T]|.

(b) Montrer que T" est compact si et seulement si a,, — 0.

Exercice 3.6 (Opérateur normal). Soit 7' € L£(H) normal.
(a) Montrer que KerT' = Ker T™*.
(b) Montrer que ||[T"|| = ||T||" pour tout n > 1.
(¢) En déduire r(T) = ||T|.
)

(d) Montrer que si T est compact et normal, alors il existe une valeur
propre A de T" avec |A| = ||T|| (si T # 0).

Exercice 3.7 (Spectre d'un opérateur de multiplication). Soit (X, )
un espace mesuré o-fini et ¢ € L>(X, ). On définit M, : L*(X) —
L*(X) par M,f = of.
(a) Montrer que [[My|| = ¢l
(b) Montrer que M} = M.
(c) Déterminer quand M, est normal, auto-adjoint, unitaire, positif.
)

(d) Montrer que o(M,) = essran(yp) (I'image essentielle de ¢).
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Exercice 3.8 (Identité C*). Soit T' € L(H).

(a) Montrer que |[T*T|| = ||T'||” sans utiliser le théoréme de Padjoint,
en prouvant directement Uinégalité | T)|* < ||T*T|| via ||Tz|* =
(T"Tz, x).

(b) En déduire que ||7%"|| = |T]|*" pour les opérateurs normaux,
puis retrouver r(7T') = ||T|| par la formule du rayon spectral.

Exercice 3.9 (Projection orthogonale et sous-espaces). Soient P, Q) €
L(H) deux projections orthogonales.

(a) Montrer que o(P) C {0,1}.

(b) Montrer que PQ est une projection orthogonale si et seulement

si PQ = QP.
(c) Montrer que P+ (@ est une projection orthogonale si et seulement
si PQ = 0.

(d) Montrer que ||P — Q|| < 1, avec égalité si et seulement si ran P ¢
ran () ou ran () ¢ ran P.
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Le théoréeme de Hahn-Banach est 1'un des piliers de ’analyse fonction-
nelle. Sous sa forme analytique, il permet de prolonger des formes linéaires
continues définies sur un sous-espace a ’espace tout entier, en préservant une
majoration par une fonctionnelle sous-linéaire. Sous sa forme géométrique, il
fournit des résultats de séparation de convexes par des hyperplans, qui jouent

un roéle fondamental en optimisation et en théorie des distributions.

Ce chapitre développe les deux formes du théoréme, en explore les consé-
quences pour la dualité des espaces normés, et introduit les espaces réflexifs.

L’axiome de Zorn est utilisé de maniére essentielle dans les preuves.

4.1 Forme analytique réelle

Définition 4.1 (Fonctionnelle sous-linéaire). Soit £ un espace vecto-
riel réel. Une application p : £ — R est dite sous-linéaire si :
(i) p(Az) = Ap(z) pour tout A > 0 et tout x € E (homogénéité
positive) ;

67
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(ii) p(z+y) < p(x) + p(y) pour tous z,y € E (sous-additivite).

Remarque 4.2. Toute semi-norme est sous-linéaire. Réciproquement,
une fonctionnelle sous-linéaire n’est pas nécessairement paire : on peut

avoir p(—x) # p(z).

Théoréme 4.3 (Hahn-Banach analytique réel). Soit E un espace vec-
toriel réel, p : E — R une fonctionnelle sous-linéaire, F' un sous-espace
vectoriel de E, et f : F' — R une forme linéaire telle que f(x) < p(x)
pour tout x € F. Alors il existe une forme linéaire f cEF — R qu

prolonge f (i.e. flp = f) et vérifie

f(z) < p(x) pour tout x € E.

Démonstration. La preuve procéde en deux étapes.

Etape 1 : Extension d’une dimension. Supposons F' C E et soit o € E\F.
Posons G = F @ Rxg = {x +txg : x € F, t € R}. On cherche g : G - R
linéaire prolongeant f avec g < p sur G. Nécessairement g(z+txg) = f(z)+ta
ol a = g(xp) est & déterminer.

Pour ¢ > 0, la condition g(x + txy) < p(x + txg) s’écrit f(x) + ta <
p(x + txg), soit a < w. En substituant x/t — z, on obtient o <
p(y + o) — f(y) pour tout y € F.

Pour ¢t < 0, la condition s’écrit (en posant t = —s, s > 0) f(z) — s«
p(z — sxp), soit a > f(z) — p(z — xo) pour tout z € F.

Il faut donc trouver « tel que

IN

ilelg[f(Z) —plz = 20)] < a < infp(y + o) — f(y))-

Ceci est possible car pour tous y, 2 € F, f(y)+ f(2) = f(y+2) <ply+2) =
p((y + @o) + (2 — wo)) < py + xo) + p(z — x0), Aot f(2) — p(z — xo) <
ply +20) — (1),

Etape 2 : Application du lemme de Zorn. Considérons ’ensemble &£ des
couples (G, g) ot G est un sous-espace de E contenant F', et g : G — R est
linéaire, prolonge f, et vérifie ¢ < p sur G. On munit £ de Uordre (G, g1) <
(G2, 92) si G1 C Gy et galg, = g1

& est non vide (car (F, f) € £). Si {(G}, g;) }ier est une chaine totalement
ordonnée, alors (Goo, goo) avec Goo = |, G; €t goolc, = ¢i est un majorant.
Par le lemme de Zorn, £ admet un élément maximal (F, f ).
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Si E +# E, létape 1 permettrait d’étendre fla un sous-espace strictement
plus grand, contredisant la maximalité. Donc £ = FE. O

4.2 Forme analytique complexe

Lemme 4.4 (Lemme de passage réel-complexe). Soit E un espace
vectoriel compleze et f : E — C une forme C-linéaire. Posons u =
Re f. Alors u est R-linéaire et f(x) = u(z) —iu(ix) pour tout x € E.
Réciproquement, si u : E — R est R-linéaire et vérifie u(iz) = —u(x)
(condition automatiquement satisfaite si u = Re f pour une forme C-
linéaire f), alors f(x) := u(zx) —iu(ix) est C-linéaire.

Démonstration. Si f est C-linéaire et u = Re f, alors f(x) = u(z)+i Im f(z).
Or f(iz) = if(x) = tu(z) — Im f(x), donc u(iz) = Re f(iz) = —Im f(z),
d'ou f(x) = u(z) — tu(iz).

Réciproquement, soit g(z) = wu(z) — iu(iz). Alors g est R-linéaire. Vé-
rifions la C-linéarité : g(iz) = u(iz) — iu(i®z) = u(ir) + wu(z) = i(u(z) —
iu(iz)) =ig(x). O
Théoréme 4.5 (Hahn-Banach analytique complexe). Soit E un espace
vectoriel complexe, p : E — [0,400] une semi-norme, F un sous-
espace vectoriel de E, et f : F — C une forme C-linéaire telle que
|f(x)] < p(x) pour tout x € F. Alors il existe une forme C-linéaire

f:E — C qui prolonge f et vérifie ’f(:c)‘ < p(x) pour tout z € E.

Démonstration. Considérons E' comme espace vectoriel réel et posons u =
Ref : FF — R. Alors u est R-linéaire et u(x) < |f(z)| < p(z) pour tout
x e F.

Par le théoréme de Hahn-Banach réel (théoréme[d.3)), il existe @ : £ — R,
R-linéaire, prolongeant u, avec @(x) < p(x) pour tout x € E.

Posons f(z) := @(x) — i G(iz). Par le lemme , f est C-linéaire. Sur F,
on retrouve f|p = u —iu(i-) = f par le méme lemme. Il reste a montrer la
majoration.

Pour x € E, écrivons f(z) = ‘f(x) e, Alors

f@)| = e f(a) = f(e™%) = ie™) < p(e™x) = pla),

e
la derniére égalité utilisant p(ax) = |a| p(x) pour la semi-norme. O



70 CHAPITRE 4. THEOREME DE HAHN-BANACH

Corollaire 4.6 (Prolongement de formes linéaires continues). Soit E
un espace vectoriel normé, F un sous-espace de E, et f € F'. Alors il

existe f € £’ tel que f|p =fet HfHE, = ”f”F’

Démonstration. On applique le théoréme [4.5( (ou [4.3| dans le cas réel) avec la
semi-norme p(z) = || f||; - |z]| ;- On obtient f avec ‘f(x) < [If]l |||, donc

7| < 1171 Comme £ prolonge £. | £ = 11£1. =

Corollaire 4.7 (Séparation des points par le dual). Soit E un espace
vectoriel normé et xqg € E avec xg # 0. Alors il existe f € E' tel que

IfIl =1 et f(zo) = llzol|-

Démonstration. Sur F' = Kz, définissons g(Azg) = A ||xo]|. Alors ||g]| - =1
et g(xo) = ||xo||. Le corollaire fournit f € E’ prolongeant g avec ||f|| =
1. [

Corollaire 4.8. Pour tout x € E, ||z|| = sup{|f(z)|: f € E', ||f|| <

1.

4.3 Formes géométriques : séparation de convexes

Définition 4.9 (Hyperplan). Un hyperplan de E est un sous-espace
affine de codimension 1, ¢’est-a-dire un ensemble de la forme H = {x €
E : f(z) = a} pour une forme linéaire f # 0 et un scalaire o € R (dans
le cas réel). L'hyperplan est dit fermé si f est continue.

Définition 4.10 (Fonctionnelle de Minkowski). Soit C' un sous-
ensemble convexe de F avec 0 € int(C') (intérieur non vide contenant
l'origine). La fonctionnelle de Minkowski (ou jauge) de C' est

po(z) =inf{t >0: 2/t € C} =inf{t > 0:2 € tC}.

Proposition 4.11 (Propriétés de la jauge). Soit C' un convexe ouvert
avec 0 € C' dans un e.v.n. réel E. Alors :
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(1) pc est sous-linéaire et continue ;
(i1) C ={x € E: pc(x) < 1};

(111) si C est de plus symétrique (C = —C') et borné, alors pc est une
norme équivalente a la norme de E.

Démonstration. (i) Homogénéité positive : pour A > 0, pc(Az) = inf{t > 0:
Ax € tC} = Ainf{s > 0: z € sC'} = Apc(x).

Sous-additivité : Soient s > po(z) et t > po(y). Alors x € sC et y € tC.
Par convexité, T1% = 2.2+ .4 € ¢, donc z+y € (s+1)C et po(r+y) <
s +t. En passant a la borne inférieure, pc(x + y) < po(x) + pe(y).

Continuité : Comme 0 € C ouvert, il existe r > 0 tel que B(0,r) C C.
Pour x € E, z € (||z||/r)B(0,7) C (||z| /r)C, donc pc(z) < ||z| /r. La
sous-linéarité et cette majoration donnent la continuité.

(ii) Si « € C (ouvert), alors par continuité en 0 de ¢t — x/t, il existe
t < 1avecxz € tC, ie. z/t € C, dou pc(z) <t < 1. Réciproquement, si
po(z) < 1, il existe t < 1 avec x € tC. Alors © = t(xz/t) + (1 —t) -0 € C par
convexité. ]

Théoréme 4.12 (Séparation d'un point et d'un convexe). Soit E un
espace vectoriel normé réel, C° C E un convexe ouvert non vide, et
zo € E\ C. Alors il existe f € E'\ {0} et a € R tels que

flz) <a < f(xg) pourtout x € C.

Démonstration. Quitte a translater, on peut supposer 0 € C' (remplacer C
par C'—a pour un a € C' et zq par o —a). Soit p = p¢ la jauge de C'. Comme
zo ¢ C, on a p(zg) > 1 (par la proposition [.11(ii)).

Sur F' = Rz, définissons g(tzg) = tp(ze) pour t € R. Pour ¢t > 0,
g(tzo) = tp(x9) = p(tzo), donc g < p sur F' (pour ¢ < 0, g(tzo) = tp(wo) <
0 < p(tzo)).

Par Hahn-Banach (théoreme [1.3), il existe f : E — R linéaire avec f|p =
get f <psur F.

Comme p est continue et f < p, pour tout =z € C, f(z) < p(z) < 1.
D’autre part, f(x¢) = g(zo) = p(zo) > 1. On prend o = 1.

La continuité de f découle de f(z) < p(z) < ||z|| /r et f(—z) < p(—x) <
||| /r" (pour des constantes r, 7' > 0), d’ou |f(x)| < C"||z||. O
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Théoréme 4.13 (Séparation stricte de deux convexes). Soient E un
espace vectoriel normé réel, A C E un convere compact non vide et
B C E un convexe fermé non vide, avec AN B = (). Alors il existe
feE\{0} et aeR tels que

fla) <a < f(b) pourtousac A, be B.

Démonstration. Etape 1. Posons C = B— A ={b—a :b € B,a € A}.
L’ensemble C' est convexe. Montrons qu’il est fermé. Soit (¢,) = (b, — a,)
une suite dans C' avec ¢, — c¢. Comme A est compact, on extrait (ay,)
convergente : a,, — a € A. Alors b,, = ¢,, + a,, — ¢+ a. Comme B est
fermé, c+a € B,doncc= (c+a)—a€e B—A=C.

Comme ANB =0, on a0 ¢ C. Comme A est compact et B fermé,
d(A,B) = inf{]jla—b|| : a« € A, b € B} > 0, ce qui implique que 0 est a
distance positive de C.

Etape 2. L’ensemble U = C + B(0,6) (ot § = d(A, B)/2) est un convexe
ouvert ne contenant pas 0. Par le théoréme il existe f € E'\ {0} avec
f(x) <1< f(0) =0 pour tout x € U... On ajuste 'argument : appliquons
directement le théoréme de séparation a U et {0}, on obtient f € E’ non
nulle et 3 tel que f(x) < 5 < 0 pour tout =z € U.

En particulier, pour b € Bet a € A: f(b—a) < f(b—a+ u) pour de
petits u, et la borne donne sup, f(a) + ¢’ < infp f(b) pour un certain ¢’ > 0
(en exploitant la compacité de A et 'ouverture de U).

Plus précisément : comme f < 0sur U D C'+ B(0,d), pour tout b—a € C
et [Jul| <d: f(b—a+u) <0, donc f(b) — f(a) < —f(u) pour tout ||ul| <4,
d’ou f(b)—f(a) < —supy, s f(u). Comme f # 0, supy, 5 f(u) = [ f]| >0,
donc f(b) — f(a) < =4 f]| <O0... Cela donne f(b) < f(a).

Reconsidérons en prenant f séparant 0 de U dans le sens f(u) < 0 < f(0)
pour u € U. Alors pour tout b € B, a € A: f(b—a) <0, ie. f(b) < f(a)
pour tous b, a. Donc supg f < inf, f.

En raffinant avec le terme B(0,0) : pour ||v]| < 0, f(b—a+v) <0, dou
f(b) — f(a) < —f(v) pour tout tel v. En prenant v tel que f(v) est proche
de o |[fIl = f(b) = fla) < =0|f]| + & Donc supp f < infa f —5|[f][/2, et
on choisit « entre ces deux valeurs. On remplace f par —f pour obtenir la
conclusion dans la forme souhaitée f(a) < a < f(b). O

Remarque 4.14. Les théorémes de séparation s’étendent au cas com-
plexe. Pour un espace vectoriel normé complexe E, un convexe ouvert
C et zg ¢ C, il existe f € E' (au sens complexe) et a € R avec
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Re f(x) < a < Re f(xq) pour tout z € C.

4.4 Dual des espaces ¢’ et bidual

Théoréme 4.15 (Dual de (7). Pour 1 § < 00, le dual () est
1sométriquement isomorphe a ¢4 ou =1 (avec q =00 sip=1).
L’isomorphisme est donné par

Q1 — (), Py)(z) = Zasnyn pour y = (y,) € 01, v = (x,) € .

n=1

Démonstration. ® est bien défini et isométrique. Par I'inégalité de Holder,
[(y)(@)] < |z, lyll,, donc ®(y) € (£7)" avec [|D(y)[| < [lyll,-

Pour I'égalité, si 1 < p < oo, on prend z, = \yn|q_2 Un (avec z, = 0 si
yn = 0). Alors |z,]" = [y = [ya|, done [z, = ylZ” et B(y)(z) =
Y lyal” = lylld. Ainsi [|0()I| > [lyl2/ IyllZ” = |lyll,- Le cas p = 1 est
analogue en prenant x = e,, ol |y,,| est proche de ||y

O est surjectif. Soit f € (¢P). Posons y, = f(e,) ou (e,) est la base

canonique. Pour tout N, considérons W) = anl Tpen, avec les x,, comme

ci-dessus. Alors f(z™) =N 2y, et | fa™)] < ||/ ||a:(N)Hp.

1/p
Pour 1 < p < oo, en prenant , = |yl 2 s T2 " < 171 (2, wl?)

1/q
don (X0 Iyal”) " < 1 pour tout N. Done y € ¢4 avec |y, < ||f]I
Par densité des suites a support fini dans 7, f = ®(y). ]

Remarque 4.16. Le dual de ¢ est strictement plus grand que ¢! : il
s’identifie a I'espace ba(N) des mesures bornées finiment additives sur
N, qui contient des éléments non représentables par des suites som-
mables (comme les limites de Banach).




74 CHAPITRE 4. THEOREME DE HAHN-BANACH

4.4.1 Bidual et injection canonique

Définition 4.17 (Bidual, injection canonique). Soit F un espace vec-
toriel normé. Le bidual de E est 'espace E” := (E’). L’'injection
canonique est ’application

J:E—=E" Jx)(f)=f(x) pourxeE, feFE.

Théoréme 4.18 (L’injection canonique est isométrique). L’applica-
tion J : E — E" est une isométrie linéaire : ||J(2)| g» = ||z| 5 pour
tout v € F.

Démonstration. Pour tout x € F,

1T (@)l g = sup | J(z)(f)] = sup [f(x)].
/1l zr <1 <1
Dune part, [f(z)] < || f]} ]| < [=[, donc [|J(z)]| < =]
D’autre part, par le corollaire [1.7] il existe fo € E' avec | fol| = 1 et
fo(z) = |lz[|. Done [[J(2)[| = | fo(z)[ = [|l=[]- O

Corollaire 4.19. L’injection canonique J est injective. En particulier,
E s’identifie isométriquement a un sous-espace de E”.

4.5 Espaces réflexifs et théoréme de Banach-
Alaoglu

Définition 4.20 (Espace réflexif). Un espace de Banach E est dit
réflexif si l'injection canonique J : E — E” est surjective (et donc un
isomorphisme isométrique).

Exemple 4.21. (i) Les espaces de Hilbert sont réflexifs (par le théo-
réme de Riesz).

(i) ¢P est réflexif pour 1 < p < oo, car ((P)" = (£9)" = (7.
(iii) ¢' n’est pas réflexif : (€1) = £°° et ()" D (L.
(iv) LP(p) est réflexif pour 1 < p < oo.
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(v) co, 01, £, L, L=, C([0,1]) ne sont pas réflexifs.

(vi) Tout espace de Banach de dimension finie est réflexif.

Proposition 4.22 (Propriétés des espaces réflexifs). (i) Un espace
de Banach réflexif est séparable si et seulement si son dual l’est.

(1) Un sous-espace fermé d’un espace réflexif est réflexif.

(111) Un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual [’est.

Définition 4.23 (Topologie faible-*). Soit E un espace vectoriel
normé. La topologie faible-* sur E’, notée o(E’, E), est la topologie
la moins fine rendant continues toutes les applications f — f(z) pour
x € E. Une suite (f,) dans E’ converge faible-* vers f (noté f, — f)
si et seulement si f,(z) — f(x) pour tout x € E.

Remarque 4.24. La topologie faible-x est moins fine que la topologie
faible o(E’, E"), qui est elle-méme moins fine que la topologie forte
(normique) de E’. En dimension infinie, ces topologies sont toutes dis-
tinctes.

Théoréme 4.25 (Banach-Alaoglu). Soit E un espace vectoriel normé.
La boule unité fermée By = {f € E' . || f|| < 1} est compacte pour la
topologie faible-x.

Idée de la preuve. Pour chaque z € E, soit D, = {a € K : |o| < ||z]}.
Chaque D, est compact. L’application

®: By — [[ Do > (F(0))ues

zelE

est bien définie (car |f(x)| < ||f|| |z|l < ||z]|), injective et continue pour la
topologie faible-* sur B et la topologie produit sur [] D,.

Par le théoréme de Tychonov, [], ., D, est compact. Il suffit de montrer
que ®(Bp) est fermé dans le produit. Si un réseau ®(f,) converge vers
(&2)zer dans le produit, alors f,(z) — &, pour tout x. On vérifie que g : © —
¢, est linéaire (par passage a la limite) et bornée (|¢,| < ||z||), donc g € B
et ®(g) = (&,). Ainsi ®(Bp) est fermé, donc compact, et Bgs est compacte
pour la topologie faible-x. ]
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Remarque 4.26. Si E est réflexif, la topologie faible-x sur £/ = E”
coincide avec la topologie faible o(FE’, E") via l'identification J. Le
théoréme de Banach-Alaoglu montre alors que la boule unité de E est
faiblement compacte. Réciproquement, un résultat profond (théoréme
d’Eberlein—émulian) affirme que la boule unité d’un espace de Banach
est faiblement compacte si et seulement si ’espace est réflexif.

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Prolongement concret). Soit F' = {(z,) € (%
lim,, o @, existe} et f: F' — R définie par f((z,)) = lim,_ 00 Zp.

(a) Montrer que f € F' et calculer || f]|.

b) Par Hahn-Banach, f se prolonge en f € (£°) avec ||f|| = 1. Un
( g

tel prolongement est-il unique ?

si x, > 0 pour

(c) Montrer qu'un prolongement positif (i.e. f(z) > 0
= f(x) o S est le

tout n) est invariant par translation : f(Sx)
shift.

Exercice 4.2 (Annihilateur). Soit £ un espace vectoriel normé et
M C E un sous-espace. On définit annihilateur M+ = {f € F’ :
f(z) =0 pour tout x € M}.

(a) Montrer que M~ est un sous-espace fermé de E’.

(b) Montrer que (M)* = M*.
(¢) Montrer que E'/M™* est isométriquement isomorphe a M .
)

(d) Si M est fermé, montrer que M’ = E'/M* (isométriquement).

Exercice 4.3 (Hahn-Banach et sous-espaces de codimension finie).
Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.

(a) Montrer que tout sous-espace fermé de codimension finie est I'in-
tersection de noyaux de formes linéaires continues.

(b) Montrer que tout sous-espace de codimension 1 est soit fermé
soit dense.
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Exercice 4.4 (Séparation et enveloppe convexe fermée). Soit £ un
espace vectoriel normé et A C E.

(a) Montrer que conv(A) = [{C : C convexe fermé, A C C}.

(b) En déduire que = € conv(A) si et seulement si f(z) < sup,c4 f(a)
pour toute f € F'.

Exercice 4.5 (Non-réflexivité de c¢p). (a) Montrer que (cp) = ¢
(b) En déduire (cp)” = £°°.

(c) Montrer que l'injection canonique J : ¢y — £ est 'inclusion
naturelle, et conclure que ¢y n’est pas réflexif.

Exercice 4.6 (Jauge et convexes). Soit C' un convexe ouvert d'un
espace vectoriel normé réel E avec 0 € C.

(a) Montrer que pc est la plus grande fonctionnelle sous-linéaire ¢
vérifiant ¢ < 1 sur C.

(b) Si C est de plus borné et symétrique, montrer que pc est une
norme et que C' = {z : pc(z) < 1}.

(c) Calculer pc lorsque C' = {(z,y) € R*: |z| + |y| < 1}.

Exercice 4.7 (Topologie faible-* et métrisabilité). Soit E un espace
de Banach séparable de dual E’.

(a) Soit (x,)n>1 une suite dense dans la boule unité de E. Montrer
que

A(f,9) = 3" o 1) = gln)]

définit une distance sur By dont la topologie coincide avec la
topologie faible-x restreinte a Bp:.

(b) En déduire que By est faible-x séquentiellement compacte.

(c) Ceci est-il vrai sans ’hypothése de séparabilité de E 7

Exercice 4.8 (Dual de LP). Soit (X, .A, ;1) un espace mesuré o-fini et
1 <p<oo.
(a) Montrer que l'application ® : L9 — (LP)’ définie par ®(g)(f) =
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[ fgdu est une isométrie.

(b) Montrer la surjectivité de ® dans le cas p = 2 en utilisant le
théoréme de Riesz.

(c) Admettre le cas général (théoréme de Radon-Nikodym) et en
déduire la réflexivité de LP pour 1 < p < oo.

Exercice 4.9 (Applications du théoréme de séparation). (a) Soit
E un e.v.n. réel et C C E un convexe fermé non vide. Montrer
que C =({H" : H" demi-espace fermé contenant C'}.
(b) Soit C' C E convexe fermé et o ¢ C. Montrer qu’il existe f € E’
telle que f(zo) > sup,eo f(2).
(¢) (Théoréme de Mazur) Montrer que la fermeture faible d’un
convexe coincide avec sa fermeture forte.

Exercice 4.10 (Bidual et réflexivité). (a) Soit E un espace de Ba-
nach réflexif et F' un sous-espace fermé. Montrer que F' est ré-

flexif. Indication : utiliser l’ezercice [4.9(d).

(b) Montrer qu'un espace de Banach F est réflexif si et seulement si
E’ est réflexif.

(c) Montrer que si E est réflexif, alors toute forme linéaire continue
sur E atteint sa norme, c¢’est-a-dire : pour tout f € E’, il existe
xg € E avec ||zo]| = 1 et f(xg) = ||f]|. (Théoréme de James,
direction facile.)
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5.1 Le théoréme de Baire

Le théoréme de Baire est un résultat fondamental de topologie générale
qui fournit des informations sur la « taille » des intersections dénombrables
d’ouverts denses. Il admet deux formulations équivalentes.

Définition 5.1 (Ensemble maigre et ensemble résiduel). Soit (X, d)
un espace métrique.

(i) Un sous-ensemble A C X est dit nulle part dense (ou rare) si A
est d’intérieur vide : A = @.
(ii) Un sous-ensemble A C X est dit maigre (ou de premiére catégo-

rie) s’il est réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses.

(iii) Un sous-ensemble A C X est dit résiduel (ou de deuziéme caté-
gorie en lui-méme) si son complémentaire X \ A est maigre.

Exemple 5.2. L’ensemble Q est maigre dans R : en effet, Q =
U,eola}, et chaque singleton {g} est fermé d’intérieur vide, donc nulle
part dense.

Exemple 5.3. L’ensemble de Cantor C C [0, 1] est fermé d’intérieur
vide (car il ne contient aucun intervalle ouvert), donc nulle part dense,
et a fortiori maigre. Pourtant, C est non dénombrable.

Théoréme 5.4 (Théoréme de Baire). Soit (X,d) un espace métrique
complet. Alors :

(i) Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense dans
X.

(1) X n’est pas maigre en lui-méme : X ne peut pas s’écrire comme
réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses.

Démonstration. Montrons d’abord (i). Soient (U,),>1 des ouverts denses de
X. Nous devons montrer que G = (-, U, est dense dans X, c’est-a-dire que
pour tout ouvert non vide VC X,ona GNV # @.

Soit V' C X un ouvert non vide. Comme U; est dense et ouvert, V N U;
est un ouvert non vide. Il existe donc une boule ouverte B(xy,7) C V NU;
avec 0 < ry < 1.
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Par récurrence, supposons construite une boule B(x,,r,) avec 0 < r, <
1/n et B(xy, ) C Uy N B(xy_1,mn-1) (avec la convention B(xg,rg) = V).
Comme U, est dense et ouvert, B(x,,r,) N U,y est un ouvert non vide.
On peut donc choisir z,11 € X et 0 < 7,41 < #1 tels que

B(zpi1,7n41) C B(zp, 1) N Uy

La suite (z,),>1 est de Cauchy : pour m > n, on a x,, € B(x,,r,), donc
d(xp, ) < 1, < 1/n — 0. Comme X est complet, (z,) converge vers un
point z* € X.

Pour tout n > 1, et pour tout m > n, on a z,, € B(z,,,). Par passage
a la limite, 2* € B(x,,r,) C U,. De plus, 2* € B(x1,71) C V. Donc z* €
VNN, U, =VNnaG.

Montrons 1'équivalence avec (ii). Si X = |J -, F,, avec chaque F,, nulle
part dense, alors X \ F}, est un ouvert dense pour tout n, et

ﬁ(X\E)ZX\GEcX\GFnzz,

ce qui contredit (i) puisqu’une intersection dénombrable d’ouverts denses
devrait étre dense, donc non vide (car X # @). O

Remarque 5.5. Le théoréme de Baire reste valable pour les espaces
localement compacts de Hausdorff, méme sans métrisabilité. La preuve
est analogue, en utilisant la compacité locale pour extraire des boules
fermées emboitées.

Corollaire 5.6. Dans un espace métrique complet, tout ouvert non
vide est de deuxiéme catégorie en lui-méme.

Démonstration. Un ouvert d’'un espace métrique complet est un espace de
Baire (car il est homéomorphe & un espace métrique complet par le théoréme
d’Alexandrov). O

Exercice 5.1 (). Soit (X, d) un espace métrique complet et A C X
un sous-ensemble G5 dense (i.e. intersection dénombrable d’ouverts
denses). Montrer que A est de deuxiéme catégorie en lui-méme.
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Exercice 5.2 (x). Montrer que I’ensemble des irrationnels R \ Q est
résiduel dans R. En déduire que R\ Q est non dénombrable.

Exercice 5.3 (**). En utilisant le théoréme de Baire, montrer que
I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] qui sont dérivables en au
moins un point est maigre dans C([0,1]). En déduire l'existence de
fonctions continues nulle part dérivables.

5.2 Le théoréme de Banach-Steinhaus

Nous arrivons maintenant au résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 5.7 (Banach-Steinhaus / Principe de borne uniforme).
Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et (T;)cr
une famille d’opérateurs linéaires continus T; : X — Y. Si cette famille
est bornée ponctuellement, c’est-a-dire si

Ve e X, supl|Tiz|y < +oo,
i€l

alors elle est bornée uniformément :

oy ITill £ (x,yy < 400

Démonstration. Pour chaque n € N, posons

E,={z e X :sup|Tiz|y, <n} = m{x € X : [|Tizlly <n}.
icl

el

Chaque F), est une intersection de fermés (car x — ||T;z|| est continue pour
chaque 7), donc F}, est fermé.

Par hypothése de bornitude ponctuelle, pour tout x € X, il existe n € N
tel que sup,¢; | Tiz|| < n, c’est-a-dire x € F,. Donc X = J —, F,,.

Comme X est un espace de Banach (donc complet), le théoréme de Baire
(Théoréme implique qu’il existe ny € N tel que F,,, est d’intérieur non
vide : il existe zg € X et 7 > 0 tels que B(xzg, 1) C F,.

Soit x € X avec ||z]| < 1. Alors zg + rx € B(xo,r) C F,, et xyg € F,,
donc pour tout ¢ € [ :

IT5(rz)lly = [Ti(xo + rz) = Tizo)lly < ITi(zo + ra)lly+Ti(xo)lly < notne = 2no.
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Par conséquent, pour tout z € X avec ||z|| <1 et tout i € I :

2710
[ T3]y < o
On en déduit supe; [|Tillz(xy) < 0 < +o0. O

Remarque 5.8. L’hypothése de complétude de X est essentielle.
Considérons X = ¢ (suites a support fini) muni de la norme |||, et
les fonctionnelles linéaires f,, : X — K définies par f,(x) = nx,. Pour
tout x € cqo fixé, x, = 0 pour n assez grand, donc sup,, | f.(z)| < +o0.
Pourtant || f,|| = n — +o0.

Remarque 5.9. L’espace Y n’a pas besoin d’étre complet. Seule la com-
plétude du domaine X est requise.

Corollaire 5.10. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel
normé, et (T,,)n>1 C L(X,Y) une suite d’opérateurs. Si pour tout x €
X, la suite (T,,x)p,>1 converge dans Y, alors :
(1) sup,zy | Toll < 400 ;
(11) L’application T : X — Y définie par Tx = lim, o Thx est li-
néaire continue ;
(117) ||T|| < liminf, o || 75l

Démonstration. (i) est une conséquence immédiate du théoréme de Banach-
Steinhaus, car une suite convergente est bornée.

(ii) La linéarité de T" est claire par passage a la limite. Pour la continuité,
soit M = sup,, ||T,]|. Pour tout x € X, ||[T,z|| < M ||z| pour tout n, donc
par passage a la limite :

[Ta] = Xim [T < M |Jo].

Ainsi T € L(X,Y) et | T < M.
(iii) Pour tout z € X avec ||z|| < 1, ||[Tz| = lim, [|T,z|| < liminf, ||T,|],
d’ou le résultat. O
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5.3 Applications aux suites de fonctionnelles

Proposition 5.11 (Convergence faible-x dans le dual). Soient X un
espace de Banach et (f,)n>1 C X une suite de fonctionnelles linéaires
continues. Si (f,) converge dans la topologie faible-x, c’est-a-dire si
pour tout x € X, lim,, o fn(x) existe dans K, alors :

(1) sup,, [[fallx- < +o0;
(ii) La limite f(x) = lim, f,(x) définit un élément f € X*;
(i) |[fll - < Tinind, || £,]

X*-

J

Démonstration. C’est un cas particulier du Corollaire [5.10] avec Y =K. O

- )

Exemple 5.12 (Suite faible-* convergente dans ¢*°). Considérons X =
0t et X* = (. Soit e, = (0,...,0,1,0,...) le n-iéme vecteur canonique
de (°°. Pour tout z = (z3) € ¢*, on a e,(z) =z, — 0 car > |zx| < oo.
Donc e, — 0. Pourtant ||e,||,.. = 1 pour tout n : la convergence faible-x
n’entraine pas la convergence en norme.

Proposition 5.13 (Principe de fonctionnelles bornées ponctuelle-
ment). Soit X un espace de Banach et A C X* un sous-ensemble
du dual. Si A est ponctuellement borné, c’est-a-dire si sup e q |f(7)| <
+00 pour tout ¥ € X, alors A est borné en norme : supsea || fll x- <
+00.

Démonstration. Application directe du Théoréme avec Y = K et la fa-
mille (Tf)feA ol Tf = f L]

5.4 Convergence forte versus convergence uni-
forme d’opérateurs

Définition 5.14 (Modes de convergence d’opérateurs). Soient X et YV
des espaces vectoriels normés et (7),),>1 C L(X,Y).

(i) On dit que (7},) converge en norme (ou uniformément) vers T' €
L(X,Y)si|T,—T| —0.

(ii) On dit que (7,,) converge fortement (ou ponctuellement) vers T'
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si || Thx — Tz|| — 0 pour tout z € X.

Proposition 5.15. La convergence en norme entraine la convergence
forte, mais la réciproque est fausse en général.

Démonstration. Si ||T,, —T|| — 0, alors pour tout z € X : ||T,z — Tz| <
T, — T ||z|]| — 0. La réciproque est fausse : considérer par exemple les
projections P, : (> — (* définies par P,(xy,72,...) = (z1,...,7,,0,0,...).
On a P,z — x pour tout = € ¢*, mais ||P, —Id|| = 1 pour tout n. O

Théoréme 5.16 (Principe de Banach-Steinhaus pour les suites d’opé-
rateurs). Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé
et (To)n>1 C L(X,Y). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (T,,) converge fortement;

(11) (T,) est bornée en norme et converge sur un sous-ensemble dense
de X.

\. J

Démonstration. (i) = (ii) : Si (7,,) converge fortement, le Corollaire
donne sup,, |7,] < +o0, et (T,z) converge a fortiori sur tout sous-ensemble
dense.

(ii) = (i) : Soit D C X un sous-ensemble dense sur lequel (7},) converge,
et soit M = sup,, ||T5,| < +o0. Soit x € X et € > 0. Il existe y € D tel que
|z —y|| < e. Comme (T,y) converge, il existe N tel que pour m,n > N,
Ty — Tyl < e. Alors pour m,n > N :

[Thx = Tonll < I To(z = )l + 1Ty = Tyl + [Ty — )|
<Mz —yll+e+ Mz —y|
< (2M + 1)e.

Donc (T,,x) est de Cauchy dans Y. Si Y est complet, (7,z) converge. Si
Y n’est pas complet, on utilise le fait que la suite est de Cauchy et que la
complétude de Y n’est pas nécessaire si on sait a priori que la limite existe
(par exemple sur D, et on prolonge par continuité uniforme).

En fait, une formulation plus précise : on suppose que (T},y) converge pour
tout y € D, et si Y est un espace de Banach, alors (7},z) converge pour tout
x € X. SiY n’est pas complet, la conclusion est que (7,z) est de Cauchy
pour tout x € X. O
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5.5 Application aux séries de Fourier : théo-
réme de du Bois-Reymond

L’une des applications les plus frappantes du théoréme de Banach-Steinhaus
est la démonstration de l'existence de fonctions continues dont la série de
Fourier diverge en un point.

5.5.1 Noyau de Dirichlet et sommes partielles de Fou-
rier

Définition 5.17 (Coefficients et sommes partielles de Fourier). Soit
f € LY(T), ou T = R/2xZ désigne le tore. Les coefficients de Fourier
de f sont

f(n) = % / ft)e ™ dt, neZ.

La N-ieme somme partielle de Fourier est

Snf@)= Y f(n)em™.

Définition 5.18 (Noyau de Dirichlet). Le noyau de Dirichlet d’ordre
N est la fonction

Dy(t) = E_:N et = —Sinii(iv(;g)t), t#0.

On a alors la formule de convolution :

Suf@) = 5= | fo =0 Dy(®)dt = (1 x Dy)(o)

Lemme 5.19 (Norme L' du noyau de Dirichlet). On a
1 [7 4
— |Dy(t)| dt = =In N +O(1) quand N — .
2w ). 2

En particulier, ||Dy|| 1 q) — +o0.
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Démonstration. On utilise [sin(¢/2)| > |t| /7 pour ¢t € [—m, 7] et on ma-
jore/minore par des sommes harmoniques :

%/W D ()] dt = %/Oﬂ |Sinii(i\<ft72§)t)| dt
. l/w |sin((N + 3)1)] iy

t/2
o [INHL/2)m |
:_/ |sin u) du
T Jo u
N km

v

G L
N km
2 1
— 5 —/ |sinu| du
™ km J -1y

N N
2 2 4 1
Z;Zkﬁw—zrﬁm““ )

k=1

A%

La majoration supérieure est analogue. O

Théoréme 5.20 (du Bois-Reymond, 1876). Il existe une fonction f €
C(T) dont la série de Fourier diverge en un point. Plus précisément,
Uensemble des fonctions f € C(T) telles que (Sn f(0))n>o est borné est
maigre dans C(T).

Démonstration. Considérons les fonctionnelles linéaires Ay : C(T) — K dé-
finies par

Aw(f) = Swf©) = 5 [ 70 Dt

Chaque Ay est linéaire continue sur C(T) muni de la norme |||,

1 m
IAnl = 5= [ IDw@)] at.

En effet, I'inégalité < est immédiate. Pour 1'égalité, on approche sgn(Dy)
par des fonctions continues.

Par le Lemme [5.19] ||An|| — ~+oo.

Or C(T) est un espace de Banach. Si pour toute f € C(T), la suite
(Sn f(0))n était bornée, le théoréme de Banach-Steinhaus donnerait supy ||[An|| <
400, ce qui est une contradiction.
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Donc il existe f € C(T) telle que supy |Sn f(0)| = +o0.

Pour l'affirmation plus forte, notons A = {f € C(T) : supy [Snf(0)] <
+oo}. Alors A = [Jpo, Ax avec Ay = {f : [Syf(0)] < k pour tout N}.
Chaque Ay est fermé (par continuité des Ay) et d’intérieur vide (car sinon,
en raisonnant comme dans la preuve du théoréme de Banach-Steinhaus, on
obtiendrait supy ||Ax|| < o). Donc A est maigre. O

Remarque 5.21. Le théoréme de Carleson (1966) montre que pour f €
L?(T), la série de Fourier converge presque partout. Le théoréme de du
Bois-Reymond montre que la convergence ponctuelle en tout point ne
peut pas étre garantie, méme pour les fonctions continues.

5.6 Théoréme de condensation de Banach-Steinhaus

Le théoréme de condensation est un renforcement du principe de borne
uniforme qui décrit la structure de I’ensemble des points ou la bornitude
ponctuelle échoue.

Théoréme 5.22 (Condensation de Banach-Steinhaus). Soient X un
espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et (T,,),>1 C L(X,Y)
une suite d’opérateurs telle que sup,, ||T,,|| = +oo. Alors l’ensemble

R ={z € X :sup | Thzly = +oo}
n>1

est un Gs dense dans X. En particulier, R est résiduel.

Démonstration. Pour chaque k € N, posons
Ue={z€X :In>1, ||Tally >k} = | J{x € X :||Tally > k}.
n=1
Chaque ensemble {x : ||T,z|| > k} est ouvert (par continuité de T,,), donc Uy,

est ouvert. De plus,
R= (U
k=1

donc R est un Gs.
Il reste & montrer que chaque Uy est dense. Supposons par ’absurde que
Uy, n’est pas dense pour un certain k. Alors il existe une boule ouverte B(zg, )
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telle que B(xg,r) NU, = &, ce qui signifie que pour tout z € B(xg,r) et tout
n, |Thx| < k.

Par le méme argument que dans la preuve du Théoréme [5.7] pour tout
avec ||z]| <1:

2k
|Tz|| < — pour tout n.
r
Donc sup,, || T,]| < 2k/r < +o00, ce qui contredit 'hypothése sup,, ||T,,|| =

+00. Donc U}, est dense.
Par le théoréme de Baire, R = [, Uy, est un G; dense. O

Corollaire 5.23. L’ensemble des fonctions f € C(T) telles que
(Snf(0))n est non bornée est un Gs dense dans C(T). En d’autres
termes, la divergence de la série de Fourier en 0 est générique.

Démonstration. Les fonctionnelles Ay de la preuve du Théoréme [5.20] satis-
font supy ||Ax| = +oo. Le résultat découle directement du Théoréme [5.22]
O

5.7 Principe de borne uniforme pour les familles
d’opérateurs

Théoréme 5.24 (Principe de borne uniforme, version bilinéaire).
Sotent X et'Y des espaces de Banach et B : X XY — K une forme
bilinéaire séparément continue (i.e. B(-,y) est continue pour tout y
fixé, et B(x,-) est continue pour tout x fixé). Alors B est continue
(conjointement) :

3C >0, V(z,y) € X xY, [B(zy)|<Cllzlyllylly-

Démonstration. Pour chaque x € X, application y — B(z,y) est une fonc-
tionnelle linéaire continue sur Y. Notons-la T, € Y*. La famille (7}),ep, (ou
By est la boule unité fermée de X) est ponctuellement bornée : pour tout
yey,

sup [T (y)| = sup |B(z,y)| < | B, y)| x- |2l < 400,

=<1 l[=I<1

X*

car B(-,y) est continue donc bornée sur By.
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Par le théoréme de Banach-Steinhaus appliqué a la famille (7},)|)<1 dans
L(Y,K) avec Y espace de Banach :

C = sup ||T;|

[lz]|<1

ye < F00.

Pour tout (z,y) avee [« < 1et [yl < 1:|B(x,y)| = L) < T < C.
Le cas général suit par homogénéité. O]

Exemple 5.25 (Application a l'espace ¢?). Soit A = (a;;);;>1 une
matrice infinie telle que pour tout & € ¢? et tout y € (2, la série
i @ijiy; converge. Alors il existe C' > 0 tel que

o
E QAijTilYj

ij=1

<Clzllelyle -

Proposition 5.26 (Principe de borne uniforme pour les opérateurs
bornés). Soient X, Y, Z des espaces de Banach et (T;);e; C L(X,Y),
(Sj)jes C LY, Z) des familles d’opérateurs. Si

V(Zm]) €1 x ‘]7 ”SjEHﬁ(X,Z) <M
pour une constante M > 0, alors

sup ||S;|| < +o0  ou  sup||T;i|| < +o0.
jeJ i€l

Démonstration. Supposons sup; ||T;|| = +oo. Pour tout y dans 'image d’un
T;, on a un contréle. Plus précisément, pour tout x € X et tout 5 € J :
|S;Tix|| < M ||z||. En prenant le sup sur [|z| < 1: ||S;|| - |Ti]| < M/ ||z]|...
En fait, on raisonne directement : pour tout z € X fixé, sup; ||.9;(Tiz)| <
M ||z|| pour tout i. Pour tout y € U, Ti(Bx), on a sup; [|S;y| < +oo. Si
span(|J;im 73) = Y, alors Banach-Steinhaus donne sup; [|S;|| < +oo. O
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5.8 Le phénoméne de Gibbs et le noyau de Di-
richlet

Définition 5.27 (Noyau de Fejér). Le noyau de Fejér d’ordre N est
défini par
Kn(t)= ——) D,(t) = : 2

w(t) N+1; =53 sin®(t/2)

Proposition 5.28 (Propriétés du noyau de Fejér). Le noyau de Fejér
satisfait :

(1) Kn(t) > 0 pour tout t;
(i) & [ Kn(t)dt=1;
(i) Pour tout § > 0, sups<jy<. Kn(t) = 0 quand N — oo.

Autrement dit, (Ky) est une approximation de I'identité.

Démonstration. (i) est immédiat par la formule explicite (carré au numéra-
teur et au dénominateur).

(ii) Par linéarité et £ [ D, =1: & [Ky =35>0 1=1.

(iii) Pour [t| > 4§, sin®*(t/2) > sin?(§/2) > 0, donc Ky (t) < m

Ol

Théoréme 5.29 (Fejér). Si f € C(T), alors les moyennes de Cesaro
des sommes partielles de Fourier,

1 N

onf(x) = No1
n=0

Snf('r> = (f & KN)(:E)v

convergent uniformément vers f.

Démonstration. Soit € > 0. Comme f est uniformément continue sur T (com-
pact), il existe & > 0 tel que [t| < 0 = |f(z —t) — f(x)| < e pour tout z.
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Alors
owf @) = £ = |5 [ (70— 0) = FlaN (e a1
<o [ M-t f@ KOt - [ e -
[t[<d [t]>6
<e 1+2|f| -

(N +1)sin?(6/2)

Pour N assez grand, le second terme est < e, d’ou1 la convergence uniforme.

]

Le phénomeéne de Gibbs décrit le comportement des sommes partielles de

Fourier prés d’une discontinuité de saut.

Théoréme 5.30 (Phénomeéne de Gibbs). Considérons la fonction f :
[—m, 7] — R définie par f(t) = sgn(t) pour t # 0 (et étendue par
2m-périodicité). Alors :

(i) Snf(0) =0 pour tout N ;

t
(1) hm SNf / Slidt ~ 1,1790, ce qui représente un

depassement d environ 9% par rapport a la valeur 1 de f en 0F.

Démonstration. (i) Par imparité de f et de sin(nt), on a f(n) = —f(—n)

pour n > 0, et £(0) = 0. Done Sy f(0) = Sy, f(n) =
(ii) On calcule explicitement :

N-1

2 sin((2k + 1)x)
Snf(@ _%; %k +1

En posant x = m/N et en passant a la limite (somme de Riemann) :
I Sf( )—1' L Wf(” t)D (1) dt
Ngoo 7N T Noeo N N

/ smt

par un changement de variables et un passage a la limite dominé. L’intégrale

Jo 22t dt &~ 1,8519 donne le résultat 2 - 1,8519 ~ 1,1790.

5.9 Exercices

]

f(@)| K (t) dt
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Exercice 5.4 (x). Soit (X, d) un espace métrique complet et (F,,),>1
une suite de fermés telle que X = (J-, F,,. Montrer qu’au moins un
F,, est d’intérieur non vide.

Exercice 5.5 (x). Soit f : X — R une fonction sur un espace métrique
complet, qui est a la fois semi-continue inférieurement et semi-continue
supérieurement. Montrer que f est continue (cet exercice est trivial,
c’est un rappel). Montrer ensuite que si f est limite simple d’une suite
de fonctions continues, alors ’ensemble des points de continuité de f
est un Gy dense.

Exercice 5.6 (%). Soit X un espace de Banach et A C X. Montrer
que A est borné si et seulement si pour tout f € X*, sup,c4 |f(z)| <
+o0. (Indication : utiliser le plongement canonique J : X — X** et le
principe de borne uniforme.)

Exercice 5.7 (xx). En utilisant le théoréme de condensation (Théo-
réme [0.22)), montrer qu’il existe f € C(T) dont la série de Fourier
diverge en tout point rationnel (i.e. en tout point de la forme 27p/q,

p/q € Q).

Exercice 5.8 (). Soit 1 < p < oo et (a{™),,>; une suite dans ¢7 telle

que pour tout x € ¢ (ou1 1/p+1/q = 1), la série >, a,(gn)xk converge

et sup, |> . a,i")xk’ < 0o. Montrer que sup,, Ha(”)HZp < 0.

Exercice 5.9 (%%). Soit A = (a;;);j>1 une matrice infinie telle que
pour tout x = (x;) € (%, la suite (y;) définie par y; = Y 7, a;;z; est
dans ¢2. Montrer que l'opérateur T : (> — ¢? ainsi défini est borné.
(Utiliser le théoréeme du graphe fermé, ou Banach-Steinhaus avec les

projections. )

Exercice 5.10 (xx). Soit X un espace de Banach et (x,) C X telle
que x, — z (convergence faible). Montrer que (z,) est bornée et que
|lz|| < liminf, ||x,|. (Utiliser J(z,) € X** et Banach-Steinhaus.)
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Exercice 5.11 (x x ). Construire un exemple d’un espace vectoriel
normé non complet X et d’'une suite (f,) C X* telle que sup,, | f»(z)| <
oo pour tout € X, mais sup,, || f»|| = +00. Pourquoi cela ne contredit-
il pas le théoréme de Banach-Steinhaus ?

Exercice 5.12 (x % *). Soit f € C([0, 1]). Les polynémes de Bernstein

de f sont )
Bof(z) = ];f(%) (Z) 2*(1 — )"k,

(a) Montrer que B, f — f uniformément.
(b) Montrer que les opérateurs B,, : C([0,1]) — C([0,1]) satisfont
[Bnll = 1.

(c) En déduire que la convergence forte B,, — Id n’implique pas la
convergence en norme.

Exercice 5.13 (x x ). Soit X un espace de Banach de dimension
infinie et (7,,) C £(X, X) une suite telle que 7,, — Id fortement (i.e.
T,x — x pour tout x). Montrer que si chaque 7, est de rang fini,
alors ||T;, — Id|| > 1 pour tout n assez grand (en utilisant le fait qu'un
opérateur de rang fini ne peut pas étre surjectif en dimension infinie,
ou une majoration de norme).
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6.1 Le théoréme de ’application ouverte

Définition 6.1 (Application ouverte). Une application f : X — Y
entre espaces topologiques est dite ouverte si I'image de tout ouvert de
X est un ouvert de Y.

Remarque 6.2. Attention : une application ouverte n’est pas nécessai-
rement continue, et une application continue n’est pas nécessairement
ouverte. Par exemple, z — 22 de R dans R est continue mais pas
ouverte (I'image de (—1,1) est [0, 1), qui n’est pas ouvert).

Le lemme suivant est 1’étape clé de la démonstration.

Lemme 6.3 (Lemme d’ouverture approchée). Soient X et Y des es-
paces de Banach et T € L(X,Y) un opérateur surjectif. Alors il existe
0 > 0 tel que

By(0,8) ¢ T(Bx(0, 1)),

ot Bx(0,1) et By(0,6) désignent les boules ouvertes.

Démonstration. Comme T est surjectif, Y = T'(X) = U, —, T(Bx(0,n)) (car
tout € X est dans Bx(0,n) pour n assez grand). Donc

Y = |JT(Bx(0,n)).

n=1

Par le théoréme de Baire (car Y est complet), il existe ng tel que T'(Bx (0, n0))
est d’intérieur non vide : il existe yo € Y et r > 0 tels que

By (yo,7) C T(Bx(0,n0)).

Comme yg € T(Bx(0,np)), par symétrie et convexité de T(Bx(0,ng)),
on obtient By (—yo,7) C T(Bx(0,n0)) (car T(Bx(0,n0)) est symétrique :
—T(Bx(0,n0)) = T(Bx(0,n0))).

Pour tout y € By (0,7), on peut écrire y = %(yo +y) + %(—yo + y) avec
Yo+y € By (yo,7) et —yo+y € By (—yo, ). Donc yo+y et —yo + y sont dans
T(Bx(0,ng)), et par convexité de I'adhérence d’un ensemble convexe :

y=2(yo+y) +i(—yo+y) € T(Bx(0,np)).

Donc By (0,7) C T'(Bx(0,np)).
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Par homogénéité (7" est linéaire), T'(Bx(0,n¢)) = noT(Bx(0,1)), donc

By (o, n%) C T(Bx(0,1)).

On pose 6 =1/ng > 0. O

Théoréme 6.4 (Théoréme de I'application ouverte / Banach-Schau-
der). Soient X etY des espaces de Banach et T € L(X,Y) surjectif.
Alors T est une application ouverte.

Plus précisément, il existe 0 > 0 tel que

By (0,0) C T(Bx(0,1)).

\ J

Démonstration. Par le Lemme il existe 6 > 0 tel que By(0,2) C
T(Bx(0,1)). Par homogénéité, pour tout n > 1 :

By (0,26 -27") € T(Bx(0,2-7)). (6.1)

Montrons que By (0,6) C T(Bx(0,1)).
Soit y € By(0,6), donc ||y|| < d. Comme ||y|| < § < 24, par (6.1 avec
n=0,y € T(Bx(0,1)), donc il existe zyp € Bx(0,1) tel que ||y — T'zo|| < /2.

Par récurrence : supposons construits xg, Ty, . .., T, 1 avec |lzg|| < 27% et
n—1
Hy—T<g xk> ‘ <9-27M
k=0

Posons y, =y — T'( Z;é zy,). Comme ||y,|| < d-27" < 2§-27", par (6.1), il
existe z,, € Bx(0,27") tel que ||y, — Tz, | <& - 27+,

La série Y -, x) converge absolument dans X car Y o k]| < Yoo 27% =
2. Comme X est complet, soit x =Y~ jxx € X. On a |lz| <Y, |lzk]| < 2,
mais en fait ||zo] < 1 et Y o, ||zx|l < 1, donc [jz] < 2.

Par continuité de 7" :

Ty = T(Zxk) = JI_{EOT(ZM) =y,
k=0 k=0
car |ly = T(>p_ozn)|| < d-2=F) — 0.
Nous avons montré que pour tout y € By (0,0), il existe z € X avec ||z|| <
2 et Tx = y. En remplagant 0 par §/2, on obtient : pour tout y € By (0,d/2),
il existe x avec ||z|| < 1 et Tz = y. Autrement dit, By (0,0/2) C T(Bx(0,1)).
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Enfin, montrons que T est ouverte. Soit U C X un ouvert et yo = Txg €
T(U). Comme U est ouvert, il existe » > 0 tel que Bx(zo,7) C U, i.e.
xo+ Bx(0,r) C U. Alors

T(U) D T(xo+ Bx(0,7)) =Txo+ T(Bx(0,7)) D yo + By (0,76/2).

Donc yg est intérieur a T'(U), ce qui prouve que T'(U) est ouvert. ]

Remarque 6.5. Les hypotheses de complétude de X et de Y sont toutes
deux nécessaires, ainsi que la surjectivité de T

— Si X n’est pas complet : la série Y x; pourrait ne pas converger.
— Si Y n’est pas complet : le théoreme de Baire ne s’applique pas.

— Si T n’est pas surjectif : I'image de T pourrait étre un sous-espace
propre fermé, qui ne contient aucune boule ouverte de Y.

6.2 Corollaire : isomorphisme de Banach

Corollaire 6.6 (Isomorphisme de Banach). Soient X etY des espaces
de Banach et T € L(X,Y) un opérateur bijectif. Alors T~' € L(Y, X),
c’est-a-dire que T~ est automatiquement continu.

Démonstration. L’application 77! : Y — X est linéaire (vérification im-
médiate). Pour montrer qu’elle est continue, il suffit de montrer que 7' est
ouverte, car alors pour tout ouvert U C X, (T~!)"Y(U) = T(U) est ouvert
dans Y.

Or T est surjectif (car bijectif), donc par le Théoréme , T est une
application ouverte. Donc T~ est continue. O

-

Remarque 6.7. Ce résultat est remarquable : pour montrer qu’'un opé-
rateur linéaire continu bijectif entre espaces de Banach est un isomor-
phisme topologique, il suffit de vérifier la bijectivité. La continuité de
I'inverse est gratuite. Cela n’est pas vrai en général pour les espaces
vectoriels normés non complets.

Corollaire 6.8 (Equivalence des normes). Soit X un espace vectoriel
muni de deuz normes ||-||; et ||-||, telles que (X, ||-]|;) et (X, |||l,) soient
des espaces de Banach. Si l'une des normes est plus fine que ['autre,
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i.e. 8'il existe C' > 0 tel que x|, < Cl|z||, pour tout x, alors les deux
normes sont équivalentes : il existe ¢ > 0 tel que c|lz|, < |z|, pour
tout x.

Démonstration. L’application Id : (X, ||-|;) = (X, ||-||5) est linéaire, continue
(par hypothése) et bijective. Par le Corollaire|6.6, Id™" : (X, ||-l,) — (X, [IIl,)
est continue, ce qui donne l'inégalité inverse. [

Exemple 6.9. Sur l'espace X = L'([0,1]) N L>(]0,1]), muni de la
norme [[fly = 1fll: + £l r (X, [Fll,) mwest pas complet. La norme
| fll ;o satisfait ||f|;. < [|f|| «, mais les deux normes ne sont pas
équivalentes sur X — ce qui ne contredit pas le corollaire précédent,
puisque (X, ||-]|;) n’est pas un espace de Banach.

Proposition 6.10 (Supplémentaire topologique). Soit X un espace de
Banach et X = M@ N une décomposition en somme directe algébrique,
ou M et N sont des sous-espaces fermés. Alors la projection P : X —
M parallélement a N est continue.

\ 7

Démonstration. L’espace M x N muni de la norme ||(m,n)|| = ||m||y +|n|
est un espace de Banach (produit de Banach). L’application ® : M x N — X,
(m,n) — m+n est linéaire, continue (par I'inégalité triangulaire) et bijective
(par hypothése de somme directe). Par le Corollaire , ®~! est continue.
Or P=mo® 'oum : M x N — M est la premiére projection (continue).
Donc P est continue. O

6.3 Le théoréme du graphe fermé

Définition 6.11 (Graphe d’un opérateur). Soient X et Y des espaces
vectoriels normés et 7' : D(T) C X — Y un opérateur linéaire (éven-
tuellement non borné), de domaine D(T"). Le graphe de T est le sous-
ensemble de X x Y défini par

I(T)={(z,Tz): 2 € D(T)} C X x Y.

L’espace X X Y est muni de la norme produit ||(z,y)|| = ||=] x + l|lylly-
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Remarque 6.12. Le graphe I'(T') est toujours un sous-espace vectoriel
de X XY (car T est linéaire). La question est de savoir s'il est fermé.

Définition 6.13 (Opérateur fermé). Un opérateur linéaire T': D(T') C
X — Y est dit fermé si son graphe I'(T) est fermé dans X x Y. De
maniére équivalente : si (x,) C D(T), x, — x dans X et Tz, — y
dans Y, alors x € D(T') et Tz = y.

Exemple 6.14. L’opérateur de dérivation T : D(T) C C([0,1]) —
C([0,1]), Tf = f, avec D(T) = C'([0,1]), est un opérateur fermé mais
non borné.

En effet, si f,, — f uniformément et f/ — ¢ uniformément, alors f est
dérivable et f' = g (théoréme classique d’analyse). Donc T est fermé.
Il n’est pas borné : prendre f,(z) = 2"/n, alors || f.||., = 1/n — 0
mais || fyllo, = [l2" o = 1.

Exemple 6.15. L'opérateur T : cog C (* — (% défini par T(e,) =
ne, (étendu linéairement) n’est pas fermé. En effet, considérons x,, =
> €. Onaz, vz =73 " e, € et Txyp, =) | Ze,. La
suite (T'z,,) ne converge pas dans % car la série harmonique diverge.

De plus, z ¢ cqo, donc x ¢ D(T).

Théoréme 6.16 (Théoréme du graphe fermé). Soient X et Y des
espaces de Banach et T : X — Y un opérateur linéaire (défini sur tout

X ). Alors T est continu si et seulement si son graphe I'(T') est fermé
dans X x'Y.

Démonstration. (=) Si T est continu et (z,,Tz,) — (x,y) dans X x Y,
alors x,, — x et T'x,, — y. Par continuité de T', T'z,, — T'x, donc y = Tz par
unicité de la limite. Ainsi (x,y) = (z,Tz) € I'(T).

(<) Supposons que I'(T') est fermé dans X x Y. L’espace X x Y muni de
la norme ||(z,v)|| = ||z]|x + ||y|ly est un espace de Banach. Comme I'(T") est
un sous-espace vectoriel fermé d’'un espace de Banach, I'(T") est lui-méme un
espace de Banach.
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Considérons les projections :
m (7)) = X, (x,Tz)— =z,
o I(T)—Y, (z,Tx)w— Tx.
Les deux projections sont linéaires continues (car ||z|| < [[(z, Tx)]|| et | Tx| <
|(x, Tz)||). De plus, m; est bijective (car T" est défini sur tout X).
Par le Corollaire (isomorphisme de Banach), 7' : X — T(T) est

continue. Donc 7' = 7y o m; * est continue, comme composée d’applications
continues. O

Remarque 6.17. L’hypothése D(T) = X est cruciale dans le sens (<).
L’Exemple montre un opérateur a graphe fermé mais non borné,
car son domaine C'([0,1]) est un sous-espace propre de C([0,1]) (non
fermé pour la norme ||-|| ).

Corollaire 6.18 (Critére séquentiel du graphe fermé). Soient X et
Y des espaces de Banach et T : X — Y linéaire. T est continu si
et seulement si : pour toute suite (x,) dans X telle que x, — 0 et
Tx, =y, onay=0.

\. J

Démonstration. (=) est évident.

(<) Montrons que I'(T') est fermé. Soit (x,, Tx,) — (x,y). Alors z, — x
et Tx, — y. Posons z, =z, —x. Alors z, > 0et Tz, =Tz, —Tr - y—Tx.
Par hypotheése, y — Tz = 0, donc y = T'x. Le Théoréme [6.16| conclut. ]

Exemple 6.19 (Application du critére du graphe fermé). Soit g €
L>([0,1]) et M, : L*([0,1]) — L*([0,1]) Popérateur de multiplication
M, f = gf. Montrons que M, est borné en utilisant le critére du graphe
fermé.

Si f, — 0 dans L? et gf, — h dans L?, alors il existe une sous-suite
fre = 0 p.p. et gf,, = h p.p. Comme g est bornée, gf,, — 0 p.p.,
donc h =0 p.p.

6.4 Applications : opérateurs non bornés

Le théoréme du graphe fermé a des conséquences importantes pour I'étude
des opérateurs non bornés, qui apparaissent naturellement en théorie spec-
trale et en équations aux dérivées partielles.
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Définition 6.20 (Opérateur fermable). Un opérateur T' : D(T) C
X — Y est dit fermable si Padhérence de son graphe I'(T') dans X x Y
est encore le graphe d’un opérateur (linéaire). Cet opérateur est alors
noté T et appelé la fermeture de T.

Proposition 6.21 (Caractérisation des opérateurs fermables). Un
opérateur T : D(T) C X — Y est fermable si et seulement si la
condition suivante est satisfaite :

[:CnED(T), Tn — 0, T:Cn—>y} — gy =1

Démonstration. (=) SiT est fermable, I'(T') :_F(T). Six, — 0et Tx, — v,
alors (z,, Tx,) — (0,y) € I'(T) = I'(T'), donc T(0) =y, d’ou y = 0.
(<) Supposons la condition satisfaite. Il faut vérifier que I'(T") est le

graphe d’une application, i.e. que si (0,y) € I'(T'), alors y = 0. C’est exacte-

ment la condition donnée : si (0,y) € I'(T), il existe (z,,, Tx,) — (0,y), donc
xp, = 0et Tx, -y, douy=0. [

Proposition 6.22 (Norme du graphe). Soit T : D(T) C X — Y un
opérateur fermé. Alors D(T) muni de la norme du graphe

lellr = llzllx + 1Ty

est un espace de Banach. De plus, T : (D(T), ||-|l;) — Y est continu
de norme < 1.

Démonstration. L’application @ : (D(T), ||-||7) = (U(T), |l xuy ), © — (z,Tx)
est une isomeétrie surjective. Comme I'(T") est fermé dans 1’espace de Banach
X x Y, c’est un espace de Banach, et donc (D(T), ||-||;) aussi.

Enfin, [Tz, <llzllx +[ITzly = [lzllz, donc [Tl pry jppymy <1 O

Corollaire 6.23. Soit T : D(T) C X — Y un opérateur fermé entre
espaces de Banach. Si D(T') est fermé dans X, alors T est borné.

Démonstration. Si D(T') est fermé dans I'espace de Banach X, alors (D(T'), ||| x)
est un espace de Banach. L’identité Id : (D(T),||-ll;) — (D(T), |||l) est
continue (car ||z||y < |lz|l;). Par le Corollaire 6.6, Id™" est continue : il
existe C' > 0 tel que [|z[|, < Clz]ly, dou [[T]y <[lz]lp < Cllzfx. O
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6.5 Théoréme de 'image fermée

( 3

Définition 6.24 (Image et conoyau). Soit T € L(X,Y). L’image de
TestimT ={Tz:x € X}, et le conoyau est cokerT =Y /imT.

Théoréme 6.25 (Théoréme de I'image fermée). Soient X et Y des
espaces de Banach et T € L(X,Y). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) im T est fermée dans Y ;

(11) im T* est fermée dans X* ;
(iti)) imT = (Ker T*)t :={y €Y : f(y) =0 Vf € Ker T*};
(iv) imT* = (KerT)* := {f € X*: f(z) =0 Vo € Ker T}

Démonstration. Nous démontrons les implications principales.

(i) = (iii) : L’inclusion im T C (Ker T*)* est toujours vraie : si y = Tx
et f e KerT*, alors f(y) = f(Tz) = (T*f)(x) = 0.

Pour l'inclusion inverse, supposons im 7" fermée et soit yo ¢ im 7. Comme
im7T est un sous-espace fermé, par le théoréme de Hahn-Banach, il existe
f € Y* tel que flimr = 0 et f(yo) # 0. Alors T*f = foT = 0, donc
feKerT* et f(yo) # 0, donc yo ¢ (Ker T%)*.

(i) = (iv) : L’inclusion imT* C (Ker T)* est toujours vraie. Pour I'in-
verse, supposons im T fermée. L’opérateur T : X/ Ker T — im T, T([z]) = Tz
est linéaire, continu, bijectif entre espaces de Banach (X/KerT est Banach
car Ker T est fermé, et im 7" est Banach par hypothése). Par le Corollaire ,
T est un isomorphisme.

Soit g € (Ker T')*. Alors g s’annule sur Ker T, donc g passe au quotient :
il existe g € (X/KerT)* tel que g = gom (ou 7w : X — X/KerT est la
projection canonique). Posons h = §o T~! € (imT)*. En prolongeant h a
Y par Hahn-Banach, on obtient f € Y* et T*f(z) = f(Tx) = h(Tx) =
G(T(Tz)) = §([z]) = g(z). Donc g = T*f € im T*.

(iv) = (ii) : Trivial.

(ii) = (i) : On admet cette implication, dont la preuve repose sur des
arguments de dualité plus fins et le théoréme bipolaire. O

Proposition 6.26 (Caractérisation par la constante de surjection).
Soient X et'Y des espaces de Banach et T € L(X,Y). Alors imT est



104CHAPITRE 6. THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE ET DU GRAPHE FERM

fermée si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que

Vy € im T, inf x|y <ec ,
y el < el

autrement dit, T induit un isomorphisme de X/ KerT surimT.

J

Démonstration. (<) Soit (y,) C im T avec y, — y. Pour chaque n, choisis-
sons x,, tel que T'x,, = y, et ||z,|| < ¢||yn||+1/n. La suite (x,,) est bornée (car
(yn) converge donc est bornée). En passant au quotient X/ KerT et en utili-
sant la complétude, on montre que (x, + Ker T') a une sous-suite convergente
vers [x] € X/KerT. Alors y =Tz € imT.

Plus directement : I'opérateur induit 7 : X /KerT — Y est injectif et
lyl > ¢! |[2]ll x/ kerr POUr y = T'z. Donc T est un isomorphisme sur son
image. [L’image d’un espace de Banach par un opérateur minoré est compleéte,
donc fermée.

(=) Si imT est fermée, c’est un espace de Banach. T : X/KerT —
im7T" est bijectif continu entre Banach, donc c’est un isomorphisme par le
. En particulier ||[z]|| < HT‘I

Corollaire |Tx||, ce qui donne la constante

CcC =

T*lH. 0

6.6 Principe de factorisation

Théoréme 6.27 (Principe de factorisation). Soient X, Y, Z des
espaces de Banach, S € L(X,Z) et T € L(X,Y). Supposons que
KerT C KerS. Alors il existe un unique opérateur S : imT — Z
tel que S = S oT. Si de plus im T est fermée, alors S est continu.

J

Démonstration. Unicité : Si S existe, alors pour y = Tz € im T, S(y) =
S (T'x) = Sz, ce qui détermine S de maniére unique. Il faut vérifier la bonne
définition : si Tax = T2/, alors x — 2’ € KerT' C Ker S, donc Sz = Sa’.

Existence : Posons S (T'z) = Sz. Par ce qui précede, S est bien défini et
linéaire.

Continuité : Si im T est fermée, 'opérateur induit T : X/ Ker T — im T
est un isomorphisme de Banach (par le Corollaire . OnalS=So0T" ou
S: X/KerT — Z est induit par S (bien défini car Ker T' C Ker S). Comme
S et T~ sont continus, S lest aussi. O
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Corollaire 6.28. Sous les hypothéses du théoréme, siimT est fermée,
alors

18], . <usi-I7.
(ImT,Z2)

6.7 Espaces de Fréchet et théoréme du graphe
fermé généralisé
Les espaces de Fréchet généralisent les espaces de Banach en autorisant

une topologie définie par une famille dénombrable de semi-normes, avec com-
plétude.

Définition 6.29 (Espace de Fréchet). Un espace de Fréchet est un
espace vectoriel topologique X dont la topologie est définie par une
famille dénombrable de semi-normes (p,),>1 séparante (i.e. p,(z) =0
pour tout n implique x = 0), et qui est complet pour la métrique

=1
d(z.y) 22_+—)

pnx_y)

Exemple 6.30. (i) Tout espace de Banach est un espace de Fréchet
(une seule semi-norme, qui est une norme).

(ii) L’espace C>°([0,1]) muni des semi-normes p,(f) =
SUD,e(0.1] | £ (2)| est un espace de Fréchet.

(iii) L'espace C(R) muni des semi-normes p,(f) = supj,<, |f(z)]
(convergence uniforme sur les compacts) est un espace de Fré-
chet.

(iv) L’espace des suites w = KN muni des semi-normes p, ((zy)) = |2,|
est un espace de Fréchet.

Remarque 6.31. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe
métrisable complet. La métrique d ci-dessus est invariante par transla-
tion.
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Théoréme 6.32 (Application ouverte pour les espaces de Fréchet).
Sotent X et Y des espaces de Fréchet et T : X — Y un opérateur
linéaire continu surjectif. Alors T est ouvert.

Démonstration. La preuve suit le méme schéma que pour les espaces de Ba-
nach. Le théoréme de Baire s’applique car un espace de Fréchet est un espace
métrique complet. L’argument de « suite géométrique convergente » de la
preuve du Théoréme [6.4] se généralise en utilisant la famille de semi-normes
au lieu de la norme unique. O

Théoréme 6.33 (Graphe fermé pour les espaces de Fréchet). Soient
X etY des espaces de Fréchet et T : X — Y un opérateur linéaire a
graphe fermé. Alors T est continu.

Démonstration. T'(T') est un sous-espace fermé de l'espace de Fréchet X x Y
(muni des semi-normes q,(z,y) = pX (x) + p (y)), donc c’est un espace de
Fréchet. La projection 7 : I'(T) — X est linéaire, continue, bijective et
surjective. Par le Théoréme , 71 est ouverte, donc 7, ' est continue. Alors
T = my0m; ! est continue. 0

Remarque 6.34 (Limites du théoréme du graphe fermé). Le théoréme
du graphe fermé est faux pour des espaces vectoriels topologiques gé-
néraux. Il existe des extensions au-dela des espaces de Fréchet (espaces
webbed de De Wilde, espaces ultrabornologiques), mais ces extensions
nécessitent des hypothéses structurelles sur les espaces.

6.8 Exercices

Exercice 6.1 (x). Soit X un espace de Banach et M C X un sous-
espace fermé. Montrer que la projection canonique 7 : X — X/M est
une application ouverte. (Ne pas utiliser le théoréeme de [’application
ouverte ; le démontrer directement. )

Exercice 6.2 (x). Soit T : (' — (' Topérateur défini par
T(z1, 72,73, ..) = (z1,219,313,...),avec D(T) = {z € £' : Y n|z,| <

(a) Montrer que T' est un opérateur fermé.
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(b) Montrer que T n’est pas borné.

(¢) Pourquoi cela ne contredit-il pas le théoréme du graphe fermé ?

Exercice 6.3 (x). Montrer quesi 1 < p < ¢ < 00, alors ¢? et ¢4 ne sont
pas isomorphes comme espaces de Banach. (Indication : considérer les
propriétés de réflexivité, ou utiliser le fait que l’identité (P — (9 n’est
pas surjective.)

Exercice 6.4 (xx). Soit T € L(X,Y) entre espaces de Banach, avec
im 7" fermée. Montrer que 7" est une application ouverte de X sur im 7T’
(muni de la topologie induite).

Exercice 6.5 (x%). Soient X et Y des espaces de Banach et T}, : X —
Y des opérateurs linéaires continus tels que pour tout z € X, (T,x)
converge vers T'z. On sait par le Corollaire[5.10]que T est borné. Donner
une preuve alternative en utilisant le théoréme du graphe fermé.

Exercice 6.6 (x%). Soit 7' : X — X un opérateur linéaire sur un
espace de Banach X tel que T? = Id. Montrer que T est borné. (Utiliser
le théoreme du graphe fermé : si x, — 0 et Tx, — y, appliquer T a
nouveau. )

Exercice 6.7 (xx). Soit 7' € L(X,Y") entre espaces de Banach. Mon-
trer que si im 7" est de codimension finie dans Y (i.e. dim(Y/im7T) <
00), alors im 7" est fermée. (Ecrire Y =imT @ F avec dim F < oo, et
utiliser le fait que les sous-espaces de dimension finie sont fermés.)

Exercice 6.8 (xx). (Théoréme de Hellinger-Toeplitz) Soit H un
espace de Hilbert et T': H — H un opérateur linéaire symétrique, i.e.
(Tx,y) = (z, Ty) pour tous z,y € H. Montrer que T est automatique-
ment borné. (Utiliser le théoréeme du graphe fermé.)

Exercice 6.9 (% x*). Soient X et Y des espaces de Banach et T' €
L(X,Y). Montrer les équivalences suivantes :
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(a) T est surjectif <= il existe ¢ > 0 tel que ||T™*f]
pour tout f € Y™

X+ ZCHﬂY*

(b) T est injectif et im T est fermée <= il existe ¢ > 0 tel que
|Tx|y > c||z||x pour tout z € X.

Exercice 6.10 (x x x). Soient X, Y des espaces de Banach et S|T €
L(X,Y) tels que ||Sz| < C||Tz|| pour tout z € X et une constante
C > 0. Montrer qu’il existe S € L(ImT,Y) tel que S=SoT.

Exercice 6.11 (x x x). (Probléme des trois espaces) Soit X un
espace de Banach et M C X un sous-espace fermé.

(a) Montrer que si M et X/M sont des espaces de Hilbert, alors X
est isomorphe (comme espace de Banach) a M & X/M.

(b) En utilisant I'application ouverte, montrer que la suite exacte
courte 0 - M = X 5 X/M — 0 admet une section continue &
droite s : X/M — X (i.e. mos = 1d) si et seulement si M admet
un supplémentaire topologique fermé dans X.

Exercice 6.12 (% % x). Soit X un espace de Fréchet et M C X un
sous-espace fermé. Montrer que X /M est un espace de Fréchet.

Exercice 6.13 (* x x). Montrer que tout espace de Banach est un
espace webbed au sens de De Wilde. (Construire un réseau (= web) en
utilisant les boules B(0,27™).)
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7.1 Le dual topologique

Définition 7.1 (Dual topologique). Soit F un espace vectoriel normé
sur K (= R ou C). Le dual topologique de E, noté E’, est Iespace
L(E,K) des formes linéaires continues sur £, muni de la norme d’opé-
rateur : |f( )

1f1l = su = sup |f(z)|.

|| [T

Remarque 7.2. Le dual £’ est toujours un espace de Banach, méme si
E ne l'est pas, car K est complet.

Notation 7.3. Pour f € E' et x € E, on note souvent (f, x),  ou simplement
(f,x) la valeur f(z), appelée crochet de dualité.

7.1.1 Rappels : le théoréme de Hahn-Banach

Le théoréme de Hahn-Banach, démontré au chapitre 4, est 1'outil fonda-
mental pour construire des formes linéaires continues. Rappelons ses consé-
quences les plus utiles.

Théoréme 7.4 (Hahn-Banach analytique — rappel). Soit E un espace
vectoriel normé, F' C E un sous-espace vectoriel, et g € F'. Il existe

feE tel que flr =g et|fllp = llgllp-

Corollaire 7.5 (Séparation d'un point). Pour tout o € E avec xy #
0, il existe f € E' tel que ||f|| =1 et f(xo) = ||xo]|-

Corollaire 7.6 (Le dual sépare les points). Si x,y € E sont tels que
f(z) = f(y) pour tout f € E', alors x = y. En particulier, E' sépare
les points de E.

Corollaire 7.7 (Norme via le dual). Pour tout z € E,

lz]l = sup |f(z)| = max |f(z)|.
feE'/ fGE
lfl<1 lF1<1
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7.2 Dual de / pour 1 < p <

Nous identifions maintenant les duaux des espaces de suites classiques.
On note p' 'exposant conjugué de p, défini par % —|—]§ = 1 (avec la convention
1" = o0).

Théoréme 7.8 (Dual de /7, 1 < p < o0). Soit 1 <p<ooetq=7p
[’exposant conjugué de p. L’application

Q1 — (), y=(yo) — Py, Py(x) = anyn,
n=1

est une isométrie isomorphe : (¢P) = (1.

Démonstration. La preuve se décompose en trois étapes.

Etape 1 : ® est bien définie et ||®,| < 1yll,-
Soit y € ¢4. Pour x € (P, I'inégalité de Holder donne

:=ﬂz%%szwmmsmmmg
n=1 n=1

Done @, € (£7)" et [ @y (), < [lyll,-

Etape 2 : |@,[| = ||yl

Il faut exhiber un x € 7 avec ||z[|, =1 tel que |®,(z)[ = [y|l,.

Cas 1 <p < oo (donc 1 < g < 00). Siy =0, c’est trivial. Sinon, posons
" sgn(n)

lyll2”

Comme ¢ — 1 = q/p, on a |za|” = [ya|" / [lyllg, ot [[z[l; = llyllg /vl = 1.
De plus,

_ |yn

n —

)

1yllg

_ q q q9—q/p
%@—Z%%nWWZMA|MW—MI = iyl -
q

n=1

Cas p = 1 (donc ¢ = o0). Pour tout € > 0, il existe ng tel que |y,,| >
llyll ., —€. On prend x = sgn(Yn,) €ny, Ol €y, est le ng-iéme vecteur canonique,
de sorte que ||z||, =1 et ®y(x) = |Yn,| > ||yll,, — €. Comme ¢ est arbitraire,

1Pyl = Iyl
Etape 3 : ® est surjective.
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Soit f € (7). Posons y, = f(e,) pour n > 1. Montrons que y = (y,,) € ¢?
et que f = ®,.

Pour tout = = (z,) € *,onax =)~ z,e, (convergence dans ¢?), donc
par continuité de f,

f(x) = anf<en) = anyn

Il reste & montrer y € ¢9.
(N)

Cas 1 < p < oco. Pour N € N* posons z,, ' = |y,

1§n§Netx7(1N):0pourn>N. Alors 20 € (P et

N N
=7 = Jyl = [yl
n=1 n=1

car (¢ — 1)p = q. De plus,

! sgn(F) pour

N N 1/p
F@™) =31yl < 1£1 2™, = 1171 (Zlyn!q> -

1-1/p . 1/q .
Done (S0 lual”) " < Il soit (00 [yal”) ™ < (1. En passant a la
limite N — oo, on obtient [ly[|, < ||f]| < oo.

Casp = 1. On a |ya| = [f(en)| < [If [ [[enlly = IF]l, done [lyll, < [[f]] <
0o et y € .

Ainsi f = ®, avec y € ¢4, ce qui achéve la preuve de la surjectivité, et
donc de I'isométrie isomorphe. O]

7.3 Dual de ¢

Définition 7.9 (L’espace c¢y). L’espace ¢y est le sous-espace fermé de
(> formé des suites convergentes vers 0 :

co = {a: = (p)n>1 €KY ¢ lim z, = O},

n—oo

muni de la norme [|z[|, = sup, s |2,|.




7.4. DUAL DE L? 113

Théoréme 7.10 (Dual de ¢). L’application

Dl — (o) y=(yn)— P, P,(z)= anyn,
n=1

! ~

est une isométrie isomorphe : (co)’ = (*.

\ J

Démonstration. Etape 1 : ® est bien définie et isométrique.
Pour y € /! et x € ¢y C £,

@y (@) <D @l lyal < 2l lloll;
n=1

donc @, € (co)’ et ||yl < [lyll;-
Pour l'inégalité inverse, soit € > 0. Pour N assez grand, considérons

™) = (sgn(7n), sgn(H), - - -, sgn(7w), 0,0,...) € co.

Alors ||| <1 et @, (a™) = SN [¥nl- En passant a la limite, ||®,| >

supy 3oy [ynl = Iyl Do [, = Iy,
Etape 2 : ® est surjective.

Soit f € (co)’. On pose y, = f(e,) pour tout n > 1, ou (e,) est la base
canonique. Comme pour 7, tout x € ¢y s’écrit x =Y~ x,e, (convergence
dans ¢p), donc f(x) = D" 7, TYp.

Il reste a montrer y € ¢'. Pour N > 1, posons z(
Alors Hx(N)HOO <1et

N)

N
> lal = FEEN) < |11
n=1

En passant a la limite, ||y||, < [|f]] < oo, donc y € ¢*. O

Remarque 7.11. Le dual de £*° est bien plus compliqué : il s’identifie
a l'espace ba(N) des mesures de Banach finiment additives sur N, qui
contient ¢! comme sous-espace propre. En particulier, (¢>)" 2 (1.

7.4 Dual de L?

Le résultat suivant généralise le théoréme au cadre des espaces de
Lebesgue.

= (sgn(y1), - - -,sen(yn),0,0,...).
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Théoréme 7.12 (Dual de L?, théoréme de Riesz). Soit (2, A, u) un
espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, avec q = p'. L’application

®: L) — (), 9B B(0)= [ Fod,

est une isométrie isomorphe : (LP(n)) = L(u).

Remarque 7.13. La preuve de ce théoréme repose sur le théoréme de
Radon-Nikodym et sera donnée au chapitre 11. L’hypothése de o-
finitude est essentielle.

7.5 L’injection canonique et le bidual

Définition 7.14 (Bidual). Le bidual de E est le dual du dual : E” =
(E'). C’est un espace de Banach pour la norme d’opérateur.

Définition 7.15 (Injection canonique). L’injection canonique est 'ap-
plication

J:E—E" J@)(f)=f), VfeE.

Autrement dit, J(z) est I'évaluation en .

Théoréme 7.16 (L’injection canonique est une isométrie). L’appli-
cation J : E — E" est linéaire et isométrique. En particulier, J est
injective et J(E) est un sous-espace fermé de E" si E est complet.

Démonstration. La linéarité est immédiate : pour z,y € F, A € Ket f € F,

JAz+y)(f) = fAz +y) = Af(2) + fy) = (A (2) + J(y)(f)-
Pour l'isométrie, on calcule
1S (@) g = sup |J(2)(f)] = sup [f(z)| = ||=],
feEE’ feE’
flI<1 IflI<1

ou la derniére égalité découle du corollaire (conséquence de Hahn-Banach).



7.6. ESPACES REFLEXIFS 115

Comme J est isométrique, elle est injective. Si E est un espace de Banach,
alors J(FE) est un sous-espace complet de E”, donc fermé. ]

Remarque 7.17. L’injection .J est canonique au sens ou elle ne dépend
d’aucun choix (pas de base, pas de forme linéaire particuliére). C’est
un morphisme naturel au sens de la théorie des catégories. On identifie
souvent F a J(E) C E".

7.6 Espaces réflexifs

Définition 7.18 (Espace réflexif). Un espace de Banach E est dit
réflexif si l'injection canonique J : E — E” est surjective, c’est-a-dire

si J(E) = E".

Remarque 7.19. La réflexivité exige que J elle-méme soit surjective, et
pas seulement qu’il existe un isomorphisme isométrique entre E et E”.
L’espace de James fournit un exemple d’espace de Banach isométri-
quement isomorphe a son bidual sans étre réflexif.

Exemple 7.20 (Espaces réflexifs classiques). (i) Tout espace de
Banach de dimension finie est réflexif (car dimF = dim £’ =
dim E").
(ii) Tout espace de Hilbert H est réflexif, par le théoréme de repré-
sentation de Riesz.
(ili) Pour 1 < p < oo, (P est réflexif.
(iv) Pour 1 < p < oo et p o-finie, LP(u) est réflexif.

Proposition 7.21 (¢ est réflexif pour 1 < p < o0). Pour 1 < p < o0,
I’espace (P est réflexif.

. 7

Démonstration. Soit ¢ = p' I'exposant conjugué de p. Par le théoréme [7.8]
(P) = (9 via @, et (£7) = (P via ¥ (car ¢ = p). Plus précisément, notons
O : 4 — () Iisométrie y — O, et U : # — (09) lisométrie x — VU,.
L’injection canonique J : P — (P)" satisfait, pour = € (P et f € (¢P),
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Si f =&, pour y € {7, alors

J(2)(®,) = @y(2) = D wayn = Vuly).

Ainsi J(z) = U, 0 @71, et la surjectivité de J découle de celles de ® et .
Formellement, tout & € (¢7)” donne par composition £ o ® € (£?)’, donc il
existe z € (7 tel que {0 @ = W, ie. £(P,) = >, x,y, pour tout y € 9, ce
qui donne £ = J(z). ]

Proposition 7.22 (¢! n’est pas réflexif). L’espace (* n’est pas réflexif. ]

Démonstration. Par le théoréme (cas p = 1), (£') = (. Donc (¢!)" =
(€)', Si ¢! était réflexif, on aurait (£°) = (', ce qui impliquerait que > est
séparable (car le dual d’un espace séparable est séparable lorsque le prédual
est séparable... en fait, c’est I'inverse : si £’ est séparable, E I'est). Or on sait
que /> n’est pas séparable.

Plus directement, la boule unité fermée de ¢! n’est pas faiblement com-
pacte. En effet, la suite des vecteurs canoniques (e,) vérifie |le,]|, = 1 et
e, — 0 faiblement (car pour tout y € £~ = (¢YY, (y,e,) = y, — 0 est
faux en général, par exemple pour y = (1,1,1,...), (y,e,) = 1 /4 0). Ainsi
(e,) n’admet aucune sous-suite faiblement convergente dans ¢'. Le théoréme
d’Eberlein-Smulian (théoréme |7.26)) implique que la boule unité fermée n’est
pas faiblement compacte, donc ¢! n’est pas réflexif. n

Proposition 7.23 (¢y n’est pas réflexif). L’espace ¢y n'est pas réflexif.

Démonstration. On a (cp) = ' et (€)' = ¢, donc (cp)” = £*°. L'injec-
tion canonique J : ¢y — £*° s’identifie a 'inclusion naturelle, qui n’est pas
surjective (la suite constante (1,1,1,...) € £°°\ ¢p). O

7.7 Théorémes fondamentaux de réflexivité

7.7.1 Le théoréme de James

Théoréme 7.24 (Théoréme de James). Soit E un espace de Banach.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E est réflexif.

(1) Toute forme linéaire continue f € E' atteint sa norme, c’est-a-
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dire qu’il existe xg € E avec ||xo|| =1 tel que | f(xo)| = || f]l-

(i4i) La boule unité fermée By est faiblement compacte.

Remarque 7.25. L'implication (i) = (ii) est un exercice (exercice [7.3).
L’implication (i) = (iii) résulte du théoréme de Banach-Alaoglu appli-
qué & E” via J, et sera démontrée au chapitre 8. L’implication (ii) =
(i) est le résultat profond de R.C. James (1964); sa preuve dépasse le
cadre de ce cours.

7.7.2 Le théoréme d’Eberlein—Smulian

Théoréme 7.26 (Eberlein-Smulian). Soit E un espace de Banach et
A C E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est relativement faiblement compact (I’adhérence de A dans la
topologie o(E, E") est compacte).

(11) A est relativement faiblement séquentiellement compact (toute
suite de A admet une sous-suite faiblement convergente dans E ).

(111) A est faiblement séquentiellement compact dans A méme.

Remarque 7.27. Ce théoréme est remarquable car la topologie faible
n’est en général pas métrisable. Pour les espaces métriques, compacité
et compacité séquentielle coincident, mais ce n’est pas le cas en général
pour les espaces topologiques. Le théoréme d’Eberlein-Smulian affirme
que cette équivalence subsiste pour la topologie faible des espaces de
Banach. La preuve compléte, technique, peut étre trouvée dans [1].

7.7.3 Sous-espaces, quotients, et réflexivité

Proposition 7.28 (Sous-espace fermé d’un espace réflexif). Tout sous-
espace fermé d’un espace de Banach réflexif est réflexif.

Démonstration. Soit E un espace de Banach réflexif et /' C E un sous-espace
fermé. Notons Jg : E — E" et Jp : F — F” les injections canoniques. Soit
¢ € F". Nous devons montrer qu’il existe y € F tel que £ = Jp(y).
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Considérons 'application restriction R : E' — F” définie par R(f) = f|r.
Par le théoréme de Hahn-Banach, R est surjective. Son transposée R’ : F” —
E" est définie par

R(§)(f) = &(R(Sf)) = &(flp), Ve E.
Comme F est réflexif, il existe x € E' tel que Jg(z) = R'(£), c’est-a-dire

fx)=¢&(flr), VfeE.

Montrons que x € F. Si # ¢ F, par Hahn-Banach il existe fy € E’ tel que
folr =0 et fo(x) # 0. Mais alors fo(x) = &(folr) = £(0) = 0, contradiction.
Donc z € F'.

Pour tout g € F”, en choisissant f € E’ tel que f|r = g (Hahn-Banach),

Jr(x)(9) = g(x) = f(z) = &(flF) = €(9).

Donc Jr(z) = £, ce qui prouve que Jp est surjective. ]

Proposition 7.29 (Quotient d'un espace réflexif). Si E est un espace
de Banach réflexif et ' C E un sous-espace fermé, alors E/F est

réflexif.

Démonstration. Notons 7 : E — E//F la projection canonique et J : E/F —
(E/F)" 'injection canonique. Soit £ € (E/F)".

L’application 7’ : (E/F) — E’ (transposée de 7) est une isométrie de
(E/F) sur Ft ={f € E': fl[r =0}. On a aussi 7" : E” — (E/F)".

Par la réflexivité de E, 'application 7" o Jg : E — (E/F)" est surjec-
tive (car Jg est surjective et 7’ l'est aussi). Donc il existe x € E tel que
7 (Jg(x)) =& Or pour g € (E/FY,

' (Je(@))(9) = Je(x)('(9)) = (7'(9))(x) = g(n(x)) = J(7(z))(9)

Donc ¢ = J(m(x)), et J est surjective. O

Corollaire 7.30. Un espace de Banach E est réflexif si et seulement
si B est réflexif.

Démonstration. (=) Supposons E réflexif. Soit & € E”. Considérons & o
J5' € E' (bien défini car Jg est un isomorphisme isométrique de E sur E”).
Plus précisément, définissons f € E' par f(z) = ®(Jg(z)) pour tout x € E.
Alors pour tout £ € E”, il existe © € E tel que £ = Jg(x) (réflexivité), et

Je()(§) = &(f) = Je(2)(f) = f(z) = ®(Jp(x)) = @(S).
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Donc Jg/(f) = ®, et E' est réflexif.

(<) Si E' est réflexif, alors £ = Jg/(E'). Comme Jg(E) est un sous-
espace fermé de E” (car E est complet), il suffit de montrer que Jg(FE) est
dense dans E” pour la topologie de la norme. Supposons par I’absurde que
Jeg(E) € E". Par Hahn-Banach, il existe ® € E” \ {0} tel que ®|;, ) = 0.
Comme E’ est réflexif, ® = Jg/(f) pour un f € E’. Alors pour tout = € E,

0=2&(Jp(x)) = Je (f)(Je(x) = Je(x)(f) = f(z).

Donc f =0, d’ott & = 0, contradiction. O

7.7.4 Le théoréme de Milman-Pettis

Théoréme 7.31 (Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformé-
ment convexe est réflexif.

Rappelons d’abord la définition.

Définition 7.32 (Convexité uniforme). Un espace de Banach (£, |-||)
est uniformément convexe si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

% - Y
2

Iz <1, Iyl <1, lz—yll > = || <1-06.

Exemple 7.33. Pour 1 < p < oo, l'espace /P (et plus généralement
LP) est uniformément convexe (inégalités de Clarkson). Les espaces £,
(>, ¢y ne le sont pas.

\. J

Preuve du théoreme de Milman-Pettis. Soit E un espace de Banach unifor-
mément convexe. Par le théoréme de James (théoreme [7.24)), il suffit de mon-
trer que la boule unité fermée By est faiblement compacte. Nous allons plutot
montrer directement que J(F) = E".

Soit £ € E" avec ||{|| g = 1. Il suffit de trouver z € E tel que J(x) = &.
Par le théoréme de Goldstine (théoréme démontré au chapitre 8), J(Bg)
est dense dans B pour la topologie faible-* o(E”, E'). Donc il existe un
filet (v,) dans B tel que J(z,) — ¢ dans (E”,o(E", E")).

Montrons que (x,) posséde un sous-filet convergent en norme, ce qui
impliquera & € J(E).

Comme ||&|| = 1, il existe f € E avec ||[f]| = 1 et &(f) = ||&]| = 1
(le dual d’un espace uniformément convexe est strictement convexe, et la
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norme y est lisse, ce qui garantit I'existence d’un tel f; alternativement, on
applique le lemme de Bishop-Phelps). Comme J(z,)(f) = f(za) = &(f) =1
et ||zo]| < 1, on obtient Re f(x,) — 1.

Montrons que (z,) est de Cauchy en norme. Par 1’absurde, supposons
qu'il existe € > 0 et des sous-filets x,,, x5, avec ||x,, — x| > €. Par convexité
uniforme, il existe § > 0 tel que ||(za, + 25,)/2| <1 — 0. Mais alors

To, T Tg, To, T Tg,
Ref(TE ) < | <16

Or le membre de gauche tend vers 1, contradiction. Donc (x,,) est de Cauchy
dans E (complet), donc convergente vers un « € E. Ainsi J(z) =&, et E est
réflexif. O]

Corollaire 7.34. Pour 1 < p < oo, (* et LP(u) (u o-finie) sont ré-
flexifs.

Démonstration. Ces espaces sont uniformément convexes (inégalités de Clark-
son), donc réflexifs par le théoréme de Milman-Pettis. n

7.8 Exercices

Exercice 7.1 (x). Soit F un espace vectoriel normé et x € E. Montrer
que ||z|| = sup{|f(z)| : f € E', ||fl| < 1} et que le supremum est
atteint.

Exercice 7.2 (x). Soit F' un sous-espace fermé de E. Montrer que
F' = E'/F* isométriquement, ou F* = {f € E': f|r =0}.

Exercice 7.3 (xx). Soit E un espace de Banach réflexif. Montrer que
toute forme linéaire continue f € E’ atteint sa norme, c¢’est-a-dire qu’il
existe g € E avec ||zg]| =1 et |f(x0)] = || f]|-

Indication : Considérer une suite maximisante et utiliser la compacité
faible de la boule unité (théoréme de James/Banach-Alaoglu).

Exercice 7.4 (%*). Montrer que ¢y n'est isométriquement isomorphe
au dual d’aucun espace de Banach.
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Indication : Si cg = X', alors X' = ¢y serait séparable, donc X serait
séparable, donc la boule unité de X’ serait faiblement-* séquentielle-
ment compacte (par Banach-Alaoglu et métrisabilité). Examiner les
vecteurs canoniques dans cg.

Exercice 7.5 (xx). Montrer qu'un espace de Banach réflexif E est
séparable si et seulement si £’ est séparable.

Exercice 7.6 (xx). Pour p = 4/3, calculer la norme de la forme linéaire
f 043 — R définie par f(z) = >.°° z,/n’. Identifier f comme
éléement de (* et calculer ||f]],.

Exercice 7.7 (x % *). Soit T : {* — ¢y un opérateur linéaire continu
surjectif.

(a) Montrer qu’un tel opérateur existe (considérer ¢* — '/ Ker(T)
et utiliser le théoréme de I'application ouverte).

(b) En déduire que ¢ est isomorphe & un quotient de ¢'.

(c¢) Montrer que Ker(7T') n’est pas complémenté dans ¢'.

Exercice 7.8 (xx). Montrer que tout espace uniformément convexe
est strictement convexe (c’est-a-dire que si ||z|| = |ly|| = 1 et z # v,
alors [|(z 4+ y)/2|| < 1). La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 7.9 (x * x). Donner un exemple de forme linéaire continue
f € (1) qui n’atteint pas sa norme. En déduire que ¢! n’est pas réflexif
(via le théoréme de James).

Indication : Considérer y = (1 — 1/n),>1 € (* et la forme ®,(z) =

Yo(1—=1/n)x,.

Exercice 7.10 (xx). Soit £ un espace de Banach. Montrer que si E”
est séparable, alors E est réflexif.

Indication : Montrer que E'/J(E)* = E’, donc E' est séparable, puis
E est séparable, et utiliser le fait que J(F) est fermé et de codimension
nulle.
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Chapitre 8

Topologies Faibles
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La topologie de la norme d’un espace de Banach est souvent « trop fine »
pour obtenir des résultats de compacité utiles en analyse. Ce chapitre intro-
duit les topologies faibles, qui fournissent des notions de convergence plus
souples et sont essentielles en théorie des EDP, en calcul des variations, et
en optimisation. Les théorémes centraux — Banach-Alaoglu, Goldstine, Ka-
kutani, Mazur — sont démontrés en détail.

8.1 La topologie faible o(FE, F’)

Définition 8.1 (Topologie faible). Soit E un espace vectoriel normé.
La topologie faible sur E, notée o(FE, E'), est la topologie la moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires f € E’. C’est la topologie

123
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initiale engendrée par la famille (f) ep.

Proposition 8.2 (Base de voisinages). Une base de voisinages de xo €
E pour o(E, E") est constituée des ensembles de la forme

V(zo; f1,.- ., fnie) = {90 € E:|fi(z) — filzo)| <¢, i= 1,...,n},

oun>1, fi,....fn € E', ete>0.

Démonstration. Par définition de la topologie initiale, les sous-ensembles ou-
verts de o(FE, E’) sont les réunions d’intersections finies d’ensembles de la
forme f~1(U) avec f € E' et U ouvert dans K. Les ensembles V (zo; f1, . .., fu; €)
s'écrivent (i, f7 ' (B(fi(x0),€)), qui sont bien des intersections finies de
pré-images d’ouverts. Réciproquement, toute intersection finie (1, f; ' (U;)
contenant xy contient un V' (zo; f1,. .., fu; €) pour e assez petit. ]

Proposition 8.3 (La topologie faible est séparée). La topologie
o(E,E") est séparée (Hausdorff).

Démonstration. Soient x # y dans E. Par le corollaire (Hahn-Banach),
il existe f € E' tel que f(z) # f(y). Posons € = |f(x) — f(y)| /3 > 0. Alors
V(z; f;e) NV (y; f;6) = &, ce qui sépare x et y. ]

Proposition 8.4 (Comparaison avec la topologie forte). La topolo-
gie o(E, E") est moins fine que la topologie de la norme. Si E est de
dimension infinie, elle est strictement moins fine.

Démonstration. Tout ouvert faible est ouvert pour la norme, car chaque f €
E’ est continue pour la norme. Réciproquement, si dim £ = oo, la boule
ouverte unit¢ Bg = {x : ||z|| < 1} n’est pas ouverte pour o(E, E’). En
effet, tout voisinage faible de 0 contient un sous-espace de codimension finie
Ni_, Ker(f;), qui est de dimension infinie, donc non borné; il ne peut donc
pas étre contenu dans Bg. O
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8.2 Convergence faible

Définition 8.5 (Convergence faible). Soit (x,) une suite dans £. On
dit que (x,) converge faiblement vers x € E, noté x,, — x, si

fen) = f(x), VfeE.

Remarque 8.6. La convergence forte (en norme) implique la conver-
gence faible, mais la réciproque est fausse en dimension infinie. Par
exemple, dans ¢2, la base orthonormée (e,,) converge faiblement vers 0
(car pour y € 2, (y,e,) =y, — 0), mais ||e,]| =1 /4 0.

Proposition 8.7 (Unicité de la limite faible). Si z,, — z et z,, — v,
alors x =y.

\. J

Démonstration. Pour tout f € E', f(z) = lim f(z,) = f(y). Comme E
sépare les points (corollaire , xr=y. O

Théoréme 8.8 (Les suites faiblement convergentes sont bornées). Soit
E un espace de Banach. Si x, — x, alors la suite (x,) est bornée et
|z|| <liminf, . ||2.]-

Démonstration. Considérons la famille (J(z,))n>1 dans E”. Pour tout f €
E',

sup [J (2, ) (f)| = sup [ f(zn)| < oo,

n>1 n>1
car (f(z,)) converge et est donc bornée. Par le théoréme de Banach-Steinhaus
(principe de borne uniforme) appliqué a la famille (J(z,)),>1 C E” =
L(E',K) et a 'espace de Banach F’,

sup [[7(2) | g < oo.
n>1

Comme J est isométrique, sup,,s; ||7,| < oo.
Pour la seconde inégalité, soit f € E’ avec ||f]| < 1. Alors |f(z)| =
lim, |f(z,)| < liminf, ||z,||. En prenant le sup sur f, ||z| < liminf, ||z,

]
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Remarque 8.9. La seconde inégalité signifie que la norme est séquen-
tiellement semi-continue inférieurement pour la topologie faible. En
fait, elle est s.c.i. pour o(F, E’) (pas seulement séquentiellement).

Exemple 8.10 (Convergence faible dans 7). Soit 1 < p < co. Alors
z, — x dans /P si et seulement si
(i) sup, |z ||, < oo, et
(ii) pour tout k > 1, 2P = z®) (convergence coordonnée par coor-
donnée).

En effet, les e} (évaluation de la k-iéme coordonnée) sont dans (/) =
04, et ces formes linéaires engendrent un sous-espace dense de ¢9.

Exemple 8.11 (Convergence faible dans L?). Soit 1 < p < oo et
p une mesure o-finie. Alors f, — f dans LP(u) si et seulement si
sup,, || fall, < oo et [ fadu — [, fdu pour tout ensemble mesurable
A de mesure finie.

8.3 La topologie faible-* ¢(E'| F)

Définition 8.12 (Topologie faible-*). Soit F un espace de Banach.
La topologie faible-* sur E', notée o(FE’, E), est la topologie la moins
fine rendant continues toutes les applications d’évaluation = : £/ — K,
z(f) = f(x), pour x € E.

Proposition 8.13 (Base de voisinages faible-*). Une base de voisi-
nages de fo € E' pour o(E', E) est constituée des ensembles

V*(for a1, xnse) = {f € E" : |f(z:) — folm)| <&, i=1,...,n},

oun>1,xy,....,v, € E, ete>0.

Définition 8.14 (Convergence faible-*). On dit que (f,) converge
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faible-* vers f dans E’, noté f, — f, si

fo(z) = f(x), Vxe€E.

Proposition 8.15 (Relations entre topologies). Sur E’, on a les in-
clusions
o(E',E) C o(E',E") C Tnormes

ouo(E', E") est la topologie faible de E' (vu comme espace de Banach)
et Tnorme la topologie de la norme. Si E est réflexif, les deux premieres
coincident : o(E',E) = o(E', E").

\. J

Démonstration. L’inclusion o(E', E) C o(E’, E") est claire : les évaluations
par les ¢léments de J(E) C E” forment un sous-ensemble de toutes les éva-
luations par E”, et les évaluations par E” définissent o(E’, E”). Si E est
réflexif, J(E) = E”, d’ou l'égaliteé. O

Remarque 8.16. La topologie o(E', E) est en général strictement moins
fine que o(E',E"). C’est précisément lorsque E n’est pas réflexif
qu’elles différent.

8.4 Le théoréme de Banach-Alaoglu

Le théoréme de Banach-Alaoglu est I'un des résultats les plus importants
de 'analyse fonctionnelle. Il fournit la compacité de la boule unité du dual
pour la topologie faible-*, compensant ’absence de compacité pour la topo-
logie forte en dimension infinie.

Théoréme 8.17 (Banach-Alaoglu). Soit E un espace vectoriel normé.
La boule unité fermée du dual

Bp={fel:|fl<1}

est compacte pour la topologie faible-* o(E', F).

\. J

Démonstration. Pour chaque x € E, posons D, = {\ € K : || < ||z]|}.
C’est un compact de K. Considérons ’espace produit

P=1]][D..

zelR
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muni de la topologie produit. Par le théoréme de Tychonoff, P est compact.
Un élément de P est une application ¢ : E — K telle que |¢(z)| < [|z|
pour tout x € E. Considérons I’application

U:Bp — P, fr— (f(2))zer-

Cette application est bien définie car si ||f|| < 1, alors |f(x)] < || f]| [|z|| <
Jll, done (x) € D,.

Etape 1 : U est un homéomorphisme sur son image.

L’application W est injective : si W(f) = W(g), alors f(x) = g(x) pour
tout x, donc f = g.

La topologie produit sur P est la topologie de la convergence simple
(chaque projection 7, : P — D, est continue). Or la topologie o(E’, E) est
aussi la topologie de la convergence simple sur E’ restreinte & E. Donc ¥ est
continue et son inverse W' : W(Bg) — Bp est continue. Ainsi ¥ est un
homéomorphisme de (Bg/,0(E', E)) sur ¥(Bg) C P.

Etape 2 : ¥(Bg/) est fermé dans P.

Soit (¢4) un filet dans W(Bg/) convergeant vers ¢ € P. Pour chaque a,
soit f, € B tel que ¢, = V(f,), cest-a-dire p,(z) = fu(x) pour tout
x el

La convergence dans P signifie f,(x) — ¢(z) pour tout x € E. Montrons

que ¢ est linéaire. Pour x,y € F et A € K,

p(Az +y) =lim fo(Az +y) = im(Mfa(2) + fa(y))
= Ap(@) + @ly).

De plus, [p(z)| < [|z| pour tout z (car ¢ € P), donc ¢ est une forme linéaire
continue de norme < 1. Ainsi ¢ € V(Bg).

Conclusion. Comme W (Bz) est un fermé d'un compact (P), il est compact.

Par ’homéomorphisme ¥, Bg/ est compact pour o(E’, E). O

Remarque 8.18. Si E est séparable, alors (_EE/, o(E', E)) est métrisable.
En effet, soit (z,) une suite dense dans Bp. La métrique

d(f,9) =3 27" | f(wn) — gla2)

engendre la topologie o(E’, E) sur B/. Dans ce cas, la compacité sé-
quentielle et la compacité coincident, et on peut remplacer Tycho-
noff par un argument diagonal plus élémentaire (théoréme de Banach-
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Alaoglu séquentiel, aussi appelé théoréme de Banach).

8.5 Le théoréme de Goldstine

Théoréme 8.19 (Goldstine). Soit £ un espace de Banach et J : E —
E" Uinjection canonique. Alors J(Bg) est dense dans Bgr pour la
topologie faible-* o(E", E").

Démonstration. Notons K = J(Bpg) e I'adhérence faible-* de J(Bp)
dans E”. Comme J(Bg) C Bp» et que Bp» est faible-* compact (Banach-
Alaoglu appliqué a E') donc faible-* fermé, on a K C Bpn.

Il faut montrer K = Bp». Raisonnons par contraposée : supposons qu’il
existe & € Bpr \ K. Comme K est un convexe faible-* fermé (adhérence
d’un convexe, puisque .J(Bg) est convexe par linéarité de .J), le théoréme de
séparation de Hahn-Banach dans l'espace (E”,o(E"”, E')) permet de séparer
& de K par une forme linéaire continue pour o(E”, E').

Or les formes linéaires continues sur (E”,o(E”, E')) sont exactement les
éléments de E’ (vus comme évaluations). Il existe donc f € E' et a € R tels
que

Re&(f) <a<Re&l(f), V¢eK.

En particulier, pour tout = € Bp,
Re f(z) = Re J(z)(f) < au

Or sup <1 Re f(x) = || f|| (en choisissant = convenablement). Donc || f|| < c.
Mais alors

Re&o(f) > a > ||,

ce qui contredit |$o(f)| < ||l | 1] < || f] (car ||&]] < 1). Cette contradiction
achéve la preuve. O

Corollaire 8.20. J(E) est dense dans E" pour o(E", E'). En parti-
culier, E est réflexif si et seulement si By est faiblement compacte.

Démonstration. La densité de J(E) suit de Goldstine par homogénéité (ap-
pliquer Goldstine & rBg pour tout r > 0). Pour la seconde assertion :
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(=) Si E est réflexif, J(Bg) = Bpgr est faible-* compact dans E”. Via
J~1, B est faiblement compacte dans E (car o(E, E') = J ' (o(E", E')| (m))
quand J est surjectif).

(<) Si B est faiblement compacte, alors J(Bjg) est faible-* compact
dans E” (car J est continue de o(E, E') vers o(E", E')), donc faible-* fermé.
Par Goldstine, J(Bg) est faible-* dense dans Bg». Fermé et dense implique
J(Bg) = Bpnr, donc J est surjective. O

8.6 Le théoréme de Kakutani

Théoréme 8.21 (Kakutani). Soit E' un espace de Banach. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) E est réflexif.

(ii) La boule unité fermée By est compacte pour o(E, E').

Démonstration. C’est exactement le contenu du corollaire [8.20 Redonnons
I’argument pour la commodité du lecteur.

(i) = (ii). Si E est réflexif, J : E — E” est un isomorphisme isométrique.
Par Banach-Alaoglu, Bp» est o(E”, E')-compacte. Comme J(Bg) = Bgr,
et que J est un homéomorphisme de (E,o(E, E')) sur (J(E),o(E", E')| j(g))
(car foJ ! parcourt E' quand f le fait, via la surjectivité de la transposée),
Bp est o(E, E')-compacte.

(ii) = (i). Supposons By faiblement compacte. L’application .J est continue
de (E,0(E, E")) vers (E",0(E", E")) (car pour f € E’, la composée & — &(f)
avec J donne x — f(x), qui est o(F, E')-continue). L'image continue d’un
compact est compacte, donc J(Bg) est o(E", E')-compacte, en particulier
fermée. Par le théoréme de Goldstine, J(Bg) est o(E", E')-dense dans Bp».
Un ensemble & la fois dense et fermé est égal a Uespace entier : J(Bg) = Bpn.
Donc J est surjective et E est réflexif. n

8.7 Le théoréme de Mazur

Théoréme 8.22 (Mazur). Soit E un espace vectoriel normé et C C E
un ensemble convexe. Alors C' est fermé pour la topologie de la norme
si et seulement si C' est fermé pour la topologie faible o(E, E').
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Démonstration. (<) Tout faiblement fermé est fortement fermé, car la to-
pologie faible est moins fine que la topologie forte (proposition 8.4)).

(=) Supposons C' convexe et fermé (pour la norme). Montrons que C' est
faiblement fermé, c’est-a-dire que E \ C' est faiblement ouvert.

Soit g € E\C. Comme C' est convexe et fermé, le théoréme de séparation
de Hahn-Banach (sous sa forme géométrique, séparation stricte d'un point
et d’un convexe fermé) fournit f € E' et a € R tels que

Re f(zg) > a > sup Re f(z).

zeC

L’ensemble U = {z € E': Re f(x) > a} est un ouvert faible (pré-image d’un
ouvert par Reo f, qui est o(E, E')-continue). De plus, 2o € U et UNC = @.
Donc xg n’est pas dans 'adhérence faible de C.

Comme zp € E \ C est arbitraire, 'adhérence faible de C' est contenue
dans C, d’ou C est faiblement fermé. ]

Corollaire 8.23 (Mazur pour les suites). Soit (x,,) une suite dans un
espace de Banach E telle que x,, — x. Alors x appartient a l’adhérence
forte de l’enveloppe convexe de {x, :n > 1} :

x € conv{z, : n > 1}.

Autrement dit, il existe une suite de combinaisons convexes des x, qui
converge fortement vers x.

Démonstration. Posons C' = conv{z, : n > 1}. C’est un convexe fermé, donc
faiblement fermé par le théoréme de Mazur. Comme x,, € C pour tout n et
r, — =z, la limite faible x appartient & I'adhérence faible de C', qui est C
lui-méme. [

a D

Remarque 8.24. Le corollaire de Mazur est souvent utilisé de la maniére
suivante : si (z,,) est une suite faiblement convergente dans un espace de
Banach, on peut en extraire des combinaisons convexes qui convergent
fortement. Cette observation est cruciale en théorie des EDP et en
calcul des variations.
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8.8 Application : minimiseurs en calcul des va-
riations
Les topologies faibles trouvent une application majeure dans ’existence de

minimiseurs pour des problémes variationnels. La méthode directe du calcul
des variations, due a Tonelli, repose sur le schéma suivant.

Théoréme 8.25 (Méthode directe du calcul des variations). Soit E
un espace de Banach réflexif et ® : E — R U {+o0} une fonctionnelle
vérifiant :

(i) ® est coercive : ®(x) — +oo quand ||z|| — oo.

(i) @ est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement

(s.c.i. faible) : si x, — x, alors ®(x) < liminf, . ®(z,).

(i1i) ® # 400 (le domaine effectif est non vide).
Alors ® atteint son minimum : il existe xg € E tel que ®(xy) =
inf,ep ®(x).

Démonstration. Posons m = inf,cp ®(z) € [—00, +oo]. Comme ¢ # +o0,
m < +00.

Etape 1 : Construction d’une suite minimisante. Il existe une suite
(x,) dans E telle que ®(x,) — m.

Etape 2 : Bornitude de la suite. Par coercivité, si ||z, — oo (le long
d’une sous-suite), alors ®(z,,) — +00, ce qui contredit ®(z,) — m < +oc.
Donc sup,, ||z,| < oc.

Etape 3 : Extraction d’une sous-suite faiblement convergente. Comme
E est réflexif, la boule fermée B(0, R) (avec R = sup,, [|z,||) est faiblement
compacte (Kakutani, théoréme . Par le théoréme d’Eberlein-Smulian
(théoréme , la compacité faible séquentielle permet d’extraire une sous-
suite (z,,) telle que x,, — z, pour un z, € E.

Etape 4 : Passage a la limite. Par semi-continuité inférieure faible,

O () < liminf &(z,, ) = m.

k—o0

Comme ®(xg) > m par définition de l'infimum, on conclut ®(zy) = m. En
particulier, m > —oc. O
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Exemple 8.26 (Minimisation d’une fonctionnelle intégrale). Soit 2 C
R? un ouvert borné et p > 1. Considérons I'espace de Sobolev W, ()
(qui est réflexif) et la fonctionnelle

1
O (u) :—/ |VulP dx—/fudx,
P Ja Q
ou f € LP(Q). Alors :

— & est coercive par l'inégalité de Poincaré.

— Lanorme [|V-|| , est convexe continue, donc faiblement s.c.i. (par
Mazur). Le terme linéaire u — [ fu est faiblement continu. Donc
® est faiblement s.c.i.

— ®(0) =0, donc le domaine est non vide.

Par le théoréme ® admet un minimiseur uy € W, ?(Q), solution
faible de I'équation du p-laplacien —Aju = f.

Proposition 8.27 (Fonctionnelle convexe s.c.i. forte = s.c.i. faible).
Soit E un espace de Banach et ® : E — R U {+0o0} conveze et semi-
continue inférieurement pour la norme. Alors ® est séquentiellement
faiblement s.c.i.

Démonstration. Pour tout @ € R, ’ensemble de sous-niveau C, = {z € E :
®(x) < a} est convexe (car ® est convexe) et fermé (car ¢ est s.c.i. forte).
Par le théoréme de Mazur, C, est faiblement fermé. Donc ® est faiblement
s.c.i. (car une fonction est s.c.i. si et seulement si tous ses sous-niveaux sont
fermeés).

Pour la version séquentielle : si x,, — z et liminf ®(x,) < «, alors pour
une sous-suite z,, — = avec ®(z,,) < a (pour k assez grand), et x,, € C,.
Comme C,, est faiblement fermé, = € C,, donc ®(z) < «. En faisant tendre
a vers liminf ®(z,,), on obtient ®(z) < liminf ®(x,,). O
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8.9 Compléments sur les topologies faibles

Proposition 8.28 (Métrisabilité de la topologie faible sur les bornés).
Si E' est séparable, alors la topologie o(E, E') est métrisable sur les
parties bornées de E.

Démonstration. Soit (f,)n>1 une suite dense dans Bg. Pour R > 0, sur
RBpg, la métrique

dr.y) = 327" | ful@) — fuly)]

engendre la topologie o(E, E') restreinte & RBg. En effet, d(xy,2) — 0 si
et seulement si f,(xx) — fn(x) pour tout n, ce qui équivaut (par densité de
(fn) et bornitude de (z)) & f(xx) — f(z) pour tout f € E'. O

Proposition 8.29 (Dual faible). Les formes linéaires o(E, E')-
continues sur E sont exactement les éléments de E'. Autrement dit,
(E,0(E,E") =F'.

Démonstration. Toute f € E' est o(F, E')-continue par définition. Récipro-
quement, soit ¢ : £ — K linéaire et o(E, E’)-continue. La continuité en 0
donne : il existe fi,..., f, € E' et € > 0 tels que |f;(z)| <epouri=1,...,n
implique |p(z)| < 1. Par homogénéité, |o(z)| < e~ max; |fi(x)| pour tout .
En particulier, ;_, Ker(f;) C Ker(y).

Par un résultat classique d’algebre linéaire, il existe Aq,..., A\, € K tels
que p=> " Nf; € E. O

Proposition 8.30 (Topologie faible-* et dual). Les formes linéaires
o(E', E)-continues sur E' sont exactement les évaluations T pour x €
E. Autrement dit, (E',0(F', E)) = J(E) = E.

Démonstration. Argument identique au précédent, en remplacant F par E’
et ' par {&:x € E}. O
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8.10 Exercices

Exercice 8.1 (x). Montrer que tout voisinage faible de 0 dans un
espace de dimension infinie contient un sous-espace vectoriel de di-
mension infinie (donc les voisinages faibles de 0 ne sont jamais bornés
en dimension infinie).

Exercice 8.2 (x). Soit E un espace de Banach, (x,,) une suite bornée
de E, et D C E' un sous-ensemble dense. Montrer que si f(z,) = f(x)
pour tout f € D, alors x,, — .

Exercice 8.3 (xx). Montrer que dans un espace de Banach de di-
mension infinie, la sphére unité Sg = {z € F : ||z|| = 1} n’est pas
faiblement fermée.

Indication : Montrer que 0 est dans ’adhérence faible de Sg.

Exercice 8.4 (%*). Soit £ un espace de Banach séparable et (f,,) une
suite bornée dans £’. Montrer qu’il existe une sous-suite (f,, ) et f € £

tels que f, = f

Exercice 8.5 (xx). Soit F = (!, de sorte que E' = (.

(a) Montrer que la suite (e}) des vecteurs canoniques de ¢>° converge
faible-* vers 0, mais ne converge pas faiblement vers 0 dans ¢°°.

(b) En déduire que o (£, ) C o (L, (£°)).

Exercice 8.6 (xx). Soit (z,,) une suite dans un espace de Banach E
telle que x, — z. Montrer qu’il existe une suite (yy) de combinaisons
convexes yn = y o~ A;N)a:k (avec )\,(CN) >0et ), )\,(CN) = 1) telle que
lyn = 2| = 0.

Exercice 8.7 (xx). Soit £ un espace de Banach et x, — x.
(a) Montrer que ||z|| < liminf, . ||%,]-
(b) Donner un exemple ou 'inégalité est stricte.

(c) Montrer que si ||z,|| — ||=| et si E est uniformément convexe,
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alors x,, — x en norme.

Exercice 8.8 (x % *). Soit F un espace de Banach non réflexif.
(a) Montrer qu’il existe £ € E” \ J(E) avec ||£]| = 1.
(b) En utilisant Goldstine, construire un filet (z,) dans By tel que

J(z4) = € mais (x,) n’a pas de sous-filet convergent en norme
vers un élément de E.

(¢) En déduire que By n’est pas faiblement compacte.

Exercice 8.9 (xxx%). Soit Q C R? un ouvert borné¢ a bord régulier, et
fer*Q).

(a) Montrer que la fonctionnelle ®(u) = L [, [Vu|* dz — [, fudz est

coercive et faiblement s.c.i. sur Hj ().
(b) En déduire l'existence d’un minimiseur ug € H}(Q).

(c) Montrer que ug est solution faible de —Awu = f avec conditions
de Dirichlet homogénes.

(d) Montrer 'unicité du minimiseur.

Exercice 8.10 (%%). Soit £ un espace de Banach réflexif et C' C E un
convexe fermé non vide. Pour x € E, montrer qu’il existe un unique
y € C tel que ||z — y|| = inf.ec ||z — z]|| si E est en outre uniformément
convexe.

Indication : L’existence vient de la méthode directe. Pour 1'unicité,
utiliser la convexité uniforme.

Exercice 8.11 (x x x). Démontrer la propriété de Schur : dans ¢,
convergence faible et convergence forte coincident pour les suites. C’est-
a-dire, si z,, — x dans (', alors ||z, — z|, = 0.

Indication : Raisonner par 'absurde. Si ||z, — z||; # 0, extraire une
sous-suite et utiliser un argument de blocs (lemme de glissement) pour
construire une forme linéaire qui contredit la convergence faible.

Exercice 8.12 (x*). Soient E et F' deux espaces de Banach et T €
L(E,F).
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(a) Montrer que T est continu de (E,o(E, E")) vers (F,o(F, F")).
(b) En déduire que si z,, — = dans E, alors Tx,, — Tz dans F.

(c) Laréciproque est-elle vraie 7 (¢’est-a-dire, une application linéaire
faiblement-faiblement continue est-elle bornée ?7)
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9.1 Opérateurs compacts : rappels et exemples

Définition 9.1 (Opérateur compact). Soient F et F' deux espaces de
Banach. Un opérateur linéaire T' € L(E, F') est dit compact si I'image
de la boule unité fermée Bf est relativement compacte dans F', ¢’est-

a-dire si T(Bg) est compact dans F.
De maniére équivalente, T" est compact si et seulement si pour toute

suite bornée (x,,) de E, la suite (T'x,) admet une sous-suite convergente
dans F'.

Notation 9.2. On note IC(E, F') 'ensemble des opérateurs compacts de E
dans F', et K(E) = K(E, E).

139
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Exemple 9.3 (Opérateurs de rang fini). Un opérateur 7' € L(E, F')
est de rang fini si dimim(7) < oo. Tout opérateur de rang fini est
compact : en effet, T(Bg) est un borné d'un espace de dimension finie,
donc relativement compact.

Par exemple, si ¢1,...,0, € E' et y1,...,y, € F, Vopérateur

Tz =) u(r) y
k=1

est de rang fini, donc compact.

Exemple 9.4 (Opérateurs intégraux). Soit Q C R? un ouvert borné
et K € L?(Q x Q). L'opérateur intégral

(Tef)() = / K(z3) () dy

définit un opérateur compact Tx : L*(Q) — L*(Q). On dit que K est
le noyau de Tk. C’est un opérateur de Hilbert—Schmaidt.

Exemple 9.5 (Injection de Sobolev). Si @ C R? est un ouvert
borné régulier, 'injection H}(Q) — L?*(Q2) est compacte (théoréme
de Rellich-Kondrachov).

Exemple 9.6 (Opérateur diagonal). Sur ¢*(N), considérons 'opéra-
teur diagonal T'(e,,) = Ane, ol (\,) est une suite de scalaires. Alors T’
est compact si et seulement si A\, — 0.

Proposition 9.7 (Propriétés élémentaires). Soient E, F, G des espaces
de Banach.

(1) K(E,F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

(1) Si T € K(E,F), S € L(F,G) et R € L(G,E), alors ST €
K(E,G) et TR € K(G, F).

(111) KC(E) est un idéal bilatére de L(E).

Démonstration. (1) Si Ty, Ty € K(E, F) et a, f € K, soit (x,,) bornée dans F.
On extrait une sous-suite telle que (T, ) converge, puis une sous-sous-suite
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telle que (Tyxy, ) converge. Alors ((aT' + 8T%)xy,,) converge.

(ii) Si (x,) est bornée dans E, (T'z,) admet une sous-suite convergente
(Txy,) = y. Alors STz, — Sy par continuité de S. Donc ST est compact.
Pour TR : si (z,) est bornée dans G, alors (Rz,) est bornée dans E, donc
(T'Rz,) admet une sous-suite convergente.

(iii) Conséquence directe de (i) et (ii). O

9.2 Fermeture de ’espace des opérateurs com-
pacts

Théoréme 9.8 (K(E, F) est fermé dans L(F, F)). Soient E, F deux
espaces de Banach. L’espace K(E, F) est fermé dans L(E, F') pour la
topologie de la norme.

Démonstration. Soit (7)) une suite d’opérateurs compacts convergeant vers
T € L(E,F) en norme : ||T,, — T'|| — 0. Montrons que T est compact.

Soit (z) une suite bornée de E, disons ||xy|| < M pour tout k. On procéde
par extraction diagonale.

Etape 1. Comme T} est compact, il existe une sous-suite (x,(:))kzl de

(xr) telle que (Tlx,(:)) converge. Comme 75 est compact, on extrait de (x,(:))

une sous-suite (x,(f)) telle que (Tgxf)) converge. Par récurrence, on obtient

des sous-suites emboitées (z\"), telles que (T,z\™), converge pour chaque n
fixé.

Etape 2. Posons y, = x,(f) (extraction diagonale). Pour tout n fixé, la
suite (T,Yk)k>n €st une sous-suite de (Tnxlin))k, donc elle converge. Ainsi
(T yx ) converge pour tout n.

Etape 3. Montrons que (T'yx) est de Cauchy. Soit £ > 0. Choisissons n
tel que ||T—T,| < ¢/(3M). Comme (T,yx)r converge, il existe K, tel que
pour 5,1 > K :

£
ITny; = Tagill < 3.
Alors pour j,1 > Ky :
1Ty; — Tyl < Ty; — Tayill + 1 Twy; — Townll + Ty — Tl

3
ST = Tall lysll + 5 + T = T el

g g 13
M a =
<3 M T3t

Comme F' est complet, (T'y) converge. Donc T est compact. O

M =¢.
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Corollaire 9.9. Si F' posséde la propriété d’approzimation (en particu-
lier si F' est un espace de Hilbert), tout opérateur compactT € K(E, F)
est limite en norme d’opérateurs de rang fini.

9.3 Alternative de Fredholm

L’alternative de Fredholm est un résultat fondamental qui décrit la struc-
ture des solutions de I'équation x — T'x = y lorsque T est compact.

Théoréme 9.10 (Alternative de Fredholm). Soit E un espace de Ba-
nach et T € IC(E). Alors exactement 'une des deux alternatives sui-
vantes est réalisée :
(a) L'opérateur 1d =T est bijectif : pour tout y € E, I’équation x —
Tx =y admet une unique solution, et (Id —T)"' € L(FE).
(b) Lopérateur 1d =T n’est pas injectif : Ker(Id —=T) # {0}, et
dans ce cas dimKer(Id —T) < oo et im(Id—T') est un sous-
espace fermé de codimension finie avec codimim(Id—T) =

dim Ker(Id —=T7).

Démonstration. La preuve repose sur la théorie de Riesz et le théoréme de
Schauder.

Etape 1 : Ker(Id —7) est de dimension finie. Sur N = Ker(Id —T),
on a Tx = x pour tout x € N. La boule unité fermée de N est donc contenue
dans T(Bg), qui est relativement compacte. Ainsi la boule unité de N est
compacte, ce qui implique dim N < oo par le théoréme de Riesz.

Etape 2 : im(Id —7) est fermé. Comme Ker(Id —7) est de dimension
finie, il admet un supplémentaire topologique : E = Ker(Id —=T") @ F, avec
Fy fermé. La restriction (Id —T7")|g, : Fo — E est injective.

Montrons qu'il existe ¢ > 0 tel que ||z — Tx|| > c||z| pour tout z €
Fy. Supposons par I'absurde que non : il existe une suite (z,) C Fy avec
lzn]| = 1 et ||z, — Tx,|| — 0. Comme T est compact, quitte a extraire,
Tx,, — z. Alors z,, — z, donc z € Fy (car Fy est fermé) et ||z]| = 1.
Mais z — Tz = limg(z,, — Tz, ) = 0, donc z € Ker(Id-T) N Fy, = {0},
contradiction avec ||z|| = 1.

Donc il existe ¢ > 0 tel que |[(Id —=T)z| > c||z| pour tout z € Fy. Si
(Id =T)x,, — y avec x,, € Fy, alors (x,,) est de Cauchy, converge vers x € Fy,
et (Id —T)x = y. Donc im(Id —7") est fermé.
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Etape 3 : Noyaux et images itérés. Posons N, = Ker(Id —T)" et
R, = 1m(Id—T)k On a No C Ny CNyC---et Ry D Rl DRy D SN
chaque Ny, est de dimension finie et chaque Ry est fermé (par récurrence, en
utilisant que (Id —T)* est de la forme Id —S}, avec S; compact).

La suite (Ny) se stabilise. Sinon, Ny C Ny,1 pour tout k. Par le lemme de
Riesz, il existe xy € Nyy1 avec ||zg]| = 1 et dist(zg, Ni) > 1/2. Pour j < k :

Ta—Tx; = wp—[(2p—Tap)+a;—(2;—Tx;)] = xp—[z; + (1d =T)zy — (Id =T)a;] .

TV
€Ny

En effet, (Id =T)zy € Ny car x, € Nyiq, et z;,(Id=T)x; € Ny car j < k.
Donc ||Tx, — Tx;|| > 1/2, ce qui contredit la compacité de T'.

De méme, (Ry) se stabilise : si Ry 2 Ryi1 pour tout k, on obtient une
contradiction similaire.

Etape 4 : Indice de Fredholm et codimension. L’opérateur adjoint
T" € L(E') est aussi compact (théoréme de Schauder). On a la relation

im(Id —7)* = Ker(Id —T"),
ot im(Id =T)* = {¢ € E" : ¢|imaa—r) = 0}. Comme im(Id —T') est fermé :
codim im(Id —=7") = dim im(Id —7")* = dim Ker(Id —1").

II reste & montrer que dim Ker(Id —7") = dim Ker(Id —7"). On montre
que lindice de Fredholm ind(Id —T) = dim Ker(Id —T") — codim im(Id —7)
vaut 0. Considérons la famille Id —¢T" pour ¢ € [0, 1]. Pour ¢t = 0, ind(Id) = 0.
L’indice est localement constant sur ’ensemble des opérateurs de Fredholm
(qui est ouvert), et t — Id —tT" est continue. Donc ind(Id —7") = ind(Id) = 0.

Ainsi, dans le cas (b) : codimim(Id —7") = dim Ker(Id —7") < oc. O

Remarque 9.11. Dans le cas (b), I’équation  — T'x = y a une solution
si et seulement si p(y) = 0 pour tout ¢ € Ker(Id —T"), c’est-a-dire
si y est orthogonal (au sens de la dualité) a toutes les solutions de
I’équation homogéne adjointe ¢ — T"p = 0.

9.4 Théorie de Riesz—Schauder

Théoréme 9.12 (Riesz—Schauder). Soit E un espace de Banach de
dimension infinie et T € IC(E). Alors :

(i) 0 € o(T).
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(i) o(T) \ {0} est constitué uniquement de valeurs propres de T .

(11i) Chaque valeur propre non nulle X a une multiplicité algébrique
finie.

(i) L’ensemble o(T') \ {0} est au plus dénombrable, et 0 est le seul
point d’accumulation possible de o(T).

\. .

Démonstration. (i) Si 0 ¢ o(T), alors T est inversible. Donc Id = T~ 1o T
serait compact (composé d’'un opérateur borné et d’'un compact). Or Id n’est
compact que si dim F < oco. Contradiction.

(ii) Soit A € o(T) \ {0}. L'opérateur A\Id =7 = A\(Id —7'/\). Comme
T/ est compact, lalternative de Fredholm (théoréme s’applique a
Id —T'/X. Sild =T/ A était bijectif, alors AId —T le serait aussi, et A ¢ o(7T) :
contradiction. Donc Ker(Id —7'/)\) # {0}, ¢’est-a-dire que A est valeur propre
de T

(iii) Par l'alternative de Fredholm, dim Ker(Id —7'/\) < oco. Plus généra-
lement, dim Ker(Id —T'/\)* < oo pour tout k (car (Id —T'/\)* est de la forme
Id —S avec S compact), et la suite des noyaux itérés se stabilise.

(iv) Montrons que pour tout € > 0, I'ensemble {\ € o(T') : |A\| > €} est
fini.

Supposons par 'absurde qu'il existe une suite infinie (A,),>1 de valeurs
propres distinctes avec |A,| > ¢ > 0. Soient e, des vecteurs propres asso-
ciés : Te, = A\pen, |len]| = 1. Posons F,, = span(ey,...,e,). Comme les A,
sont distincts, les vecteurs propres sont linéairement indépendants (résultat
classique d’algebre linéaire), donc F,_y C F,, pour tout n > 2.

Par le lemme de Riesz, il existe z,, € F,, avec ||z, || = 1 et dist(x,,, F,_1) >
1/2. Chaque F, est invariant par 7. On écrit z,, = Y ,_, a,gn)ek, de sorte que
n
k=1

Pour m < n, calculons :

Txn I Za(n)<_ _ 1)

de sorte que Tx,/\, — x, € F,_1. De méme, Tx,,/\,, € F,, C F,,_1. Donc

Tr, Txm < Tx, n T xm>
SV W S WL A W

anfl
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ce qui donne ||Tz, /N, — Txp /Al > 1/2. Ainsi

1
HTxn - Txm“ > = min(|>\n| ) |/\m|) >
2

DO ™

Comme (z,) est bornée (||x,|| = 1), cela contredit la compacité de T'.

Donc pour tout € > 0, 'ensemble {\ € o(T) : |A\| > ¢} est fini. En prenant
e = 1/n et en réunissant, on obtient que o(7") \ {0} est au plus dénombrable,
et 0 est le seul point d’accumulation possible. O

9.5 Opérateurs compacts auto-adjoints : théo-
réme spectral

Dans cette section, H désigne un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie sur K =R ou C.

Lemme 9.13. Soit T € L(H) auto-adjoint (T =T%). Alors

|7l = sup [{T'z,z)].

llzll=1

Démonstration. Posons M = sup, - [(T'z,z)|. L'inégalité M < ||T']| est
immediate : [(Tz, z)| < ||T| ||93H2 = |7

Pour I'inégalité inverse, utilisons 'identité de polarisation. Comme T est
auto-adjoint, pour tous u,v € H :

AR (Tu,v) = (T(u+v),u+v) — (T'(u—v),u—0v).

Donc

4|R (Tu, v)| < M(Jlu+0]* + [fu = ol*) = 2M (Jul* + [[0]*)
par l'identité du parallélogramme. Pour ||u|| = [|v|| = 1, on obtient |R (T'u, v)| <
M

Soit # € H avec ||z|| =1 et Tax # 0. Posons v = Tx/ ||Tz||. Alors ||v]| =1
et
|Tz|| = (Tx,v) =R {(Tx,v) < M.

(On peut toujours choisir la phase pour que (Tx,v) soit réel positif.) Donc
1T = supjp— | Tz]| < M. O
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Lemme 9.14. Soit T € K(H) auto-adjoint, T # 0. Alors ||T|| ou
—||IT|| est valeur propre de T.

Démonstration. Par le lemme [9.13] il existe une suite (z,) avec ||z,|| =1 et
(Tzp,z,) — X ou |\ = ||T||. Notons que A € R car (T'z,z) € R pour T
auto-adjoint.

Calculons :

HTfI;n - )‘anQ = HTa:nH2 — 2\ <Txna xn) + A2 HanQ
= || Tan]|® = 2\ (T2, ) + N2
<|TN? = 2X (T, ) + N2

Comme A2 = ||T||* et (T, z,) — A, on obtient
| Tz, — Azn)® < 202 — 2\ (T2, ) — 0.
Comme T est compact et (z,) bornée, quitte a extraire, T'x,, — y. Alors

Ay, =y (car [|[Tz,, — Az, || = 0), donc z,, — e :=y/A (car A #0). On a
lle]| =1 et Te =lim Tz, =y = Ae. Donc A est valeur propre de 7. O

Théoréme 9.15 (Théoréme spectral pour les opérateurs compacts
auto-adjoints). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie et T € K(H) auto-adjoint. Alors il existe une suite (finie ou
dénombrable) (\,)n>1 de wvaleurs propres réelles non nulles, tendant
vers 0 si la suite est infinie, et une famille orthonormée (e,)n>1 de
vecteurs propres associés, telle que :

Tx = Z)\n (x,e,) e,, Yr € H.

n>1

De plus, H = Ker(T') @ span{e,, : n > 1}.

Démonstration. Etape 1 : Construction itérative. Si 7 = 0, il n’y a rien
a prouver. Sinon, par le lemme|[9.14] il existe A; avec |A;| = ||T|| et un vecteur
propre unitaire ey : T'e; = Ajey.

Posons H; = {e;}*. Le sous-espace H est invariant par T : si (z,e;) = 0,
alors (T'z,e1) = (z,Te1) = A\ (x,e1) = 0.

La restriction 71 = T|g, : Hi — H; est un opérateur compact auto-
adjoint sur I'espace de Hilbert H;. Si T} = 0, on s’arréte. Sinon, par le
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lemme appliqué a Ty, il existe Ay avec || = [|Th] < ||T]| = |M1] et
ey € Hy, ||ea]| = 1, Teg = Ages.

Par récurrence, on construit A1, Ao, ... et ey, eq, ... orthonormés avec T'e,, =
)\nen et ’)\1’ Z |/\2| Z o> 0.

Etape 2 : )\, — 0. Si la suite est infinie, les (e,) forment un systéme
orthonormé, donc |le, — €| = V2 pour n # m. Or Te, = Ape,, d’oil

|Te, — Ten||” = A2 + A2,

Si [A\u| > € > 0 pour tout n, alors ||Te, — Ten|| > £v/2, ce qui contredit la
compacité de T'. Donc A, — 0.
Etape 3 : Décomposition. Posons H, = {e,...,e,}*. Soit = € H et

écrivons
n

T = Z (x,er) er + Ty, x, € H,.
k=1

OnaTx,=Tr— ,_ A (2, ex) ex et |T]m,|| = |Ant1] = 0. Donc

= [[T2n]] < Ansal lznll < [Ansal flz]] = 0.

Tx — Z A (2, ex) ex
k=1

Si le processus s’arréte aprés un nombre fini d’étapes, c¢’est-a-dire 7’|y, =

0 pour un certain N, la décomposition est une somme finie et Ker(7') = Hy.

Dans tous les cas, si z L e, pour tout n, alors z € (), H, et | Tz] <
B —

|[Ans1l]|z|| pour tout n, donc Tz = 0. Ainsi Ker(T) = span{e,} et H =

Ker(T') @ span{e,, : n > 1}. O

Remarque 9.16. Si 'on compléte la famille (e,) par une base hilber-
tienne de Ker(7T'), on obtient une base hilbertienne de H formée de

vecteurs propres de T' (avec la valeur propre 0 pour les vecteurs de
Ker (7).

Corollaire 9.17 (Min-max de Courant-Fischer). Soit T € K(H)
auto-adjoint positif ((T'z,x) > 0 pour tout x). Ordonnons les valeurs
propres : A1 > Ag > -+ > 0. Alors

An= min  sup (Tz,z) = max inf (Tx x).
VCH ey WCH zeW
codim V=n—1 [lz][=1 dim W=n ||z|=1
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9.6 Théoréme de Hilbert—Schmidt

Définition 9.18 (Opérateur de Hilbert—Schmidt). Soit H un espace de
Hilbert séparable de base hilbertienne (e,,),>;. Un opérateur " € L(H)
est de Hilbert-Schmidt si

oo
2 2
ITIlgs == D ITenl® < oo.

n=1

Cette quantité ne dépend pas du choix de la base hilbertienne : si
(fm) est une autre base, alors ) ||Ten|| = 3 (Ten, fu)|* =
D m 2n |<6naT*fm>| = Dim 1T ful®, et de méme 32, (1T fnl’
> 1T enll” = X2, 1 Tenll”.

Théoréme 9.19 (Hilbert—Schmidt). Soit T un opérateur de Hilbert—
Schmidt sur un espace de Hilbert séparable H. Alors :

(i) T est compact.
(i) |IT]| < 1Tl s-
(iii) Si de plus T est auto-adjoint, et (N\,) désigne la suite de ses

valeurs propres non nulles comptées avec multiplicité, alors

2
2on A = T ls:

Démonstration. (i) Soit (e,) une base hilbertienne de H. Définissons 'opé-
rateur de rang fini Ty par :

N N
Tvx = (E T, en) en) E z,e,) Tey,.
n=1 n=1

Chaque Ty est de rang au plus N, donc compact. Pour x € H avec ||z| < 1:

(T —Tn)z = T<Z (x,en) en> = Z (x,e,) Te,.

n>N n>N

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz :

1T = Tw)el* < (3 1w eadP) (3 ITeal) < D 1 Tenl* 0.

n>N n>N n>N

Donc ||T'—Tn|| — 0, et T" est compact comme limite d’opérateurs compacts.
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(ii) Llnegahte ||TH < ||T||HS découle de : |Tz|* = 32, Tz, e,)|* =

>l Tren)l” < 2”22, 1T *enl” = llll” | T ls.
(iii) Par le théoréme spectral [9.15] choisissons une base hilbertienne (f;,)

de H formée de vecteurs propres de T : T'f,, = pnfn (avec p, = 0 pour les
vecteurs de Ker(7')). Alors

ITlfs = D _NThll? =D un =D A

(les g, non nuls étant exactement les A,,). O

Exemple 9.20 (Noyau de Hilbert-Schmidt). Soit  C R? mesurable
de mesure finie et K E LZ(Q x Q). L’opérateur intégral Ty défini par
(T f)(z) = [, K f(y)dy est de Hilbert-Schmidt sur L*(Q) avec

||TK||HS - ||K||L2(Q><Q)

9.7 Application : équations intégrales de Fred-
holm

Considérons I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce :

—A/QK(m,y)f(y)dyzg(x), T €Q, (9.1)

oun K € L(QxQ), g€ L*(N) et AeC.

Corollaire 9.21. Soit K € L*(2 x Q) et A € C\ {0}. Alors :
(i) Soit Uéquation (9.1) admet une unique solution f € L*(Q) pour
tout g € L*(Q).
(i1) Soit ’équation homogéne (g = 0) admet un nombre fini d >
1 de solutions linéairement indépendantes fi,..., fq4, et l’équa-
tion (9.1)) a une solution si et seulement si

ol fi,..., fa sont les solutions de ’équation homogéne adjointe :

f@) =X [ K(y,z) f(y)dy = 0.
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Démonstration. L’équation (9.1)) s’écrit (Id —ATk)f = g. Comme Ty est
compact, on applique I'alternative de Fredholm a ATk. L’adjoint de AT est
Mg+ ou K*(z,y) = K(y, x). O

Exemple 9.22 (Développement spectral). Soit K (z,y) = K(y, z) avec
K € L*([0,1]%). L’opérateur Ty est auto-adjoint compact sur L?([0, 1]).
Par le théoréme spectral, il existe des valeurs propres (p,)n>1 (réelles,
tendant vers 0) et des fonctions propres orthonormées (e,,) telles que
Trf =2, tn{f en) en.

L’équation f—\Tk f = g admet une solution pour tout g si et seulement
si A # 1/p, pour tout n, et dans ce cas :

oo )\,Un
f:g+zl—>\[£ (g,en)en.
n=1 n

9.8 Exercices

Exercice 9.1 (x). Montrer que si E est un espace de Banach de di-
mension infinie, 'identité Idz n’est pas compacte.

Exercice 9.2 (x). Soit T' € K(H) avec H un espace de Hilbert. Mon-
trer que 1™ est compact.

Exercice 9.3 (%%). Montrer que lopérateur de Volterra V
L2([0,1]) — L?([0,1]) défini par (V f)(z) = [, f(t)dt est compact.
Montrer que o(V') = {0}.

Indication : pour le spectre, montrer que V' est quasi-nilpotent en esti-
mant ||V

Exercice 9.4 (xx). Soit K E ([0, 1)? ) Montrer que pour |A| suffi-
samment petit, 'équation f(x)—\ fo t)dt = g(x) admet une
unique solution continue pour tout g € C([O 1]) Indication : série de
Neumann.
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Exercice 9.5 (x % %). (Théoréme de Mercer.) Soit K € C([0,1]?) sy-
métrique et positif. Soient (\,, e,) les couples valeurs propres/vecteurs
propres de Tf. Montrer que K(z,y) = > %, A\, en(x) €, (y) uniformé-
ment.

Exercice 9.6 (x*). Soit T' € K(H) auto-adjoint positif. Montrer que
T admet une unique racine carrée compacte auto-adjointe positive : il
existe un unique S € K(H) auto-adjoint positif tel que S* =T

Exercice 9.7 (xxx). On dit que T' € L(H) positif est un opérateur a
trace si Y, (Ten,e,) < oo pour une base hilbertienne (e, ). Montrer :

(a) Cette définition ne dépend pas du choix de la base.
(b) Tout opérateur a trace est de Hilbert—Schmidt.

(c) Si T est a trace, auto-adjoint positif, de valeurs propres (\,),
alors Tr(T') ==Y (Ten,en) = >, An.
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10.1 Calcul fonctionnel continu

Soit H un espace de Hilbert complexe et T' € L(H) un opérateur auto-
adjoint borné. On sait que o(T") C R et plus précisément o(7T) C [m, M] ou
m = inf |z =1 (T2, x) et M = supy,; (T'x, z).

Théoréme 10.1 (Calcul fonctionnel continu). Soit T' € L(H) auto-
adjoint. Il existe un unique morphisme d’algebres involutives isomé-

153
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trique
©:C(o(T)) = L(H), [~ f(T),
tel que ®(1) =1d et (id) = T' (ouid(X) = N). Ce morphisme satisfait :
(i) (af +B9)(T) = af(T) + By(T) (linéarité).
(i) (fg)(T) = f(T)g(T) (multiplicativité).
(iii) f(T) = f(T)* (respect de involution,).
() [|F(D) = [[flloc := suPreoery [F(A)] (isométrie).
(v) a(f(T)) = f(o(T)) (application spectrale).

Démonstration. Etape 1 : Polynémes. Pour un polynéme p(\) = oo @A,
on définit p(T) = >_;_, arT*. Les propriétés (i)-(iii) sont immédiates. Pour
(iv), on utilise la formule du rayon spectral et le fait que pour T" auto-adjoint,
[ = (17" -

Ip(T)|| =r(p(T)) = sup |p|= sup |p(N)] = |p|-
pea(p(T)) Aeo(T)

La derniére égalité utilise le théoréme d’application spectrale pour les poly-
nomes : o(p(T)) = p(a(T)).
Etape 2 : Extension par densité. Par le théoréme de Weierstrass, les

polynémes sont denses dans C'(c(7)). Comme ¢ est une isométrie sur les
polynomes, elle se prolonge de maniére unique en une isométrie de C'(o(7))

dans L(H).

Etape 3 : Propriétés du prolongement. La linéarité, la multiplicati-
vité et le respect de I'involution passent & la limite par continuité. Pour ’ap-
plication spectrale (v) : si f € C(a(T)) et u & f(o(T)), alors g = (f—pu)~' €
C(a(T)) et g(T)(f(T) — p1d) = 1d, donc p ¢ o(f(T)). Réciproquement, si
w = f(Xo) avec A\g € o(T'), on montre que p € o(f(7T")) par un argument
d’approximation. O

Remarque 10.2. Le calcul fonctionnel continu est positif : si f > 0
sur o(T'), alors f(T) > 0 (i.e., (f(T)z,z) > 0 pour tout x). En effet,

f=KF)? done f(T) =V J(T)VT) = 0.
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10.2 Mesures spectrales et résolution de I’'iden-
tité

Définition 10.3 (Mesure spectrale). Soit (2, 5) un espace mesurable.
Une mesure spectrale (ou mesure a valeurs projections) sur (€2, B) a
valeurs dans un espace de Hilbert H est une application £ : B — L(H)
telle que :

(i) E(B) est un projecteur orthogonal pour tout B € B.

(i) E(0)=0et E(Q2) = 1d.
(iii) E(By N By) = E(By) E(Bs) pour tous By, By € B.
(iv) Si (B,) est une suite de boréliens disjoints, alors E(|J, B.) =

>, E(B,) (convergence forte).

Remarque 10.4. Pour tous z,y € H, lapplication B +— (E(B)x
définit une mesure complexe p,, sur (Q,B), et B — (E(B)z,x)
|E(B)z||* est une mesure positive y, de masse totale ||z|>.

I

<

Définition 10.5 (Résolution de 'identité). Une résolution de l’identité
sur R est une famille (E))\ecr de projecteurs orthogonaux sur H telle
que :

(i) Ex < E, (ausens ExH C E, H) pour A < pu.
(ii) E\ — 0 (fortement) quand A\ — —oo et E)\ — Id quand A — +oc0.

(iii) F) est continue a droite : Ey\+ = E).

10.3 Théoréme spectral : version mesure spec-
trale

Théoréme 10.6 (Théoréme spectral — version mesure spectrale).
Soit T € L(H) auto-adjoint. Il existe une unique mesure spectrale E
sur (R, B(R)) a valeurs dans H, concentrée sur o(T), telle que :

T = / AAE(N),
(T)
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au sens ou (Tx,y) = fU(T) Adpigy(N) pour tous x,y € H. Plus généra-
lement, pour toute fonction borélienne bornée f : o(T) — C :

f(T) = F)AE(A)

o(T)

et [ F(D = Il poe (o), )

\. .

Démonstration. Etape 1 : Du calcul fonctionnel continu aux mesures.
Par le théoréme de représentation de Riesz, pour chaque x € H, la forme
linéaire positive f — (f(T)x,x) sur C(o(T)) est représentée par une unique
mesure de Borel positive p, sur o(T) :

(T, z) = / TN, v € Clo(m)

La masse de ji, est p (o(T)) = (Id z,z) = ||z|.
Etape 2 : Mesures complexes. Par polarisation, pour x,y € H, on
définit la mesure complexe :

1 . .
Hey =75 (Hoty = Moy + illoriy — o),

de sorte que (f(T)x,y) = [ fdus, pour tout f € C(a(T)).

Etape 3 : Construction de la mesure spectrale. Pour tout boré-
lien B C o(T), la forme sesquilinéaire (z,y) +— p,,(B) est bornée (car
|ty (B)] < ||zl ||lyll). Par le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, il
existe un unique opérateur borné E(B) € L(H) tel que (E(B)z,y) = s (B).

E(B) est un projecteur orthogonal. Pour f = 1p (fonction caractéris-
tique), on a 1% = 1p et 15 = 15. En étendant le calcul fonctionnel aux
fonctions boréliennes bornées (par passage a la limite monotone et théorémes
de convergence), on obtient E(B)? = E(B) et E(B)* = E(B).

o-additivité. Si B = | |, B, (union disjointe), alors 15 = > 1p,. Pour
tout = : ||[E(B)z|* = pe(B) = 3, pte(Bn) = 32 ||E(B,)z|]>. Comme les
E(B,) ont des images orthogonales (F(B,)E(B,,) = E(B, N B,,) = 0 pour
n # m), on obtient E(B)x =) FE(B,)z (convergence forte).

Etape 4 : Calcul fonctionnel borélien. Pour toute fonction boré-
lienne bornée f, on définit f(T) = [ fdE. Par construction : (f(T)z,y) =
[ f dpz,y. Les propriétés de morphisme d’algebre et l'isométrie ||f(T)|| =
| fll ooy s€ vérifient par approximation.

Unicité. Si E’ est une autre mesure spectrale vérifiant I’énoncé, alors
[ fdE = [ fdE' pour tout f € C(o(T)). Par le théoréme d’unicité de
Riesz, 1 = p¥ pour tout z, d'ott £ = E'. O
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10.4 Calcul fonctionnel borélien

Définition 10.7 (Calcul fonctionnel borélien). Soit 7" € L(H) auto-

adjoint et F sa mesure spectrale. Pour toute fonction borélienne bornée
f:0(T) — C, on définit :

- / . FOVAEN) € L£(H).

Proposition 10.8. Le calcul fonctionnel borélien f — f(T) est un
morphisme d’algebres involutives :

(i) (fo)(T) = f(T) g(T).
(i) f(T) = f(T)".
(i) | F(T) < 11 fllo

(w) Si fn, — f ponctuellement avec sup, || fnll, < 00, alors f,(T) —
f(T) fortement (convergence dominée spectrale).

Exemple 10.9 (Projecteur spectral). Pour un borélien B C o(T), on
a 15(T) = E(B). En particulier, E({\}) est le projecteur orthogonal
sur le sous-espace propre associé a A (nul si A n’est pas valeur propre).

10.5 Opérateurs positifs et racine carrée

Définition 10.10 (Opérateur positif). Un opérateur T € L(H) est
dit positif (noté T' > 0) si T' est auto-adjoint et (T'z, z) > 0 pour tout
r€H. OnnoteT >SsiT—S>0.

Théoréme 10.11 (Racine carrée). Soit T € L(H) positif. 1l existe un
unique opérateur positif S € L(H) tel que S*> = T. On le note S = T*/?
ouS =+T. De plus, S commute avec tout opérateur qui commute avec
T.

C [0,]|7||]- La fonc-
f(T) = /(T) par

Démonstration. Existence. Comme 7" > 0, on a a( )
tion f(\) = v\ est continue sur ¢(7). On pose S =
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le calcul fonctionnel continu. Alors S? = (y/)*(T) = id(T) = T et S* =
VA(T) = \/«(T) = S (car /- est réelle). De plus, (Sz,z) = [VAdpe(\) >0
Unicité. Soit R > 0 avec R? = T. Montrons R = S. D’abord, R commute
avec T' = R?, et donc avec tout polynéme en T', et par densité avec S = f(T)).
Ainsi RS = SR.
Soit x € H et y = (S — R)x. Alors

(Sy,y)+(Ry,y) = ((S+ R)y,y) = (S + R)(S — R)z,y) = ((S* — R*)z,y) = (T = T)x,y) -

(On a utilisé SR = RS pour que (S+R)(S—R) = §*—R?.) Comme S, R > 0,
on a (Sy,y) > 0 et (Ry,y) > 0, donc (Sy,y) = (Ry,y) = 0. En particulier,
(Sy,y) = HSl/QyHQ = 0 (en utilisant la racine carrée de ), d’ott S*/2y = 0,
puis Sy = SY2(SY%y) = 0.

De méme, Ry = 0. Donc (S — R)y = 0, i.e., (S — R) x = 0 pour tout
z. Comme S — R est auto-adjoint, ||(S — R)z||> = ((S — R)?z,z) = 0, d’ou
S =R.

Commutation. Si A commute avec T, alors A commute avec tout po-
lynéme en 7', et par densité (calcul fonctionnel continu), A commute avec

S = JA(T). O

Définition 10.12 (Module d'un opérateur). Pour T' € L(H), on défi-
nit le module de T par |T| = (T*T)"/2.

10.6 Décomposition polaire

Théoréme 10.13 (Décomposition polaire). Soit T € L(H). Il existe
une unique isométrie partielle U telle que T = U |T| et Ker(U) =
Ker(T). De plus :
(i) U*U est le projecteur orthogonal sur im(|T|) = im(T*) =
(Ker T')*.
(11) UU* est le projecteur orthogonal sur im(T).
(iii) |T'| =

Démonstration. Existence. Pour tout x € H :

T 2l* = {|T* 2, 0) = (T*Tz,x) = || T||”.
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Donc lapplication |T'| x +— Tx est bien définie et isométrique de im(|7'|) dans
im(7T). Elle se prolonge en une isométrie Uy : im(|T'|) — im(T"). On prolonge
Up en U € L(H) en posant U = 0 sur im(|T]) = Ker(|T|) = Ker(T).

Par construction, U |T|z = Tz pour tout z, Ker(U) = Ker(|T|) =
Ker(T), et U est une isométrie partielle d’espace initial im(|T']) = (Ker T')*
et d’espace final im(7).

Propriétés. (i) U*U est le projecteur sur espace initial de U, soit
(Ker T')*. (ii) UU* est le projecteur sur I'espace final, soit im(7T"). (iii) U*T =
U*U |T| = Perry~ |T| = |T)| (car im(|T|) C (Ker T)*).

Unicité. Si T = V |T| avec V isométrie partielle et Ker(V) = Ker(7),
alors V' et U coincident sur im(|T|) (car V |T|z = Tx = U |T| z), donc sur

— —l
im(|T'|) par continuité, et toutes deux sont nulles sur Ker(7) = im(|7T]) .

Donc V =U. ]

10.7 Opérateurs non bornés

Définition 10.14 (Opérateur non borné). Un opérateur non borné
sur un espace de Hilbert H est un opérateur linéaire 7" : dom(7T") — H
défini sur un sous-espace dom(7') C H appelé le domaine de T. On
suppose en général que dom(7T') est dense dans H.

Définition 10.15 (Graphe d'un opérateur). Le graphe de T est le
sous-espace ['(T') = {(z,Tx) : x € dom(T)} C H x H.

Définition 10.16 (Opérateur fermé, opérateur fermable). Un opéra-
teur T est fermé si son graphe I'(T') est fermé dans H x H. Un opérateur

T est fermable si la fermeture I'(T)) est encore le graphe d’un opérateur
(noté T, la fermeture de T).

Proposition 10.17. T est fermé si et seulement si : pour toute suite
(z,) C dom(T) avec x, — x et Tx, — y, on a x € dom(T) et Tx = y.

Exemple 10.18 (Opérateur de dérivation). Sur H = L?([0, 1]), 'opé-
rateur Tf = f" avec dom(T') = H'([0,1]) est un opérateur fermé non
borné, densément défini.
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10.8 Opérateurs auto-adjoints non bornés

Définition 10.19 (Adjoint d'un opérateur non borné). Soit 7" densé-
ment défini. L’adjoint 7™ est 'opérateur de domaine

dom(7T")={y € H:xz— (Txz,y) est continu sur dom(7")}

et défini par (T'z,y) = (z, T*y) pour tout z € dom(T).

Définition 10.20 (Opérateur symétrique, auto-adjoint). Un opéra-
teur densément défini T" est :
— symétrique si T C T*, i.e., dom(T) C dom(T™) et T*x = Tx
pour z € dom(7).
— auto-adjoint si T = T*, i.e., T est symétrique et dom(7T) =
dom(T™).

Remarque 10.21. La distinction entre symétrique et auto-adjoint est
cruciale pour la théorie spectrale. Un opérateur symétrique peut ne
pas étre auto-adjoint si dom(7") € dom(7™).

Théoréme 10.22 (Critére d’auto-adjonction). Soit T' un opérateur sy-
métrique densément défini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est auto-adjoint.
(i) T est fermé et Ker(T* £i1d) = {0}.
(i) im(T +i1d) = H.

Démonstration. (i) = (ii). Si T = T*, alors T est fermé car T* est toujours
fermé. Si T*y = iy, alors (Ty,y) = (y.T*y) = (y,iy) = —il|ly||* et aussi
(Ty,y) = (T*y,y) = i|jy||* (car T = T*). Donc ||y||> = 0, d’ott y = 0. Méme
argument pour —i.

(ii) = (iii). Montrons que im(7" + i1d) est fermé. Si (T + ild)z, — y
avec x, € dom(7T"), alors pour tout n :

. 2 2 2
(T + i 1d)zn || = [[Tn]]” + [l

(par développement, utilisant (T'z,,ix,) + (ix,, Tz,) = 0 car T est sy-
métrique). Donc ||z,||> < (T +4)z,||*, la suite (z,) est de Cauchy (car



10.9. THEOREME SPECTRAL POUR LES OPERATEURS AUTO-AD.JOINTS NON BORNES161

(T + i)z,) converge), x, — z, et Tx, — y — ixz. Comme T est fermé,
z € dom(T') et (T + i)z = y. Donc im(T + ¢) est fermé.

Siim(T + i) # H, il existe z # 0 avec z L im(7 + 4). Pour tout
r € dom(T) : ((T'+i)x,z) = 0, donc (Tz,z) = —i(x,z). Cela signifie
z € dom(T™*) et T*z = iz, dou z € Ker(T* — i) = {0} : contradiction.
Donc im(7T + i) = H. Méme argument pour 7" — i.

(iii) = (i). Soit y € dom(7™). Comme im(7 + i) = H, il existe zy €
dom(T') tel que (T'+4)xg = (T*+1i)y. Comme T C T* : (T* +i)xo = (T*+1)y,
d’ot T*(y — ) = —i(y — x0). Or Ker(T* +4) = im(T —i)* = H+ = {0} (car
im(T' — i) = H). Donc y = zg € dom(T"). Ainsi dom(7*) C dom(7’), d’otr
T=T". [

Exemple 10.23 (Le laplacien —A). Sur Q C R? ouvert borné régulier,
I'opérateur —A avec domaine dom(—A) = H?(Q) N H} () est auto-
adjoint positif sur L?(Q).

Exemple 10.24 (L'opérateur ih). Sur L*(R), Dopérateur P =
—i% (opérateur d’impulsion en mécanique quantique) avec domaine
dom(P) = H'(R) est auto-adjoint.

Sur L*([0,1]), la situation est plus subtile : I'opérateur —i% avec do-

maine C2°((0,1)) est symétrique mais pas auto-adjoint. Ses exten-
sions auto-adjointes sont paramétrées par les conditions aux bords

f(1) =€?£(0), 6 € [0,2m).

10.9 Théoréme spectral pour les opérateurs auto-
adjoints non bornés

Théoréme 10.25 (Théoréme spectral — opérateurs non bornés). Soit
T un opérateur auto-adjoint (non nécessairement borné) sur H. Il
existe une unique mesure spectrale E sur (R, B(R)), concentrée sur
o(T), telle que :

T = /RAdE()\)

avec dom(T) = {xz € H : [ \*du,()\) < co}. Plus généralement, pour
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toute fonction borélienne f: R — C :

:/Rf()\)dE()\), dom(f(T)) =4z € H : /!f * dps(N) <oof.

Nous omettons la preuve compléte, qui utilise la transformée de Cayley
U= (T —1i)(T+ i)', qui est un opérateur unitaire. On applique le théo-
reme spectral pour les opérateurs unitaires a U, puis on revient a 71" par
transformation inverse.

10.10 Application : mécanique quantique

En mécanique quantique, un systéme physique est décrit par un espace de
Hilbert H (I'espace des états), et les observables physiques sont représentées
par des opérateurs auto-adjoints sur H.

Remarque 10.26 (Postulats de la mécanique quantique). (i) L’état
d’un systéme est un vecteur unitaire ¢» € H (a une phase prés).

(ii) Une observable est un opérateur auto-adjoint A sur H.

(iii) La valeur moyenne de A dans I'état ¢ est (A, ¥).

(iv) Les waleurs possibles d'une mesure de A sont les éléments de
a(A).

(v) La probabilité d’obtenir un résultat dans l’ensemble borélien B
est [ E(B)YI = ol B).

(vi) Aprés une mesure donnant un résultat dans B, 'état devient
E(B)Y/||E(B)Y| (réduction du paquet d’ondes).

Exemple 10.27 (Position et impulsion). Sur H = L*(R) :
— Lopérateur position : (Qf)(z) = xf(x), dom(Q) = {f € L*:
zf € L?}.

— Lopérateur impulsion : (Pf)(z) = —ihf'(x), dom(P) = H'(R).
Ces opérateurs satisfont la relation de commutation canonique :
[Q,P] = QP — PQ = ihId (sur un domaine dense approprié¢). Le
spectre de ) et de P est R tout entier (spectre purement continu).
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Exemple 10.28 (Hamiltonien de l'oscillateur harmonique). L’opéra-
teur Hoe = — 3 +22 (avec h = m = w = 1) est auto-adjoint sur L?(R).
Son spectre est purement ponctuel : o0(Hys) = {2n+ 1 : n € N}, avec
des fonctions propres données par les fonctions de Hermite.

10.11 Exercices

Exercice 10.1 (x). Soit 7' € L(H) auto-adjoint. Montrer que o(T") C
[m, M]otm = inf; =1 (T'x, ) et M = supy,—; (T, ), et quem, M €
a(T).

Exercice 10.2 (x). Soit 7" auto-adjoint borné et E sa mesure spectrale.
Montrer que A € o(T) si et seulement si E((a,b)) # 0 pour tout
intervalle ouvert (a,b) contenant \.

Exercice 10.3 (%*). Soit 7" auto-adjoint borné avec o(T) = {a,b}
(deux points). Montrer que T est de la forme T' = aP + b(Id —P) ou
P est un projecteur orthogonal. Calculer la mesure spectrale.

Exercice 10.4 (xx). Soit T' € L(H) positif. Montrer que Ker(T"/?) =
Ker(T) et im(7"/2) = im(T).

Exercice 10.5 (xx). Soit T € L(H) et T = U |T| sa décomposition
polaire. Montrer que 7% = U* |T™*| n’est pas en général la décomposition
polaire de 7™, mais que T* = V |T*| avec V = U*.

Exercice 10.6 (xxx). (Critéere de Nelson.) Soit T symétrique sur H.
On dit que z € dom™(T") = (,,5, dom(T™) est un vecteur analytique si

S "zl yn o pour un ¢ > 0. Soit D C dom™(7") un sous-espace

n=0 n!
dense de vecteurs analytiques. Montrer que 7" est essentiellement auto-

adjoint (i.e., T est auto-adjoint).
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Exercice 10.7 (xx). Soit (€2, 1) un espace mesuré o-fini et ¢ : Q — R
mesurable. L’opérateur de multiplication M, f = ¢f sur L*(Q, i) avec
domaine dom(M,,) = {f € L*: of € L*} est auto-adjoint. Déterminer
sa mesure spectrale et son spectre.

Exercice 10.8 (x x x). (Théoréme de Stone.) Soit (Uy)ier un groupe
fortement continu d’opérateurs unitaires sur H. Montrer qu’il existe
un unique opérateur auto-adjoint A tel que U, = ™4 pour tout ¢t € R.
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11.1 Inégalités fondamentales

Soit (€2, A, 1) un espace mesuré. Pour 1 < p < oo, on note LP(Q)) =
LP(Q, A, 1) Despace des (classes de) fonctions mesurables f : Q — K telles
que [|f]|, < oo, on

1/p
</|f|pdu> sil<p< oo,
11, =9 e
inf{C' >0:|f] <C pp.p.} sip=oc.

On rappelle que les exposants conjugués p et q satisfont }D + é =1, avec
la convention ¢ = oo si p = 1.

165
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Théoréme 11.1 (Inégalité de Young). Pour tous a,b>0 et 1 <p <
0 avec t+1=1:
P oq
af b
ab < — + —.
p q

L’égalité a lieu si et seulement si aP = b1.

\. .

Démonstration. La fonction ¢(t) = logt est concave. Par la convexité de
I’exponentielle, pour s,t > 0 :

p q
l(plogs)Jr%(qlogt) < leplogs + leqlogt _ S_ 14

log s+logt __ er

st=c¢e —

p q p q

par 'inégalité de Jensen (ou directement par convexité de e”). On applique
avec s =a, t = b. O

Théoréme 11.2 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et g son
exposant conjugué. Pour tous f € LP(Q) et g € L1(Q) :

gl < WA, Mgl -

Démonstration. Les cas p =1 (¢ = 00) et p =00 (¢ = 1) sont immeédiats.
Supposons 1 < p < oo. Si | f|[, = 0 ou [|g[|, = 0, le résultat est tri-
vial. Sinon, posons f = f/ 1f]l, et g = g/llgll,- Par I'inégalité¢ de Young

(théoréme [11.1)) :

pour p-presque tout x. En intégrant :

/‘f‘ |§|d“§1/‘f‘pd“+l/|§lqdu=1+lzl.
Q b Ja qJo P q

Done [[fgl du < [[fIl, lgll,- O

Théoréme 11.3 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 <p < oo et f,g €
LP(Q) :
If +gll, < 11, + llgll,-
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Démonstration. Les cas p =1 (inégalité triangulaire pour |-|) et p = oo sont
immeédiats. Supposons 1 < p < co. On a :

\f+glP < |f+a" 1fl+1f+ " gl

Comme (p — 1)g = p, la fonction |f + g[’~" € L(Q) avec H]f—l—g|p_1Hq =
If + gHg/ . En appliquant Holder a chaque terme :

1F+ g2 < 1L, I + g2+ llgll,, If + gll?
= (I£1, +llgll,) If + gl

Si||f +gll, > 0, on divise par ||f + g||£/q et on utilise p — p/q = 1. O

11.2 Complétude de L? : théoréme de Riesz—
Fischer

Théoréme 11.4 (Riesz—Fischer). Pour 1 < p < oo, lespace LP(2, 1)
est un espace de Banach.

Démonstration. Seule la complétude reste a montrer (la vérification que ||-||,
est une norme est classique via Minkowski). Traitons le cas 1 < p < co.
Méthode par sous-suites. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans LP. 1l
suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente (car une suite de
Cauchy ayant une sous-suite convergente converge elle-méme).
Extrayons une sous-suite (f,,) telle que ||fnkJrl - fnka < 27", Posons

N (o]
gN(w) = Z ’fnkH(x) - fmC(:U)‘ ) g(l’) = Z |fnk+l(x) - fnk(w)’ :
k=1 k=1
Par Minkowski :
N N
lgwll, <> Nl fuers = full, <D 275 < 1.
k=1 k=1

Par le lemme de Fatou : [¢?du < liminfy [ ¢} du < 1. Donc g < oo -
presque partout, ce qui signifie que la série télescopique

fnl (Q?) + Z(f”kﬂ (SL’) - fnk (ZL’))
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converge absolument pour u-presque tout z. Notons f(x) sa limite : f,,, () —
f(z) p-p.p.

I reste & montrer que f € L et [|fo, — fll, = 0. On a |f,, | < |fo| + g
pp ., donc [f] < | fu|+g € L7, d'0tt f € L7, De plus, |fu, — I < (2(] fu, |+
9))? € L'. Par convergence dominée, || f,, — fl, — 0.

Le cas p = oo est plus simple : si (f,) est de Cauchy dans L, il existe
un ensemble de mesure nulle N tel que (f,,(z)) soit de Cauchy dans K pour
tout « ¢ N. La limite ponctuelle f est dans L™ et ||f, — f]|., — 0. O

11.3 Densité de C° dans L

Théoréme 11.5. Soit Q C R? un ouvert et 1 < p < oo. Alors C=(Q)
est dense dans LP(QY) (pour la mesure de Lebesque).

Démonstration. On procéde en trois étapes.

Etape 1 : Les fonctions simples a4 support compact sont denses.
Par définition de 'intégrale de Lebesgue, toute f € LP(£2) non négative est li-
mite croissante de fonctions simples s,. Par convergence dominée, || f — ., —
0. En tronquant (s, -1p(0,n)), on obtient des fonctions simples & support com-
pact.

Etape 2 : Les fonctions continues & support compact sont denses.
Par le théoreme de Lusin, pour tout € > 0, toute fonction mesurable f a
support compact coincide avec une fonction continue sur un ensemble dont le
complémentaire a mesure < €. Cela permet d’approcher les fonctions simples
a support compact par des fonctions de C.(2).

Alternativement, on approche 1x (pour K compact C €2) par des fonc-
tions de C,(£2) via le lemme d’Urysohn.

Etape 3 : Régularisation par convolution. Soit p € C®(R?) avec
p > 0,suppp C B(0,1) et [p = 1. Posons p.(z) = e p(x/e). Pour f €
C.(Q2), la fonction fxp. € C°(RY) et supp(f * p.) C supp(f) + B(0,¢). Pour
€ assez petit, fxp. € C°(Q) et [|f * p. — f|, — 0 par un argument standard
de convergence dominée. O

Remarque 11.6. Pour p = oo, C°(Q2) n’est pas dense dans L>®(f2) :
en effet, 'adhérence de C.(2) dans L™ est Cy(2) (fonctions continues
tendant vers 0 a l'infini), qui est strictement inclus dans L.
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11.4 Convolution et approximation de l’iden-
tité

Définition 11.7 (Convolution). Soient f, g : R — K mesurables. Le
produit de convolution est défini (lorsqu’il existe) par :

(f xg)(x) = y flz—y)g(y)dy.

Théoréme 11.8 (Inégalité de Young pour la convolution). Soient 1 <
p,q, 7 < 00 avec 117 —i—% =1+ % Si f € LP(RY) et g € LI(RY), alors
f*xge€ L' (RY) et

1 *gll, < N1, lgll -

Définition 11.9 (Approximation de I'identité). Une approzimation de
Videntité est une famille (p.).~o de fonctions dans L(R?) telle que :

(i) Jga pedz =1 pour tout e > 0.

(i) sup, [|pell; < oo
(iii) Pour tout § >0 : f‘x|>6 |p(z)] dz — 0 quand ¢ — 0.

Proposition 11.10. Soit (p.) une approzimation de l’identité et 1 <
p < oo. Pour tout f € LP(R?) :

If *pe = fll, =0 (¢ =0).

. 7

Démonstration. On a (f x p.)(z) — f(z) = [[f(x —y) — f(2)] p-(y) dy. Par
Minkowski intégral :

I£5p-= 11, < [ It = £l ool

ou 7, f(x) = f(z —y). On sait que y — |7, f — [, est continue et vaut 0 en
y = 0. Soit § > 0 tel que ||, f — fl|, < & pour |y| < d. Alors :

W*m—ﬂuséf pel dy+2017lL, [ ool dy

ly|<d ly|>d

sﬂ@m+mum/ Pl dy— 2 C
ly|>6
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quand ¢ — 0. Comme &’ est arbitraire, on conclut. O

11.5 Dual de L?

Théoréme 11.11 (Représentation de Riesz pour LP). Soit (2, A, i)
un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo. Alors l'application

B LI(Q) > (1)) / Fain

(ot 117 + 1 ; = 1) est une isométrie isomorphe : (LP(Q2))" = LI((2).

Démonstration. @ est une isométrie. Par Holder, |®(g)(f)] < [[f]l, lgll,;
donc [[®(g)|| < [|g][,. Pour I'égalité, si g # 0, posons

g g _
fo= =gl = = - |g* !
9] 9]
(avec fo = 01a ot g = 0). Alors | fol” = [g]“"V" = [g|?, donc || foll,, = [lgl|Z’".
Et ®(g)(fo) = [ lg|” du = [|g]|%. Donc [|@(g)[| > llgll?/ gllZ" = llglle~ alp _

g1l
¢ est surjective. Soit £ € (LP(Q2))". On construit g tel que ¢ = ®(g).

Cas p = 2. C’est le théoréeme de représentation de Riesz—Fréchet dans
I’espace de Hilbert L2.

Cas 1 < p < oo général, u o-finie. Définissons une mesure signée v sur
(Q,A) par v(A) = £(14) pour tout A € A de mesure finie. Vérifions que v
est bien définie et o-additive :

— 14 € LP car pu(A) < oo, donc v(A) = {(14) est défini.

— ()] = 16La)] < 1] 1Lall, = 1] p(A)7. Bn particulier, v < .

— La o-additivité de v résulte de la continuité de ¢ et de la convergence
dans L? des sommes partielles 37 14, .

Par le théoréme de Radon-Nikodym (valable car p est o-finie), il existe
g € Li,.(Q) telle que v(A) = [, gdp pour tout ensemble mesurable A de

mesure finie. Donc :
l(s) = / sgdp
Q

pour toute fonction simple s & support de mesure finie. Par densité des fonc-
tions simples dans LP et continuité de ¢ :

:/Qfgd,u, Vfe LP(Q).
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Il reste & montrer que g € L%(2). Pour 1 < p < oo : prenons f, =
g/ lgl - min(|g|*",n) - 1o, ot Q, T Q avec u(Q,) < oo. Alors f, € LP et

/Q min(|g|*,n |gl) du = €(fa) < 11€]] 11 full, -

Un calcul montre [|fully < [min(|g*, n|g]) du, dot [[fall; < €] - I fall,,

-1
[

c’est-a-dire || f,, < ||4]|. En passant a la limite (n — 0o0) par convergence

monotone, [|g|#" < ||¢]|, donc g € L.
Pour p =1 (¢ = o) : pour tout ensemble mesurable A avec u(A) > 0 :

p(A) p(A) = u(A)
Par le théoréme de Lebesgue sur la différentiation, |g(z)| < ||¢|| pour u-
presque tout z. Donc g € L™ et ||g|| < ||4||- O

Remarque 11.12. Le dual de L*>®(Q) est strictement plus grand que
LY(92) : c’est Iespace des mesures finiment additives absolument conti-
nues ba(€2, u). En particulier, L>° n’est pas réflexif.

11.6 L? comme espace de Hilbert

Remarque 11.13. L’espace L%(€, 1) est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire

<f,g>=/9fgdu-

C’est le seul espace LP qui soit un espace de Hilbert (p = ¢ = 2).
La dualité (L?) = L? coincide avec le théoréme de représentation de
Riesz—Fréchet pour les espaces de Hilbert.

Exemple 11.14 (Bases hilbertiennes classiques). (i) Sur
L*([0,27]) : la famille {€"/\/27},cz est une base hilber-

tienne (systéme trigonométrique).

(ii) Sur L*(R,e " dz) : les polynomes de Hermite normalisés forment
une base hilbertienne.

(iii) Sur L%*([—1,1]) : les polynomes de Legendre normalisés forment
une base hilbertienne.
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11.7 Théoréme de Radon—Nikodym

Le théoréeme de Radon—Nikodym a été utilisé dans la preuve du dual de
L?. Enongons-le pour référence.

Théoréme 11.15 (Radon—Nikodym). Soit (2, A, ) un espace mesuré
o-fini et v une mesure signée o-finie sur (Q, A) avec v < p (absolu-
ment continue). Alors il existe une unique (& modification p-p.p. pres)
fonction mesurable g : Q@ — R (ou C) telle que :

v(A) :/gdu, VA e A.
A

La fonction g s’appelle la dérivée de Radon—Nikodym de v par rapport

a etsenoteg:g—;.

Nous admettons ce résultat (voir par exemple Rudin [2] pour une preuve
compléte). La preuve classique utilise le théoréme de représentation de Riesz
dans L? ou le lemme de Von Neumann.

11.8 Interpolation : théoréme de Riesz—Thorin

Théoréme 11.16 (Riesz—Thorin). Soient (Qq, p1) et (o, u2) deux es-
paces mesurés o-finis. Sotent 1 < po, p1,qo, 1 < 00 et T un opérateur
linéaire défini sur LP°(2y) + LP* () tel que :

1T fllgy < Mollfll,y,  NT S, < MilfI, -
Alors pour tout 0 < 6 < 1, en posant

1—-6 6 1 1-60 0
+

1
P P m 4 G @
onaT:LP(Q) — L1(Qy) avec

ITfll, < M= M7 |1 f1],-

Démonstration. La preuve utilise le théoréme des trois droites de Hadamard.
On se raméne au cas My = M; = 1 par normalisation.
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Soit f = Zj a;1,, une fonction simple sur ; et g = >, bylp, une
fonction simple sur Qy avec ||f|, = [lgll, =1 (ot ¢’ est le conjugué de g). 11
suffit de montrer que U(Tf)g d,u2| <1.

Pour z € S ={z € C: 0 < Rz < 1} (la bande), définissons :

1 z, .z a;
Z|aj|l’ v tor) 7| A, (2), Z|bk| |b |1B,€()

Posons F(z fQ (T'f.) 9= dus. La fonction F est holomorphe sur U'intérieur
de S, contmue et bornée sur S.

Sur la droite %oz = 0 [| fur||,,, = L et Hgith() =1, donc |F(it)| < [|T full,, <
My =1.

Sur la droite ez = 1: [ fiall,, = 1 et ||91+it||qg =1, donc |F(1 +1t)| < 1.

Par le théoréme des trois droites : [F(z)| < 1 pour tout z € S. En
particulier, |F(0)| = | [(Tf)gdus| < 1.

Par densité des fonctions simples et dualité (L9)" = L7 : 1T f1l, < IfIl,-

11.9 Application : transformée de Fourier

Définition 11.17 (Transformée de Fourier sur L!'). Pour f € L'(R9),
la transformée de Fourier de f est :

ﬂOZfﬂQZRJ@M”mﬁM,geW.

Proposition 11.18. Pour f € LY(RY) : f € Co(R?) (continue, tendant
vers 0 a linfini) et HfH < ||fll; (lemme de Riemann—Lebesgue).

Théoréme 11.19 (Plancherel). La transformée de Fourier se prolonge
en une isométrie surjective F : L*(R?) — L?(RY) :

|1, = 171z vs e L2,

. J

Démonstration. Sur S(R?) (espace de Schwartz), on montre par un calcul
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direct que HfH = || f|l, : par Fubini,
2

[1i©] 4= [ Fo7@w= [fe o
= [ 1) T e = 111

(en utilisant la formule de Parseval pour les fonctions de Schwartz). Comme
S(R?) est dense dans L?*(R?), I'isométrie se prolonge par continuité. La sur-
jectivité résulte de la formule d’inversion de Fourier sur S. O

Corollaire 11.20 (Hausdorff-Young). Pour1 <p <2et f € LP(R?) :
; sl 1 _
\Al, <ty @ag+3 =)

Démonstration. Par Riesz—Thorin : F : L' — L™ avec norme < 1 et F :
L? — L* avec norme = 1. Par interpolation avec § = 2/p’ = 2 —2/p :
F . LP — L* avec norme < 1. O

11.10 Exercices

Exercice 11.1 (x). Montrer le cas d’égalité dans I'inégalité de Holder :
[ £gll, = I fIl, llgll, si et seulement si [f|” et [g|* sont proportionnelles

[-P-D-

Exercice 11.2 (x). Soit x(€2) < co et 1 < p < r < co. Montrer que
L"(€2) € LP(2) avec injection continue : || f]|, < u(Q)Y*=V" || £]l,.

Exercice 11.3 (%x). Montrer que L'(R) n’est pas réflexif. Indication :
(LYY = L*> et (L) 2 L'.

Exercice 11.4 (xx). Soit (f,) une suite dans LP(2) (1 < p < o0)
convergeant vers f dans LP. Montrer qu’il existe une sous-suite (f,, )
et une fonction g € L? telles que f,, — f p-p.p. et |fu.| < g pu-p.p.
pour tout k.
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Exercice 11.5 (xx). Montrer que si f € L'(R?) et g € LP(R?) (1 <
p < 00), alors fx g € LP(R) et || f  gll, < | £Il; llgll,,

Exercice 11.6 (x*x). Utiliser le théoréme de Riesz—Thorin pour mon-
trer I'inégalité de Hausdorff-Young généralisée : si G est un groupe
abélien localement compact et 1 < p < 2, alors la transformée de
Fourier envoie LP(G) dans L” (G) contintment.

Exercice 11.7 (xx). Montrer que LP(R?) est séparable pour 1 < p <
0o, mais que L>®(R?) ne l'est pas.

Exercice 11.8 (x*). Soit 1 < p < 0o et (f,,) bornée dans LP(2) avec
w1(2) < co. Montrer que si f, — f p-p.p., alors f, — f dans LP(9).
Indication : utiliser la réflexivité de LP et la convergence dominée.
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12.1 Algebres de Banach : définition et exemples

Définition 12.1 (Algebre de Banach). Une algébre de Banach est
un espace de Banach (A, ||-||) muni d’une multiplication A x A — A,
(a,b) — ab, qui est bilinéaire, associative et satisfait ||ab|| < ||a|| |||
pour tous a,b € A.

Si A posséde un élément unité e avec ||e|]| = 1, on dit que A est une
algebre de Banach unitaire (ou unital).

177
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Exemple 12.2 (Exemples fondamentaux). (i) L£(FE), Palgébre des
opérateurs bornés sur un espace de Banach FE, avec la compo-
sition et la norme d’opérateur. L’unité est Id.

(ii) C(K), l'algébre des fonctions continues sur un espace com-
pact K, avec la multiplication ponctuelle et la norme ||f||. =
sup,ere |.f(2)]-

(iii) ¢'(Z) avec le produit de convolution : (axb)(n) = Y, ., a(k) b(n—
k). C’est une algeébre de Banach commutative unitaire (1'unité est
do)-

(iv) LY(G) pour un groupe localement compact G, avec le produit de
convolution.

(v) Le disque algébrique A(D) : fonctions continues sur D et holo-
morphes sur D, avec la norme || f||__.

12.2 Spectre et rayon spectral

Définition 12.3 (Spectre dans une algébre de Banach). Soit A une
algébre de Banach unitaire et a € A. Le spectre de a est

Spec(a) = {A € C:a — Ae n’est pas inversible dans A}.

L’ensemble p(a) = C \ Spec(a) est la résolvante de a, et application
A= (a — Xe)™! est la fonction résolvante.

Proposition 12.4. Pour tout a € A (A unitaire), Spec(a) est un
compact non vide de C contenu dans le disque {|\| < ||lal}.

Démonstration. Si || > |la||, alors a —Ae = —A(e—a/\) et ||a/A]| < 1, donc
e — a/\ est inversible par la série de Neumann : (e — a/A)~1 =3 (a/\)"
Donc Spec(a) C B(0, ||al]).

Le spectre est fermé car I'ensemble des éléments inversibles est ouvert
(par perturbation de l'identité). Le spectre est non vide : si Spec(a) = 0,
alors la fonction résolvante A + (a — Ae)™! est entiere (holomorphe sur C
tout entier, & valeurs dans A). De plus, pour |\ — oo, [[(a —Xe)7Y| =
ﬁ (e —a/A)7'| — 0. Par le théoréme de Liouville vectoriel, la résolvante
est identiquement nulle, ce qui est absurde. O
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Théoréme 12.5 (Formule du rayon spectral). Soit A une algébre de
Banach unitaire et a € A. Le rayon spectral r(a) = sup{|A| : A €
Spec(a)} satisfait :

r(a) = lim ||a”||"" = inf ||a”||*".
—00 n>1

\. J

Démonstration. Posons R = lim,, ||a”|*/" (la limite existe car la suite (log [|a"||)

est sous-additive, par le lemme de Fekete).

r(a) < R. Si A € Spec(a), alors A" € Spec(a™) (car si a™ — A\"e est
inversible, un argument de factorisation montre que a — Ae est inversible).
Donc [A[" < ||la”||, i.e., |A| < [la”]|*". En passant a la limite : [A| < R.

R < r(a). La série de Laurent de la résolvante au voisinage de l'infini est :

n

_ — a
(a — Xe) lz—z/\nH, A > r(a).

n=0

Cette série converge dans A pour |A| > r(a). Pour tout ¢ € A’ (le dual de
A), la fonction A — ¢((a — Ae)™') est holomorphe sur {|\| > r(a)} avec le
développement — >~ p(a™) /A", Par la théorie des séries de Laurent, cette
série converge pour |A| > r(a), donc [p(a™)| / [N = 0 pour tout |A| > r(a).
Ainsi la suite (p(a™/A")) est bornée pour tout ¢ € A’. Par Banach—Steinhaus,
sup, |la™ /A" < oo, d’out [|la”||*™ < CY/" |A| pour tout |A| > r(a). En passant
a la limite : R < |A| pour tout |A| > r(a), donc R < r(a). O

12.3 Algebres de Banach commutatives : théo-
rie de Gelfand

Définition 12.6 (Caractére). Soit A une algébre de Banach com-
mutative unitaire. Un caractére de A est un morphisme d’algébres
non nul y : A — C, c’est-a-dire une forme linéaire multiplicative :

x(ab) = x(a)x(b) et x(e) = 1.

Proposition 12.7. Tout caractere x est automatiquement continu
avec || x| = 1.

\. J

Démonstration. Si |x(a)| > ||lal|, posons A = x(a). Alors a — Ae est inversible
(car |A| > ||al|), et x(a — Xe) = x(a) — A = 0, donc x annulerait un élément
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inversible : 0 = x((a—Xe)(a—Ae) ™) = x(a—Xe)x((a—Ae)™) = 0, ce qui est
cohérent mais impossible car y(e) = x((a—Xe)(a—Xe)™ ') = 0-x(...) =0 # 1.
Contradiction. Donc |x(a)| < |la]|, i.e., ||x]] < 1. Comme x(e) = 1 et |le|| =1,
ona x| =1. O

Définition 12.8 (Espace de Gelfand). L’espace de Gelfand (ou
spectre) de A est I'ensemble A de tous les caractéres de A, muni de
la topologie faible-x (restreinte de o(A’, A)).

Proposition 12.9. A est un espace compact non vide.

Démonstration. Comme ||x|| < 1 pour tout x € A, ensemble A est contenu
dans la boule unité fermée de A’, qui est compacte pour la topologie faible-
x par le théoréme de Banach—Alaoglu. Montrons que A est fermé (pour
(A’ A)) :sixe — @danso(A’, A), alors p(ab) = lim y,(ab) = lim x4 (a)x.(b) =
©(a)p(b) et p(e) = 1. Donc ¢ € A. Fermé dans un compact, A est compact.
Non-vacuité : tout idéal maximal M de A donne un caractére A —
A/M = C (car A/M est un corps, et un corps qui est une algébre de Banach
est isomorphe & C par le théoréme de Gelfand—Mazur). O

Définition 12.10 (Transformée de Gelfand). La transformée de Gel-
fand est 'application

[:A—C(A), T(a)(x)=ax) = x(a).

Théoréme 12.11 (Propriétés de la transformée de Gelfand). L’appli-

~

cation T' : A — C(A) est un morphisme d’algébres continu avec :
(i) ab=a-b et aa + pb = aa + Bb.
(i1) é=1.

(iii) ||a||l, = r(a) (rayon spectral de a).

(iv) Spec(a) = a(A) = {x(a) : x € A}.

Démonstration. (i) et (ii) sont immédiats par définition.

(iii) On a A € Spec(a) <= a — Ae n’est pas inversible <= a — e
appartient & un idéal maximal M <= il existe y € A avec x(a—Xe) =0
<= y(a) = Apour un x € A. Donc Spec(a) = a(A) et all,, = sup, |x(a)| =
sup{|A| : A € Spec(a)} = r(a). O
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12.4 (*-algébres

r

Définition 12.12 (C*-algebre). Une C*-algébre est une algébre de
Banach A munie dune involution % : A — A (antilinéaire, (ab)* = b*a*,
(a*)* = a) satisfaisant ’aziome C* :

la*all = [la]l*, Va € A.

Exemple 12.13 (Exemples de C*-algebres). (i) £L(H) avec T* =
adjoint hilbertien. L’axiome C* est : |T*T|| = ||T|°.
(ii) C(K) avec f*(x) = f(x). L’axiome C* est : ||ffHoo = |If1I%
(évident).
(iii) Toute sous-algebre fermée et stable par x de £L(H) est une C*-
algebre.

Lemme 12.14. Dans une C*-algébre, si a = a* (auto-adjoint), alors

lall = r(a).
Démonstration. On a ||a?|| = [la*a| = ||a||*. Par récurrence : ||a®"|| = [ja]*".
1/2k
Donc 7(a) = lim,, ||a”||*™ = lim, ‘ a? = ||a|l. O

12.5 Théoréme de Gelfand—Naimark commu-
tatif

Théoréme 12.15 (Gelfand-Naimark commutatif). Soit A une C*-
algébre commutative unitaire. Alors la transformée de Gelfand

~

I''A—C(A), a—a,

est un isomorphisme isométrique de C*-algébres. Autrement dit, A =
C(A).

\. J

Démonstration. Par le théoréme [12.11], I’ est un morphisme d’algébres avec
il = (o) A

Respect de I'involution. Pour tout y € A et a € A : si a = a*, alors
Spec(a) C R (dans une C*-algebre, les éléments auto-adjoints ont un spectre
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réel, donc x(a) € R = x(a). Tout a s’écrit a = “E= 4 {929 (somme de

deux auto-adjoints), d’ou y(a*) = x(a), i.e., a* = a.
Isométrie. Pour tout a € A : a*a est auto-adjoint, donc ||a||® = ||a*a|| =

‘ o0

Injectivité. Conséquence immédiate de 'isométrie.

a*a a-a

r(a*a) = ) o= |a||%.. Donc ||a||, = |la]| : T est une isomé-

trie.

~

Surjectivité. L’image I'(A) est une sous-algébre fermée de C'(A) (car
A est complet et I' isométrique) qui sépare les points de A (si x1 # X2, il
existe a avec xi(a) # X2(a)), contient les constantes (¢ = 1), et est stable

par conjugaison (a* = a). Par le théoréme de Stone-Weierstrass, I'(4) =
C(A). O

Remarque 12.16. Ce théoréme dit que toute C*-algébre commutative
unitaire est (isométriquement isomorphe a) Ualgébre des fonctions
continues sur un espace compact. C’est un résultat remarquable : la
structure algébrique et I'involution déterminent complétement 1’espace
topologique sous-jacent.

12.6 Calcul fonctionnel continu dans les C'*-algébres

Corollaire 12.17 (Calcul fonctionnel continu). Soit A une C*-algébre
unitaire et a € A un élément normal (a*a = aa*). Alors il existe un
unique x-morphisme isométriqgue ® : C(Spec(a)) — A tel que ®(id) =
aet (1) =e.

Démonstration. La sous-C*-algébre C*(a) engendrée par a et e est commu-

Y

tative (car a est normal). Par le théoréme de Gelfand-Naimark, C*(a) =

C(@). On montre que C/’*Q = Spec(a) via x +— x(a), ce qui donne
l'identification C*(a) = C(Spec(a)). O

1. Eneffet, sia = a* et A = a+if avec B # 0, alors ||a + ite||® = ||(a + ite)*(a + ite)|| =
|a® + t%e|| < lal|* 4 2, mais aussi r(a + ite) > |a 4 i(8 + t)|. Pour ¢ grand, cela donne
une contradiction.



12.7. ETATS ET FORMES POSITIVES 183

12.7 Etats et formes positives

Définition 12.18 (Forme positive, état). Soit A une C*-algebre uni-
taire.

— Une forme linéaire ¢ : A — C est positive si p(a*a) > 0 pour
tout a € A.

— Un état est une forme positive ¢ avec p(e) = 1.
L’ensemble des états est noté S(A).

Proposition 12.19. Soit ¢ un état sur A. Alors :
(i) p(a*) = @(a) pour tout a.
(ii) |o(a)|” < ¢(a*a) (Cauchy-Schwarz).

(111) o est continu avec ||| = 1.

. v

Démonstration. (i) On écrit a = h + ik avec h,k auto-adjoints. Comme
¢(h) € R pour h auto-adjoint (car h = h* et p(h) = ¢(h*) = ¢(h), montré
en écrivant h comme différence de deux éléments positifs), on obtient p(a*) =
p(h —ik) = p(h) —ip(k) = ¢(a).

(ii) La forme sesquilinéaire (a,b) — ¢(b*a) est positive (¢(a*a) > 0).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne : |p(b*a)|* < ¢(a*a)@(b*b). Avec b = e :
p(a)* < p(a*a) - 1.

(iii) De (i) : |¢(a)]® < @(a*a) < |la*a| = ||a||® (car ¢ est positive et
|la*al| e — a*a > 0). Donc ||¢|| <1, et p(e) = 1 donne ||¢|| = 1. O

12.8 Construction GNS

r 3

Théoréme 12.20 (Construction GNS). Soit A une C*-algébre unitaire
et ¢ un état sur A. Il existe un espace de Hilbert H,, un x-morphisme
m,: A— L(H,) (une représentation) et un vecteur &, € H, tels que :

(i) ¢(a) = (my(a)é,, &) pour tout a € A.

(it) &, est cyclique : m,(A)E, = H,.
Ce triplet (H,, 7y, &,) est unique a isomorphisme unitaire pres.

\. J

Démonstration. Etape 1 : Pré-espace de Hilbert. Posons N,={a€A:
¢(a*a) = 0}. Par CauchySchwarz, N, est un idéal a gauche fermé de A. Sur
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le quotient A/N,, la forme sesquilinéaire

(lal, [b]) = »(b%a)

est bien définie et est un produit scalaire (la positivité résulte de la définition
de Ny : ([a], [a]) = p(a”a) = 0 = [a] = 0).

Etape 2 : Complétion. Soit H, le complété de (A/N,, (-, -)).

Etape 3 : Représentation. Pour a € A, application [b] — [ab] est bien
définie sur A/N,, (car N, est un idéal & gauche). Elle est bornée :

l[ab]|I* = ¢(b*a*ab) < ||a*al| (b"b) = |lall* [I[B][}"

(en utilisant que ||a]|* e — a*a > 0, donc o(b*(||al|* e — a*a)b) > 0). Donc elle
se prolonge en un opérateur borné m,(a) € L(H,) avec ||m,(a)| < |la|.
On vérifie que 7, est un *-morphisme :

— mp(ab)[e] = [abe] = mp(a)[be] = mo(a)m,(b)[]-
— (mp(a)[b], [c]) = ([a"0], [c]) = @(c"a™d) = ([b], [ac]) = ([b], 7o (a)lc])-

ES

Donc m,(a*) = my(a)*.
Etape 4 : Vecteur cyclique. Posons &, = [¢] € H,,. Alors :

(mo(a)ée, &) = (lal, [e]) = w(e’a) = p(a).

Et m,(A)¢, = {[a] : a € A} = A/N,, qui est dense dans H,, par construction.

Unicité. Si (H', 7', ) est un autre triplet satisfaisant (i) et (ii), I'appli-
cation U : m,(a)é, + 7'(a)€ est bien définie et isométrique : ||7’(a)¢’||” =
(r'(a*a)¢ &) = pla*a) = ||m,(a)é,|”. Elle se prolonge en un unitaire U :
H, — H'" avec U, (a)U* = 7'(a) et UE, =& O

Corollaire 12.21 (Gelfand-Naimark abstrait). Toute C*-algeébre ad-
met une représentation fidéle (injective) sur un espace de Hilbert. Au-
trement dit, toute C*-algebre est isométriquement x-isomorphe a une
sous-C*-algébre de L(H) pour un certain espace de Hilbert H.

Démonstration. Pour chaque état ¢ € S(A), construisons le triplet GNS
(Hy, Ty, &p). Posons H = @ 54y Hy et 7 = D, 7. Alors m: A — L(H)
est un *-morphisme.

Injectivité : si m(a) = 0, alors m,(a) = 0 pour tout état ¢, donc p(a*a) =
(mo(a*a)é,, &) = ||Imo(a)é,]” = 0. Comme les états séparent les éléments
positifs (pour tout b > 0, b # 0, il existe un état ¢ avec p(b) > 0), on obtient
a*a =0, don ||a||” = |la*al| = 0 et a = 0. O

pES
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12.9 Application : mécanique quantique et théo-
rie des représentations

Remarque 12.22 (Observables en mécanique quantique). La formula-
tion algébrique de la mécanique quantique (due & Segal, Haag, Kast-
ler) considére les observables comme les éléments auto-adjoints d'une
C*-algébre A. Les états physiques sont les états au sens de la défini-
tion [[2.18 La construction GNS fournit alors I’espace de Hilbert et la
représentation concréte du systéme.

Cette approche est essentielle en théorie quantique des champs, ou
I'espace de Hilbert n’est pas fixé a priori mais dépend de ’état (repré-
sentations inéquivalentes).

12.10 Exercices

Exercice 12.1 (x). Calculer le spectre de 1'élément f(z) = z dans
C([0,1]). En déduire que r(f) = || | .-

Exercice 12.2 (x). Soit A une algébre de Banach unitaire et a,b € A.
Montrer que Spec(ab) U {0} = Spec(ba) U {0}.

Exercice 12.3 (xx). (Théoréme de Gelfand-Mazur.) Montrer que si
A est une algébre de Banach unitaire dans laquelle tout élément non
nul est inversible, alors A = C.

Exercice 12.4 (xx). Calculer 'espace de Gelfand de ¢!(Z) et iden-
tifier la transformée de Gelfand. Indication : les caracteres sont les
morphismes a — Y a(n)z" pour z € T (le cercle unité).

Exercice 12.5 (xx). Soit A une C*-algébre et a € A normal. Montrer
que [la]| = r(a).
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Exercice 12.6 (x*x). Soit A = M,,(C) (les matrices n X n) et p(a) =
L Tr(a). Construire explicitement le triplet GNS (H,, 7y, &, ).

Exercice 12.7 (xx). Un état ¢ est pur s'il est un point extréme de
S(A). Montrer que ¢ est pur si et seulement si la représentation GNS
associée est irréductible.

Exercice 12.8 (xxx). (Théoreme de Wiener.) Soit f € (1(Z) et f(z) =

Y nez f(n)2" sa série de Fourier. Montrer : si f(2) # 0 pour tout z € T,
alors 1/ f est aussi une série de Fourier absolument convergente, c’est-
a-dire 1/f = § pour un g € (1(Z).

Indication : utiliser la théorie de Gelfand.
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Ce chapitre rassemble sans démonstration les résultats d’analyse, de to-
pologie et de théorie de la mesure utilisés dans le cours.

A.1 Théoréme de Baire

Théoréme A.1 (Baire). Soit X un espace métrique complet (ou un
espace localement compact). Toute intersection dénombrable d’ouverts
denses est dense dans X. De maniere équivalente, X ne peut pas étre
réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Remarque A.2. Ce théoréme est le fondement des trois grands théo-
rémes de I'analyse fonctionnelle linéaire : Banach—Steinhaus, théoréme
de I'application ouverte et théoréme du graphe fermé.
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A.2 Lemme de Zorn

Théoréme A.3 (Lemme de Zorn). Soit (X, <) un ensemble ordonné
inductif (i.e., toute chaine admet un majorant). Alors X posséde au
moins un €lément maximal.

Ce résultat, équivalent a 'axiome du choix, est utilisé pour :
— L’existence de bases algébriques (bases de Hamel).
— Le théoreme de Hahn-Banach.
— L’existence d’idéaux maximaux dans les algébres.

— Le théoréme de Tychonoff.

A.3 Théoréme de Tychonoff

Théoréme A.4 (Tychonoff). Tout produit d’espaces topologiques com-
pacts est compact (pour la topologie produit).

Ce théoréme est équivalent a I’axiome du choix. Il est utilisé dans la preuve
du théoréme de Banach—Alaoglu (compacité de la boule unité du dual pour
la topologie faible-x).

A.4 Mesure de Lebesgue : rappels

On rappelle les propriétés fondamentales de la mesure de Lebesgue A sur
RY :

(i) A est une mesure de Borel réguliére, o-finie, invariante par translation.
(ii) A est compléte (les sous-ensembles de mesure nulle sont mesurables).

)
)

(i) A est la complétion de sa restriction aux boréliens.
)

(iv) Pour tout borélien B : A(B) = inf{>_ |I,| : B C U, I, I, intervalles}.
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A.5 Convergence dominée

Théoréme A.5 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit (€2, A, i)
un espace mesuré et (f,) une suite de fonctions mesurables telle que :
(i) fn— f p-presque partout.
(ii) 1l existe g € LY(Q, p) avec | f,| < g p-p.p. pour tout n.

Alors f € L'(Q, p) et [ fodu — [ fdu. De plus, || fo — fIl, = 0.

A.6 Théoréme de Fubini

Théoréme A.6 (Fubini-Tonelli). Soient (Q,p1) et (g, p2) des es-
paces Mesurés o-finis.

(i) Tonelli. Si f: €y x Qy — [0, +00] est mesurable, alors

(ii) Pubini. Si f € LY (2 x Qo, 11 @ po), alors les mémes égalités
sont valides et les intégrales intérieures définissent des fonctions
intégrables pour py-p.p. x (resp. pa-p.p. y).

[ tamem = [ ( [ e da()) () = [ | ( L

A.7 Autres rappels utiles

Théoréme A.7 (Convergence monotone). Si (f,) est une suite
croissante de fonctions mesurables positives, alors [lim, f,dp =

lim,, [ f,dp.

Théoréme A.8 (Lemme de Fatou). Si (f,,) est une suite de fonctions
mesurables positives, alors [liminf, f, dy <liminf, [ f, du.

Théoréme A.9 (Stone-Weierstrass). Soit K un espace compact et
A C C(K,R) une sous-algébre qui sépare les points et contient les
constantes. Alors A est dense dans C(K,R).

,Y) dm(x)) dpa(y)-
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Version complexe : si de plus A est stable par conjugaison, alors A est
dense dans C(K,C).

Théoréme A.10 (Ascoli-Arzeld). Soit K un espace métrique com-
pact. Un sous-ensemble F C C(K) est relativement compact si et

seulement st F est borné et équicontinu.
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linéaire, [84H94]
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forme géométrique, [TOH73]
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Hamiltonien, [163]
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Heine-Borel, théoréme de, [16] [I§]
Hellinger-Toeplitz,
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de codimension finie, [107]
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caractére naturel, [T15]
définition,
image dense, [129

isométrie, [74] [114]
injection de Sobolev, [I40]
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interpolation complexe, [I72]
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automatique, [107]
inversion

continuité, [5§|
involution, [181
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de Holder, Lax-Milgram, théoréme de,

de Poincaré, [133 application, [Ag]
inégalité de Bessel, Lebesgue
inégalité de Cauchy-Schwarz, mesure de,

intégrale, [42] théoréme de convergence dominée,
inégalité de Holder 189

discrete, Legendre
inégalité de Minkowski polynomes de, [I7]]
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