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Préface

L’analyse complexe est I'une des théories les plus élégantes et les plus puissantes des
mathématiques. La ot 'analyse réelle offre une grande liberté — fonctions continues non
dérivables, fonctions dérivables non deux fois dérivables, etc. — I’analyse complexe impose
une rigidité remarquable : une seule dérivée complexe suffit & garantir que la fonction est
infiniment dérivable, analytique, et entiérement déterminée par ses valeurs sur n’importe
quel ouvert.

Cette rigidité provient de la structure algébrique et géométrique du corps C. La
dérivabilité complexe, formalisée par les équations de Cauchy-Riemann, lie les dérivées
partielles réelles de maniére a créer un couplage profond entre la partie réelle et la partie
imaginaire d’une fonction holomorphe. Ce couplage a des conséquences spectaculaires :
le théoréme intégral de Cauchy, la formule intégrale de Cauchy, le développement en
série entiére, le principe du maximum, le théoréme de Liouville, et bien d’autres résultats
fondamentaux.

Connexions avec d’autres domaines. L’analyse complexe n’est pas une discipline
isolée. Ses applications irriguent de nombreux champs :

— Meécanique des fluides. Les fonctions holomorphes décrivent les écoulements
plans irrotationnels de fluides incompressibles. La partie réelle donne le potentiel
de vitesse, la partie imaginaire la fonction de courant.

— Electrostatique. Les fonctions harmoniques, étroitement liées aux fonctions
holomorphes, modélisent les potentiels électrostatiques dans le plan.

— Théorie des nombres. La fonction zéta de Riemann ((s) = ) >~ n~*, définie
comme fonction d’une variable complexe, encode la distribution des nombres
premiers.

— Géomeétrie et topologie. Les surfaces de Riemann, les fibrés en droites, la
théorie de Hodge trouvent leurs racines dans I'analyse complexe.

— Théorie du controéle. Les transformées de Laplace et de Fourier reposent sur
I’évaluation de fonctions dans le plan complexe.

Prérequis. Ce cours suppose acquis :
— Analyse réelle (suites, séries, continuité, dérivabilité, intégration).
— Topologie élémentaire (ouverts, fermés, compacité, connexité dans R™).
— Algebre linéaire (espaces vectoriels, applications linéaires, matrices).

— Calcul différentiel en plusieurs variables (dérivées partielles, différentielle).

Plan du cours.

Chapitre 1. Nombres complexes : rappels algébriques, géométrie du plan complexe,
topologie de C, sphére de Riemann.
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Chapitre 2. Fonctions holomorphes : dérivée complexe, équations de Cauchy-Riemann,
conformité, fonctions harmoniques.

Chapitre 3. Séries entiéres et fonctions analytiques.
Chapitre 4. Intégration complexe et théoreme de Cauchy.
Chapitre 5. Formule intégrale de Cauchy et applications.
Chapitre 6. Séries de Laurent et théorie des résidus.

Chapitre 7. Applications conformes et théoréme de Riemann.



Notations

Symbole Signification

N, Z,Q,R,C Ensembles de nombres usuels

Re(z), Im(z)  Partie réelle et partie imaginaire de z € C
|z Module de z

z Conjugué de z

arg(z Argument de z (multivalué)

Arg(z) Argument principal, dans (—, 7]
Log(z) Logarithme principal de z

D Disque unité ouvert {z € C: |z| < 1}
T Cercle unité {z € C: |z| =1}

D(a,r Disque ouvert de centre a et rayon r

dz =dx +idy

Disque fermé de centre a et rayon r

Cercle de centre a et rayon r

Plan complexe étendu (sphére de Riemann)
Fonctions holomorphes sur 2

Fonctions de classe €% sur Q

Dérivée complexe de f en z

Opérateurs de Wirtinger

Résidu de f en a

Indice du point a par rapport au lacet v
Différentielle complexe




Chapitre 1

Nombres complexes — Rappels et
géométrie du plan

1.1 Construction algébrique de C

Le corps des nombres complexes peut étre construit de plusieurs maniéres équivalentes.
Nous présentons ici la construction algébrique classique.

Définition 1.1 (Corps des nombres complexes). On définit C = R? muni des
opérations suivantes : pour (a,b), (c,d) € R?,

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (1.1)
(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bc).

On note ¢ = (0, 1) l'unité imaginaire et on identifie a € R avec (a,0) € C. Tout
élément z = (a,b) s’écrit alors z = a + ib.

Théoréme 1.2 (Structure de corps). (C,+,-) est un corps commutatif. Son élément
neutre pour ’addition est 0 = (0,0), et son élément neutre pour la multiplication est
1=(1,0). De plus, i* = —1.

Démonstration. La vérification des axiomes de corps est un calcul direct. Vérifions les
points essentiels.

Associativité de la multiplication. Soient z; = aq + iby, 29 = ao + iby, 23 = a3 + ibs.
On calcule (z129)23 et z1(2923) et on vérifie que les deux expressions sont égales par
développement. Ce calcul, bien que fastidieux, ne présente aucune difficulté.

Inverse multiplicatif. Soit z = a +ib # 0. Alors a® +b> > 0 et

-1 a . b a—1b

T2+ @2+ a2+

On vérifie que z - 271 = 1.
Unité imaginaire. i* = (0,1) - (0,1) =(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.
Les autres axiomes (commutativité, distributivité) se vérifient de maniére analogue. [

[\



1.2. MODULE ET ARGUMENT

Remarque 1.3. Le corps C ne peut pas étre muni d’un ordre total compatible avec ses
opérations. En effet, si un tel ordre existait, on aurait soit i > 0, d’ot1 12 = —1 > 0,
contradiction ; soit ¢ < 0, d’ott —i > 0 et (—i)*> = —1 > 0, méme contradiction. Cette
impossibilité est fondamentale : elle explique pourquoi de nombreuses techniques
d’analyse réelle (comparaison, encadrement) ne se transposent pas directement en
analyse complexe.

Définition 1.4 (Partie réelle, partie imaginaire, conjugué). Soit z = a + ib € C avec
a,beR.

(i) La partie réelle de z est Re(z) = a.
(ii) La partie imaginaire de z est Im(z) = b (c’est un réel, non un imaginaire pur).

(iii) Le conjugué de z est Z = a — b.

Proposition 1.5 (Propriétés du conjugué). Pour tous z,w € C :
(i) zvtw=zZ+w, zZ w=
(ii) Z = 2.

(i) z+Z=2Re(z), 2z—7Z=2iIm(z).

(iv) 2z = Re(2)? + Im(2)? > 0, avec égalité si et seulement si z = 0.

- W.

|

(v) z€R <= z=7Z.

vi) La conjugaison z — Z est un automorphisme de corps de C (le seul automor-
Jug
phisme continu non trivial).

\. J

Démonstration. Posons z = a + b et w = ¢+ id avec a, b, c,d € R.

i) z+w=(a+c)+i(b+d)=(a+c)—i(b+d)=(a—1ib)+ (c—id) =Z+w.

Pour le produit : zw = (ac— bd) +i(ad+ bc), donc zZw = (ac — bd) — i(ad + be). D’autre
part, Zw = (a — ib)(c — id) = (ac — bd) — i(ad + bc). D’ou I'égalite.

(i) Z=a—ib=a+ib= 2.

(ili) z+ 2z = (a4 ib) + (a — ib) = 2a = 2Re(z). De méme, z —Z = 2ib = 2i Im(2).
(iv) 2Z = (a +ib)(a — ib) = a® + b*.
(

v) et (vi) sont immédiats. O

1.2 Module et argument

Définition 1.6 (Module). Le module de z = a + ib € C est
|2| = Va? + b2 = V2Z.

Géométriquement, |z| est la distance de z a I'origine dans le plan R2.




CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES — RAPPELS ET GEOMETRIE DU PLAN

Proposition 1.7 (Propriétés du module). Pour tous z,w € C :
(i) |z| >0, avec |z| =0 <= z=0.
(i) 2| = |2l
(iii) |zw| = |z| |lw|  (multiplicativité).
(w) |27 = |2|7" pour z # 0.
(v) [Re(z2)| < || et [Tm(z)] < [z].
(vi) |z < [Re(z)] + [Im(2)]

Démonstration. Les propriétés (i), (ii), (v) et (vi) découlent directement de la définition.

(iii) |zw]® = (zw)(zw) = 2wZW = (22)(ww) = |2|* |w|.
(iv) Conséquence de (iii) : |z|[z7!] = |zz7Y = |1| = 1.

O

Théoréme 1.8 (Inégalité triangulaire). Pour tous z,w € C :

|z +w| < |2| + |w].

De plus, ||z| — |w|| < |z — w| (inégalité triangulaire inverse).

\.

Démonstration. On calcule :

|z—|—w|2:(z—l—w)(z—l—w):(z—l—w)(z—l—w)
=2Z 4+ 2w +wz + ww

= |Z|2 + 2Re(zw) + |w|2.

Or Re(zw) < |zw| = |z| |w|, d’ou

|2+ wl” < [z + 22| | + |w]® = (2] + [w])®.

L’inégalité inverse s’obtient en écrivant z = (z — w) + w, d’ou |z| < |z — w| + |w|.

]

7

0 € R tel que
z = |z| (cos @ +isinf).

particulier 6.

Définition 1.9 (Argument). Soit z € C* = C\ {0}. Un argument de z est un réel

L’ensemble des arguments de z est arg(z) = {0y + 2kn : k € Z} pour tout argument

L’argument principal Arg(z) € (—m, 7] est 'unique argument dans cet intervalle.

parfois plus adaptées.

Remarque 1.10. La multivaluation de I’argument est un théme récurrent en analyse
complexe. Elle est a 1'origine des difficultés liées a la définition du logarithme complexe
et des puissances complexes. La « coupure » le long de 'axe réel négatif, qui définit la
branche principale de ’argument, est un choix conventionnel ; d’autres coupures sont

10



1.3. FORME EXPONENTIELLE ET FORMULE D’EULER

1.3 Forme exponentielle et formule d’Euler

Théoréme 1.11 (Formule d’Euler). Pour tout § € R :

e = cosf + isin#.

Démonstration. Considérons les séries entiéres convergentes :

Séparons les termes pairs et impairs. Pour n = 2k : i%* = (—=1)*. Pour n = 2k + 1 :
i1 = (—1)¥. Donc :

oSN E (e
e —ZW—FZ;W—COS@—FZSIHG. L

Corollaire 1.12 (Forme exponentielle). Tout nombre complexe z # 0 s’écrit de
maniére unique sous la forme

z=re”, r=|z|>0,0=Arg(z) € (—m, 7).

Proposition 1.13 (Propriétés de ’exponentielle complexe). Pour tous 0, € R :
(i) €? - = 0% (les arguments s’additionnent).
(i) € = e~
(iii) |e”| =1 pour tout 6.
0

. - ei9+67i0 . o 6i0—€7
(iv) cost) = “F—,  sinf = “5—

Démonstration. (i) C’est I'identité (cos 6+ sin 0)(cos p+1isin @) = cos(6+ ) +isin(0+¢),
qui se vérifie par les formules d’addition trigonométriques.

(ii) €i? = cos§ — isinf = cos(—0) + isin(—6) = e,

(iii) ‘ei‘9|2 = ¢Weil = ¢Wei0 = 0 = 1.

(iv) Se déduit immeédiatement de la formule d’Euler et de (ii). O

Théoréme 1.14 (Formule de De Moivre). Pour tout 0 € R et toutn € Z :

(cosf + isinB)" = cos(nb) + isin(nb).

n __

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la propriété (e¥)" = ™, elle-méme
conséquence de la propriété d’additivité de I'exponentielle. n

Exemple 1.15 (Linéarisation trigonométrique). Exprimons cos®f en fonction de

11



CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES — RAPPELS ET GEOMETRIE DU PLAN

cos(kf). On utilise les formules d’Euler :

60 —1i0 1 ) ' . ‘
cos’ ) = (%) == (€% 4 3" + 3¢ + %)

1 1 3
8( cos 36 + 6 cos 0) 4COS39+40089

1.4 Racines n-iémes de 'unité

Théoréme 1.16 (Racines n-iémes). Soit w € C* et n € N*. L’équation z" = w
posséde exactement n solutions dans C, données par :

A 2k
2 = |w|" exp(iM>, k=0,1,...,n— 1.
n

\

Démonstration. Ecrivons w = |w| i avec a = Arg(w), et cherchons z = re? tel que
z" = w. On obtient r"e™ = |w| e, L'identification des modules donne r = |w|"/™ (unique
réel positif). L’identification des arguments donne nf = « + 2kn, soit 0 = % Pour

k=0,1,...,n—1, on obtient n valeurs distinctes de ¢ ; pour k = n, on retrouve la valeur

k= 0. [l

m@

Définition 1.17 (Racines n-iémes de I'unité). Les racines n-iémes de ['unité sont les
solutions de 2" =1 :

wp = ek p=0,1,...,n—1.

k

Zim/n 1 racine primitive canonique. Alors wy, = w*.

On note w =w; = e

Proposition 1.18 (Propriétés des racines de I'unité). Soit U, = {w* : k=0,...,n—
1} Uensemble des racines n-iemes de 'unité.

(i) U, est un sous-groupe cyclique de (C*,-), engendré par w.
(1) > ke ow = 0.
(ii1) TIjz ow = (_1)n+1

(iv) 2" — 1 =[[iZi(z — ).

(v) Les racines n-iemes de ['unité forment les sommets d’un polygone régulier a n
cotés inscrit dans le cercle unité.

Démonstration. (i) w? - wk = @itk = YUk modn 2 7 et (WF)™t =wF =w* € U,.
(ii) La somme S Sn—swh est une série géométrique. Comme w # 1 (pour n > 2), on

alsS = = —O.

w— 1 w—1
( ) Hk 0“’ _ w0+1+~-+(n71) — wn(nfl)/Z — eiﬂ(nfl) — (_1)n71 — (_1)n+1'

(iv) Le polynome 2™ — 1 est de degré n et admet les n racines w” ; d’ot la factorisation.

2ikm /n

(v) Les points w* = e sont réguliérement espacés de 27/n sur le cercle unité. [

12



1.5. INVERSION ET TRANSFORMATIONS DE MOBIUS

Racines 7-iémes de 'unité

Exemple 1.19 (Racines cubiques de —8). Résolvons 22 = —8. On a |w| = 8 et
Arg(w) = m, donc

2%
% :2exp(i7r+T7r) . k=0,1,2.

——zw:%”B=2(§+f§):1+w¢§

— 7z = 26" = —2.

— =265 =2 (1 - i) —1-4V3
Vérifions : (1+iv3)? = (1 +iv3)(L+iv3)? = (1 +iv3)(1 +2iv/3 - 3) = (1 +
iv3)(—2 4 2iv/3) = =2 4+ 2iv/3 — 2i/3 4+ 2 - 3= -2 -6 = 8.

1.5 Inversion et transformations de Mobius

Définition 1.20 (Inversion complexe). L’inversion complexe est application z +—
1/z, définie sur C*. En forme polaire, si z = re?, alors 1/z = r~te~® : le module est
inversé et 'argument est changé en son opposé.

Proposition 1.21 (Image de droites et cercles par l'inversion). L ’inversion z +— 1/z
transforme :

(i) un cercle ne passant pas par lorigine en un cercle ne passant pas par l'origine ;
(i) un cercle passant par lorigine en une droite ne passant pas par l'origine ;
(iii) une droite ne passant pas par lorigine en un cercle passant par l’origine ;

(iv) une droite passant pas par l'origine en une droite passant par l’origine.

\. J

Démonstration. L’équation générale d’'un cercle ou d’une droite dans C s’écrit
azZ + Bz + Pz +v=0,

avec a,y € R et f € C. C’est un cercle si a # 0, une droite si a = 0.
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CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES — RAPPELS ET GEOMETRIE DU PLAN

Si 'on pose w = 1/z, soit z = 1/w, I'équation devient
1 -1 1

Oé—_—i-ﬁ——f‘ﬁ:‘i"yzo.
ww w w

En multipliant par ww : B
a+ pw + pw + yww = 0,

soit yww + fw + fw+a = 0. On obtient une équation de méme type, avec a et v échangés.
Les quatre cas s’en déduisent. O

Définition 1.22 (Transformation de Mébius). Une transformation de Mébius (ou
homographie) est une application de la forme

b
T(z) = Zid, a,bc,deC, ad—bc£0.

La condition ad — bc # 0 assure que T’ n’est pas constante.

Proposition 1.23 (Propriétés des transformations de Mébius). (i) L’ensemble

des transformations de Mobius forme un groupe pour la composition, isomorphe
a PGL»(C).

(i) Toute transformation de Mdbius est une composée de translations (z — z+b),
rotations-homothéties (z — az, a # 0), et de Uinversion (z — 1/z).

(iii) Les transformations de Mobius envoient cercles et droites sur cercles et droites.

(iv) Elles sont conformes (préservent les angles).

\. J

Démonstration. (i) Si Ti(z) = % et Th(z) = %, alors 17 o Ty correspond au produit

des matrices (2 gi ) (‘c‘j fé ), dont le déterminant est (ajd; — bycy)(asdy — bacy) # 0.

(ii) Si ¢ =0, alors T(z) = %z + 2. Si ¢ # 0, on effectue la division euclidienne :

a ad—bc 1 7a+bc—ad 1
? z4+d/c ¢ 2 z+d/c

C’est bien une composée de translation, inversion, homothétie et translation.

(iii) Découle de (ii) et de la efprop :inversion-images.

(iv) Chaque opération élémentaire (translation, rotation-homothétie, inversion) est
conforme, donc leur composée 'est aussi. O

Exemple 1.24 (Transformation de Cayley). La transformation de Cayley T'(z) = j—jrz

envoie le demi-plan supérieur {z € C : Im(z) > 0} sur le disque unité¢ D. En effet, si
z=x+ 1y avecy > 0:

()P 2= _ 2+ @y—1?_ 2®+y2-2+1
z = = = .
24> 22+ (y+1)?2 22+y24+2y+1
Le numérateur est strictement inférieur au dénominateur (leur différence est —4y < 0),

donc |T'(2)| < 1.
La transformation inverse est 77 (w) = i1t2.

14
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1.6 Topologie de C

On identifie C & R? muni de la distance d(z,w) = |z — w].

Définition 1.25 (Disques et cercles). Soient a € C et r > 0.
(i) Le disque ouvert de centre a et de rayon r est D(a,r) ={z€ C: |z —a| < r}.
(ii) Le disque fermé est D(a,r) = {2z € C: |z —a| < r}.
(iii) Le cercle est C(a,r) ={2 € C: |z —a| =71}

Définition 1.26 (Ouverts, fermés, bord). Soit A C C.

(i) A est ouvert si pour tout z € A, il existe r > 0 tel que D(z,7) C A.
(ii) A est fermé si C\ A est ouvert.
(i) Le bord de A est JA = A\ A.

) A est borné si A C D(0, R) pour un certain R > 0.

)

(v) A est compact s’il est fermé et borné (théoréme de Heine-Borel).

(iv

Définition 1.27 (Connexité). Un ouvert 2 C C est conneze si I'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) © ne peut pas s’écrire comme réunion disjointe de deux ouverts non vides.

(ii) Pour tous z,w € €, il existe un chemin continu 7 : [0, 1] — 2 tel que y(0) = 2
et v(1) = w.

Un ouvert connexe est appelé un domaine.

Remarque 1.28. Pour les ouverts de C, connexité et connexité par arcs sont équivalentes.
On peut méme imposer que les chemins soient des lignes polygonales. En revanche,
pour des parties quelconques de C, la connexité par arcs est strictement plus forte que
la connexité.

. J

Définition 1.29 (Connexité simple). Un domaine 2 C C est simplement conneze si
tout lacet continu 7y : [0, 1] — € (avec ¥(0) = (1)) est homotope & un point dans €.
Intuitivement, () est simplement connexe s’il n’a « pas de trous ».

Exemple 1.30 (Domaines importants). (i) C est un domaine simplement connexe.
(i) C*=C)\ {0} est un domaine non simplement connexe.
(iii) D(a,r) est un domaine simplement connexe.

(iv) La couronne {z € C : 1 < |z —a|] < ry} est un domaine non simplement
connexe.

(v) Le demi-plan {z € C : Re(z) > 0} est simplement connexe.

15
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1.7 Le plan complexe étendu et la sphére de Riemann

7~

Définition 1.31 (Plan complexe étendu). Le plan complere étendu est C=Cu {0},
otl 0o est un point formel. On munit C de la topologie suivante :

— Les ouverts de C restent ouverts dans C.
— Les voisinages de oo sont les ensembles {oo} U (C\ K) ou K C C est compact.

L’espace C est compact et homéomorphe & la sphére S2.

Définition 1.32 (Projection stéréographique). La projection stéréographique est
’homéomorphisme ® : S2 — C défini comme suit. On identifie S? = {(X,Y,Z) e
R3: X2 +Y?+ Z? =1} et on projette depuis le pole Nord N = (0,0, 1) sur le plan
équatorial {Z = 0} ~ C.

Pour (X,Y,Z) € S?\ {N}, la droite passant par N et (X,Y, Z) coupe le plan Z = 0

en

X Y
B(X,Y,Z) =t +ir—.

On pose ®(N) = oco. L’application inverse est

¢4@):<2Raa 2Tm(2) py_1>'

|2+ 1" |2 +1 |2 +1

.

Vérification de la formule inverse. Soit z = x + 4y et posons 1% = 22+ y2 = |z|°. Le point
(X,Y, Z) sur S? est paramétré par (X,Y,Z) = (1—t)N +t(z,y,0) = (tz,ty, 1 —t) pour un
t > 0. La condition X?+Y? + Z? = 1 donne t*r? + (1 —t)? = 1, soit t>r? +1 -2t +t* =1,
d’ou t*(r* + 1) = 2t, soit t = °7. On obtient :

2x 2y 71 2 _7“2—1 —

r2 41’ r2 41’ 2yl el

Projection stéréographique

16



1.8. EXERCICES

Proposition 1.33 (Propriétés de la projection stéréographique). (i) ® est un ho-
méomorphisme de S? sur C.

(ii) ® est conforme : elle préserve les angles.

(1ii) ® envoie les cercles de S* sur les cercles et droites de C (les droites correspondant
auz cercles passant par N ).

Définition 1.34 (Distance chordale). La distance chordale sur C est définie par

2|z —w| 2

(z,00) = ——.
\/1+|z| i+l * 1+ |2

Elle correspond & la distance euclidienne entre les points correspondants sur S2.

1.8 Exercices
Exercice 1.1 (x). Montrer que pour zy, 2, € C :
|21 + 2" + 21 — 2* = 2()21 " + |2]%).
Interpréter géométriquement ce résultat (identité du parallélogramme).
Exercice 1.2 (x). Soient z,. .., z, € C. Montrer I'inégalité triangulaire généralisée :
|21 + 20+ 20| < 2]+ 22|+ + 2]
A quelle condition a-t-on égalité ?

Exercice 1.3 (x). Décrire les ensembles suivants et les représenter dans le plan complexe :
(a) {ze€C:|z—1|=|z+1]}.
(b) {z€C:|z—1|+|z+ 1] =4}.
(c) {z € C:Re(z?) =1}.
(d) {zeC:|lz—1|=2|z+1]}.

Exercice 1.4 (xx). (a) Calculer les racines quatriémes de —4.
(b) Calculer les racines cinquiémes de 1 + 1.

(¢) Résoudre 20 + 23 +1 =0.

Exercice 1.5 (). Soit n > 2 un entier et w = €™/
(a) Calculer > 7~ écos(%’r) et Y, Osm(%”).

(b) Calculer [];_, sm(’”) (Indication : utiliser la factorisation de 2" — 1 et évaluer en
z = 1 apres simplification.)

(c) Montrer que > 75 |1 — w"f|2 = 2n.

17
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Exercice 1.6 (**). Soit a € D (c’est-a-dire |a| < 1). Montrer que la transformation de

Mobius
zZ—a

#a2) = 1—az

est un automorphisme du disque unité D, c’est-a-dire une bijection holomorphe de D sur
D. Vérifier que ¢,(pq(z)) = 2z (involution).

Exercice 1.7 (xx). Soient a,b € C distincts et k > 0 avec k # 1. Montrer que ’ensemble

Jz—al _
{ZE(C. |z—b|—k

est un cercle (cercle d’Apollonius). Déterminer son centre et son rayon.

Exercice 1.8 (x % *). Soient z1, 29, 23, 24 € C. Démontrer 'inégalité de Ptolémée :
|21 — 23| |22 — 24| < |21 — 22| [23 — 24| + |21 — 24 |22 — 23]
(Indication : considérer le birapport et utiliser I'inégalité triangulaire.)

Exercice 1.9 (x % ). Montrer que la projection stéréographique envoie les cercles de S?
sur les cercles et les droites de C. Plus précisément, un cercle sur S? est I'intersection
de S? avec un plan aX + Y +~Z = § (avec a, 8,7,0 € R). Exprimer I'image par ® en
fonction de «, 3,7, et montrer que c’est un cercle si v # 9, une droite si v = 4.

Exercice 1.10 (xx%). Montrer que le groupe des transformations de Mobius agit triplement

A

transitivement sur C : pour tous triplets (z1, 29, 23) et (w1, wsy, w3) de points distincts de

C, il existe une unique transformation de Mobius 7T telle que T'(zy) = wy pour k = 1,2, 3.
Indication : Construire d’abord la transformation 7" envoyant (21, 29, z3) sur (0, 1, 00)

a l'aide du birapport :

(z — 21)(22 — 23)

(2 — 23)(22 — 21)

T(z) =

18



Chapitre 2

Fonctions holomorphes — Conditions de
Cauchy-Riemann

2.1 Dérivée complexe

La notion centrale de I’analyse complexe est celle de dérivabilité complexe. Bien que sa
définition soit formellement identique & celle de la dérivée réelle, ses conséquences sont
incomparablement plus riches.

Définition 2.1 (Dérivabilité complexe). Soit 2 C C un ouvert et f : Q@ — C. On dit
que f est dérivable au sens compleze (ou C-dérivable) en zy € Q si la limite

(o) = lim f(z0+h) — f(20)

h—0 h

existe dans C, ou h € C* tend vers 0 de maniére quelconque. On appelle f'(z) la
dérivée complexe de f en z.

Remarque 2.2. La condition cruciale est que la limite doit étre la méme quelle que soit
la direction dans laquelle A — 0. En analyse réelle, h ne peut tendre vers 0 que par
valeurs positives ou négatives (deux directions). En analyse complexe, h peut tendre
vers 0 dans une infinité de directions — le long de I'axe réel, de ’axe imaginaire, le
long de spirales, etc. Cette contrainte beaucoup plus forte est la source de la rigidité
de I'analyse complexe.

Définition 2.3 (Fonction holomorphe). Soit 2 C C un ouvert.

(i) f est holomorphe en zy € 2 si f est C-dérivable en z.

(i) f est holomorphe sur € si f est holomorphe en tout point de €.
(iii) On note O(Q2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur €.
)

(iv) f est entiére si elle est holomorphe sur C tout entier.
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Proposition 2.4 (Algebre des fonctions holomorphes). Soient f,g € 0(2) et X € C.
(i) \f +g€ OQ) et (A\f+9) =Af+7.
(ii) fge OQ) et (fg) = f'g+ fg  (régle de Leibniz).
(iii) Si g(z0) # 0, alors f/g est holomorphe au voisinage de zy et (f/g) = f/gg_fgl.
(iv) Sig: Q — Q et f:Q — C sont holomorphes, alors fog € O(Q) et
(fog) =(f'og)-g (regle de la chaine).

En particulier, 0(2) est une C-algébre.

Démonstration. Les preuves sont identiques a celles du cas réel. Montrons par exemple la
régle de Leibniz. On a

(fg)(z0 +h) = (fg)(20) _ f(20+h)g(z0+h) — f(20)9(20)

h h
h) — h) —
= flag 4 P T 29 o) G0t W) = ()
Comme f est dérivable en z, elle est continue en zy, donc f(zo + h) — f(zp). En passant
a la limite :
(f9)'(20) = f(20)9'(20) + g(20) ' (20). 0

Exemple 2.5 (Fonctions holomorphes élémentaires). (i) Polyndémes. Tout poly-
nome P(z) = a,2" + -+ + a1z + ag est entier, et P'(z) = na,z" ' +---+a;. En
effet, (2™) = nz""! se démontre par récurrence a I’aide de la régle de Leibniz.

(ii) Fractions rationnelles. Si P et () sont des polyndmes, f(z) = P(z)/Q(z) est
holomorphe sur C\ {z: Q(z) = 0}.

(iii) Exponentielle. f(z) = ¢* = "™ = e”(cosy + isiny). On vérifie directement :

g?oth _ 2o Leh—1
= & —e®* quand h — 0
h, h q ?
car ehT_l — 1 (par le développement ¢” =1+ h + h%*/2+ ---). Donc f'(z) = €.
(iv) Fonctions trigonométriques. cos z = % et sin z = % sont entieres,

avec (cosz)' = —sinz et (sin z)’ = cos z.

7~

Exemple 2.6 (Fonctions non holomorphes). (i) Conjugaison. f(z) = Z n’est pas
holomorphe. En effet,

f(oth) = f(z) _h
h R
Pour h =t € R*, ce quotient vaut 1. Pour h = it avec t € R*, ce quotient vaut
= — _1. Les limites sont différentes, donc la dérivée n’existe pas.

it

(ii) Module. f(z) = |z| n’est pas holomorphe (sauf peut-étre en z = 0, mais un
calcul montre que la dérivée n’existe pas non plus en 0).

(iii) Partie réelle. f(z) = Re(z) n’est pas holomorphe. En effet, Re(z) = 22, et si
Re était holomorphe, Z = 2 Re(z) — z le serait aussi, ce qui est faux.
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Remarque 2.7. Les exemples ci-dessus illustrent un phénomeéne fondamental : les
fonctions z — Z, z — Re(z), z — |z|* sont toutes de classe € en tant que fonctions
de R? dans R?. Pourtant, elles ne sont pas holomorphes. La C-dérivabilité est une
condition strictement plus forte que la R-différentiabilité.

2.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Les conditions de Cauchy-Riemann caractérisent les fonctions holomorphes en termes
de leurs parties réelle et imaginaire.

Théoréme 2.8 (Conditions de Cauchy-Riemann — condition nécessaire). Soit Q C C
un ouvert et f : Q — C une fonction holomorphe en zy = xo + iyy € Q. Ecrivons
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) ot u,v : R? — R. Alors les dérivées partielles de u et v
existent en (xg,yo) et satisfont les équations de Cauchy-Riemann :

0 0 0 0
8_7;@071/0) = 8_Z(x0)y0)7 a_Z(x07y0) - _8_z(m0,y(]). (21)

De plus, la dérivée complexe s’exprime par

, d G, 0 0
f (Zo) = %(xo,yo) + Za—Z(xoayo) = 8—2(%,%) - 16—2(9007?/0)- (2‘2)

Démonstration. Puisque la dérivée complexe existe, la limite w

que soit le chemin emprunté par h — 0.
FEtape 1 : h réel. Prenons h =t € R*, t — 0. Alors

est la méme quel

o T )
f(20) = lim t
— lim U(l“o + t) yO) - u({Eo, ?/0) + ilim U('IO + t) yO) - U(:Eﬂa yO)
t—0 t t—0 t

Etape 2 : h imaginaire pur. Prenons h = it avec t € R*, t — 0. Alors

J (o, 90 +1) — f(20, %0)

f'(z0) = lim it
1[0 0
=3 8_Z(x0’ Yo) + Za_Z(xowo)
ov Ou

= a—y(xm yO) - Za_y<x07 y0)7

ou 'on a utilisé 1/i = —i.
Etape 3 : Identification. En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux
expressions de f'(zp) :
ou Ov v ou
—=— et —=-——. O
or 0Oy ox oy
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Remarque 2.9. En notation compacte, les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent
Uy = vy et u, = —v,, ou encore sous forme matricielle :

Wy Wy (0, =W,

Uy Uy ) \Up Uy )
La matrice jacobienne de f vue comme application R? — R? est donc de la forme
(‘g _b), qui représente la composition d’'une rotation et d’'une homothétie. C’est la clé

de l'interprétation géométrique de I’holomorphie.

Théoréme 2.10 (Conditions de Cauchy-Riemann — condition suffisante). Soit
Q C C un owvert et f=u+iv:Q — C. Siu etv sont de classe €' sur Q) et satisfont
les équations de Cauchy-Riemann (2.1) en tout point de §2, alors f est holomorphe
sur €.

\. .

Démonstration. Soit 2y = xg + iy € €. Comme u et v sont €, elles sont différentiables
au sens réel en (g, yo) : il existe des fonctions ey, ey tendant vers 0 en (0,0) telles que

u(xo + 8, y0 +t) — u(zo, Yo) = uzs + uyt + |(s,t)| €1(s, 1),
v(zo + 5,90 + 1) — v(xo, Yo) = vz + vyt + (5, t)] £2(s, 1),

ou les dérivées partielles sont évaluées en (xg,yo). Posons h = s + it. Alors :
f(zo+h) — f(20) = (ugs + uyt) +i(vys + vyt) + |h| e(h),

ou €(h) — 0 quand h — 0. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann (u, = v,
Uy = —Vy)

(uzs + uyt) + i(vys + vyt) = Ups — Vit + (VS + uyt)
= (ug + 1v,) (s + it)

= (uy + iv,) h.
Donc
h) — h
fz+h) = flz0) = Uy + 10y + ues(lz).
h h
Or ||h| /h| = 1, donc Me(h) — 0 quand h — 0. Ainsi f(2) = (0, yo) + vz (0, y0)
existe. O

Remarque 2.11. L'hypothése € dans le théoréme précédent peut étre affaiblie : il
suffit que les dérivées partielles existent et soient continues en (g, yo) (et non sur tout
Q). 1l existe méme un résultat plus fin di & Looman et Menchov : si f est continue
et si les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites partout (avec existence des
dérivées partielles), alors f est holomorphe.

Définition 2.12 (Opérateurs de Wirtinger). On définit les opérateurs de Wirtinger
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90y o _1(8_ .0
or oy)’ 0z 2\0x oy)’

Proposition 2.13 (Holomorphie et opérateur de Wirtinger). Soit f = u + iv de
classe €1 sur un ouvert Q. Alors :

par :

(i) Les équations de Cauchy-Riemann sont équivalentes & 2L = 0.

oz
. . 0
(ii) Si f est holomorphe, alors f'(z) = a—ﬁ.

Démonstration. (i) On calcule :

of 1 [o0f Of 1 . . .
57— 3 <% + ay) "2 (U + ivg) + i(uy + ivy)]
1 .
— 3 [(ue — vy) +i(vs + uy)] -
Cette expression est nulle si et seulement si u, = v, et u, = —v,.
1) De méme, 72 = 5|(Uy +Vy) + 0V —Uy)| = Uy + 20, = z) en utilisant les équations
.. D ~ gi ; ) . y . / 1 l L .
de Cauchy-Riemann. O]

Exemple 2.14 (Vérification par Cauchy-Riemann). (i) Soit f(z) = 2? = (z +
iy)? = (22 — y?) + 2izy. Donc u = z* — y? et v = 2zy.

Uy = 20 = Uy, Uy = —2Y = —Vg.

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites, u et v sont ¢!, donc f est
holomorphe et f'(2) = u, + (v, = 22 + 2iy = 2z.

(il) Soit f(z) =e* = e”cosy + ie” siny. Donc u = e* cosy, v = e” sin y.
xr T 3
Uy = € cosy = vy, uy, = —e"siny = —u,.

Donc f est holomorphe et f/(z) = e* cosy + ie” siny = e”.

(iti) Soit f(2) = |2]> = 2® + 92 Iciu = 2% + 32 et v = 0.
U =2z, vy,=0 = u,=vy < z=0.

Uy =2y, ;=0 = uy=-v, < y=0.

Les conditions ne sont satisfaites qu’en z = 0. Mais les dérivées partielles sont
continues, donc f est C-dérivable en z = 0 seulement, avec f'(0) = 0. La fonction
n’est holomorphe sur aucun ouvert.

23



CHAPITRE 2. FONCTIONS HOLOMORPHES — CONDITIONS DE
CAUCHY-RIEMANN

2.3 Interprétation géométrique : conformité

Définition 2.15 (Application conforme). Soit 2 C C un ouvert et f:  — C une
fonction de classe €*. On dit que f est conforme en zy € € si f préserve les angles
orientés entre courbes passant par zj, et préserve 'orientation. Plus précisément, si v,
et 5 sont deux courbes ¢! passant par zy avec 1 (0),v5(0) # 0, alors 'angle orienté
entre f o~y et fors en f(zo) est égal & celui entre v et 5 en z.

Théoréme 2.16 (Holomorphie et conformité). Soit f holomorphe sur un ouvert €.
Si f'(z0) # 0, alors f est conforme en z.

Réciproquement, si f est €', préserve les angles et lorientation en zy, et sa différen-
tielle en zy est non nulle, alors f est holomorphe en zy avec f'(zy) # 0.

Démonstration. Sens direct. Soit v : (—¢,e) — Q une courbe €' avec (0) = z et
~'(0) # 0. La courbe image est o = f o+, de dérivée

a'(0) = f'(z0) - +/(0).
L’argument de ¢'(0) est

arg(o’(0)) = arg(f'(z0)) + arg(y'(0)).

L’angle entre deux courbes 71,7, en 2y est arg(~4(0)) — arg(+1(0)). L’angle entre leurs
images est

arg(03(0)) — arg(07(0)) = arg(7;(0)) — arg(11(0)).

Le terme arg(f'(z)) se simplifie : I'angle est préservé.

De plus, [0’(0)] = |f'(20)| |7(0)], donc les longueurs sont multipliées par le facteur
constant | f'(z)| (localement). C’est pourquoi f est dite conforme : elle ressemble localement
a une rotation d’angle arg(f’(zp)) composée avec une homothétie de rapport |f’(zo)].

Sens réciproque. La matrice jacobienne de f = (u,v) en (zg,y0) est J = (v /). La

préservation des angles et de 'orientation impose que J est de la forme ARy = )\( g’frfg ;cs)isnee)
avec A > 0. Posant a = Acosf et b = Asin6, on obtient u, = a = v, et u, = —b = —v,,
qui sont les équations de Cauchy-Riemann. O]

Exemple 2.17 (Conformité de f(z) = 2?). La fonction f(z) = z* est conforme en
tout point zg # 0 (car f'(z9) = 229 # 0). En 2o = 0, f/(0) = 0 et la fonction double les
angles : I'angle entre deux courbes est multiplié par 2.
Considérons la grille formée par les droites x = ¢ (constante) et y = ¢ (constante).
L’image de # = ¢ par f(z) = 2% = (22 — y?) + 2izy est la courbe paramétrée par :

2 )V

u=F—y v=2y = u=c-_

qui est une parabole d’axe horizontal. De méme, I'image de y = ¢ est u = 2% — 2,

v = 2cx, soit u = % — ¢%, une autre famille de paraboles. Ces deux familles de

paraboles se coupent & angles droits, confirmant la conformité.
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-

-

Transformation conforme z — 2> : la grille orthogonale est envoyée sur deux familles de
paraboles qui se coupent a angles droits.

Exemple 2.18 (Conformité de I'exponentielle). La fonction f(z) = e* est entiére et
f'(2) = e* # 0 pour tout z, donc f est conforme en tout point. L’image de la droite
horizontale y = ¢ est le rayon {re : r > 0}. L’image de la droite verticale z = ¢
est le cercle {e‘e” : y € R} = C(0,¢°). Les rayons et les cercles sont orthogonaux,
confirmant la conformité.

2.4 Fonctions harmoniques et lien avec ’holomorphie

Définition 2.19 (Fonction harmonique). Soit @ C C un ouvert. Une fonction
u: Q — R de classe €2 est harmonique si elle satisfait I’équation de Laplace :

0’u  0%u B

Au:@—Fa—yQ—

0.

L’opérateur A = 0,y + 0,y est le laplacien.

Théoréme 2.20 (Holomorphie et harmonicité). Si f = u+ v est holomorphe sur un
ouvert (0, alors u et v sont harmoniques sur ).

Démonstration. On admettra temporairement que toute fonction holomorphe est de classe
¢ (ce résultat fondamental sera démontré au chapitre 5 via la formule intégrale de
Cauchy). Les équations de Cauchy-Riemann donnent u, = v, et u, = —v,. En dérivant :

Uy = VUyz;, Uyy = —Ugy-
Comme [ est €2, le théoréme de Schwarz donne vy, = v,,. Donc :
AU = Ugy + Uyy = Vyy — Vgy = 0.

De méme, vVzy = —Uyg €t Vyy = Ugy, A0t AV = —Uyy + Uy = 0. O
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Remarque 2.21. Le laplacien s’exprime élégamment a l'aide des opérateurs de Wirtin-
ger :

02
A=4 .
020z
0% _ 1 o) el 1 o] o & _ 02 9% _

Définition 2.22 (Conjuguée harmonique). Soit u une fonction harmonique sur un
ouvert €. Une fonction harmonique v est une conjuguée harmonique de u si f = u+1wv
est holomorphe sur €2, c’est-a-dire si u et v satisfont les équations de Cauchy-Riemann.

Théoréme 2.23 (Existence de la conjuguée harmonique). Soit Q C C un domaine
simplement connexe et u : 2 — R une fonction harmonique. Alors u admet une
conjuguée harmonique v, unique a une constante additive pres.

\

Démonstration. Fixons un point zp = x¢ + iy € 2. On cherche v telle que v, = —u, et
vy = u,. On définit, pour (z,y) € 2 :

v(z,y) = /(—uy dz’ + u, dy'),
Y

ou v est un chemin quelconque dans §2 de (xo, yo) & (z,y).
Pour que cette intégrale soit bien définie (indépendante du chemin), il faut vérifier la

condition d’exactitude. La 1-forme w = —u, dz 4 u, dy est fermée car :
o(—u d(u
o), )
y ox
La condition 3(5:“ = ag;z) se réécrit —Uy, = Ugy, s0it Au = 0, ce qui est vrai par

hypotheése. Comme (2 est simplement connexe, toute forme fermée est exacte (lemme de
Poincaré), donc I'intégrale est indépendante du chemin.

La fonction v ainsi définie satisfait v, = —u, et v, = u, par construction, donc
f = u+ iv est holomorphe.

L’unicité & constante prés provient du fait que si v; et vy sont deux conjuguées
harmoniques de u, alors v; — vq est une fonction holomorphe réelle (sa partie imaginaire
est nulle), donc constante sur le connexe 2 (par les équations de Cauchy-Riemann :
(v1 — ), =0 et (v; — vg), =0). O

7~

Remarque 2.24. L’hypothése de connexité simple est essentielle. Sur C*, la fonction
u(z,y) = In(z? + y?)"/? = 1In(2? + y?) est harmonique, mais sa conjuguée harmonique
est v(x,y) = arctan(y/z) (a constante prés), qui n’est pas univoque sur C*. On ne
peut pas définir une fonction v continue sur tout C*.

Exemple 2.25 (Construction d’une conjuguée harmonique). Soit u(x,y) = z* —y* +z.
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Vérifions que u est harmonique :
Uy = 2, Uy =—2, Au=0. V

Cherchons v telle que v, = u, = 22 + 1 et v, = —u,, = 2y. De la premiere équation :

v(x,y) = /(Qx +1)dy = 2z + 1)y + (),
ol ¢ est une fonction de = seul. De la seconde équation :
v, =2y +¢'(2) =2y = ¢'(z)=0 = ¢(z) =C.
Donc v(z,y) = 2xy + y + C. La fonction holomorphe correspondante est

f(z)=(" -y +2)+i(2ey +y) +iC = 22+ 2z +iC.

Proposition 2.26 (Propriétés des fonctions harmoniques). Soit u harmonique sur
un domaine ).

(i) u est de classe € (car c’est la partie réelle d’une fonction holomorphe, elle-
meéme € ).

(ii) w satisfait la propriété de la moyenne : pour tout disque D(a,r) C €,

2m
u(a) = %/0 u(a + re?) do.

(71) w satisfait le principe du mazimum : siw atteint son maximum (ou son minimum)
en un point intérieur de 2, alors u est constante.

\.

Démonstration. Ces résultats seront démontrés rigoureusement au chapitre 5 comme
conséquences de la formule intégrale de Cauchy. Donnons cependant 1'idée pour le principe
du maximum.

Supposons que u atteint son maximum M en a € §2. Par la propriété de la moyenne,

1 2m )
M =u(a) = — u(a+re?)do.
@ =57 [ wlatre)
Comme u(a + re®®) < M pour tout 6, et que la moyenne de fonctions majorées par M

vaut M, on doit avoir u(a + re?’) = M pour tout 0. En itérant, u = M sur tout disque
centré en a, puis par connexité, sur tout 2. O

Exemple 2.27 (Application : probléme de Dirichlet). Le probléme de Dirichlet consiste
a trouver une fonction harmonique u sur un domaine §2 dont les valeurs au bord 0f2
sont prescrites. Par exemple, sur le disque D, si u est harmonique et continue sur D,
la formule intégrale de Poisson (qui sera vue au chapitre 5) donne :

() =5 [ e (¢*)d
u(re’) = — u(e
21 Jo 1 —2rcos(f — ) + r? i
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pour 0 < r < 1. Le noyau P.(6 — ¢) = W est le noyau de Poisson.

2.5 Conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées po-
laires

Proposition 2.28 (Cauchy-Riemann en coordonnées polaires). Soit f = u + iv
holomorphe sur un ouvert Q C C*. En coordonnées polaires z = re®, les équations de

Cauchy-Riemann s’écrivent :

(9u_ 10v 811:_1@ (2.3)

or  roo’ or r o0

La dériwée compleze est

o Ou ov
/ __—if 0
flz)=e (ar—i_lﬁr)'

Démonstration. On utilise le changement de variables x = rcosf, y = rsinf, d’ou par la
régle de la chaine :

J

.

ou ou
— = Uy cosf + u, sin b, — = —u,rsind + u,r cosd.
or Y 00 Y
En utilisant u, = v, et uy = —v, :
0 1
3_2 = v, cosf — v, sinf = . (vyrcosf-0+4---).
AL 100 .
Calculons plutot - 25
10 1
;a—g = (—vyrsiné + v,rcosf) = —v, sin 6 + v, cos 6.
Et
ou 10v
— =u,cosf +u,sinf = v, cos + (—v,)sinf = ——.
or v v (=ve) st r 00
La deuxiéme équation se vérifie de maniére analogue. m

r

Exemple 2.29 (Vérification avec f(z) = Log z). Le logarithme principal est Log z =
Inr 46 (pour 6 € (—m,7)). Ici uw = Inr et v = 6. Vérifions :

1 1 1 1
Up=—, —UYg=--1=-. ¢
roor r r
1 1
v, =0, ——up=——-0=0. VvV
r r

La dérivée est f'(z) = e*w(ur +1v,) = e~ . % =15 = %
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2.6 Exercices

Exercice 2.1 (%). Vérifier les conditions de Cauchy-Riemann et calculer la dérivée
complexe pour :

(a) f(z) =2".
(b) f(z) =L sur .
(c) f(z)=¢"

Exercice 2.2 (x). Montrer a 'aide des conditions de Cauchy-Riemann que les fonctions
suivantes ne sont holomorphes en aucun point :

(a) f(2) = Re(2).
(b) (Z)Z
(c) f(2) =

Pour (c), la fonction est-elle C-dérivable en un point isolé ?

e?

Exercice 2.3 (¥*). Pour chacune des fonctions harmoniques suivantes, trouver une
conjuguée harmonique et la fonction holomorphe correspondante :

(a) u(z,y) = e* cosy.

(b) u(z,y) = 2% — 3wy,
(c) u(z,y) = In(a? + y?) sur C* (attention a la connexité simple).
(d) u(z,y) = x2+y2 sur C*.

Exercice 2.4 (xx). Montrer qu'une fonction harmonique de la forme u(z,y) = az?+ bry +
cy® +dx + ey + f (avec a,b,c,d, e, f € R) est nécessairement telle que a + ¢ = 0. Trouver
la conjuguée harmonique et la fonction holomorphe associée.
Exercice 2.5 (x*). Soit f(z) = €”

(a) Déterminer I'image par f de la bande S ={z € C:0 < Im(z) < 7}.

(b) Déterminer I'image par f du rectangle {z: 0 < Re(z) < 1, 0 < Im(z) < 7/2}.

(c¢) En quel(s) point(s) f est-elle injective ? Est-elle injective sur S ?

Exercice 2.6 (xx). Soit f = u + iv holomorphe sur un ouvert §2.
(a) Montrer que le jacobien de f (vue comme application R? — R?) est J; = | f/[*.

(b) En déduire que f est localement injective en tout point zy tel que f’(zg) # 0 (par le
théoréme d’inversion locale).

(c) Montrer que si f est injective sur €2, alors f'(z) # 0 pour tout z € €.

Exercice 2.7 (). (a) Montrer que £ (2") =0 et £(2") = nz""" pour tout n € N.
(b) Montrer que £ (z") = nz" ' et £(z") = 0.
(c) Calculer 2(|2 *) et 2 (|2 ).

(d) Montrer que A =4 83282

Exercice 2.8 (xx%). (a) Ecrire les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées
polaires et les vérifier pour f(z) = 2" (n € Z).

29



CHAPITRE 2. FONCTIONS HOLOMORPHES — CONDITIONS DE
CAUCHY-RIEMANN

(b) En déduire le laplacien en coordonnées polaires :

u  10u 1 0%

A= G0t o T e

(¢) Montrer que les fonctions u(r, ) = r™ cos(nf) et v(r, §) = r™ sin(n#) sont harmoniques
pour tout n € N.

Exercice 2.9 (% * ). Soit u harmonique et non constante sur un domaine borné €,
continue sur €.

(a) En admettant la propriété de la moyenne, montrer que u ne peut pas atteindre son
maximum en un point intérieur (principe du maximum).

(b) En déduire que maxg u = maxag, u.

(c) En déduire I'unicité de la solution du probléme de Dirichlet : si u; et uy sont
harmoniques sur €2, continues sur €2, et u; = uy sur 0S2, alors u; = uy sur €.

Exercice 2.10 (xxx). Soit f holomorphe sur un domaine €. Montrer que f est constante
si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

(a) f est holomorphe sur .

(b) |f]| est constante sur €.
(c¢) Re(f) est constante sur €.
(d) arg(f ) est constante sur {2 (et f ne s’annule pas).
(&) £(52) C

(f) f(€2) est contenu dans un cercle.
(Indication : utiliser les équations de Cauchy-Riemann.)
Exercice 2.11 (x**). (a) Montrer que la transformation de Joukowski f(z) =2z +1/z

est conforme sur C\ {—1,0,1}. Déterminer I'image du cercle |z| = R pour R > 1 et
R=1

(b) Montrer que f(z) = 1(z + 1/2) envoie I'extérieur du disque unité conformément sur

C\[-1,1].
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Chapitre 3

Fonctions Elémentaires

3.1 Introduction

Les fonctions élémentaires — exponentielle, logarithme, puissances, fonctions trigono-
métriques et hyperboliques — constituent le socle de ’analyse complexe. Leur étude révele
des phénomeénes sans analogue réel : la périodicité de 'exponentielle selon 1’axe imaginaire,
le caractére multivalué du logarithme et des puissances complexes, et I'unification profonde
entre fonctions trigonométriques et hyperboliques par les formules d’Euler.

Ce chapitre développe systématiquement ces fonctions, en insistant sur les propriétés
géométriques (image de bandes, de droites), sur la notion de branche d’une fonction
multivaluée, et sur les calculs explicites.

3.2 L’exponentielle complexe

Définition 3.1 (Exponentielle complexe). Pour z = z + iy € C (avec z,y € R), on
définit

exp(z) = e* = e"(cosy + isiny).
De maniére équivalente, exp est définie par la série entiére convergente sur C tout

entier :
9 n

exp(z) = Z %

n=0

Théoréme 3.2 (Propriétés fondamentales de I’exponentielle). La fonction exp : C —
C vérifie les propriétés suivantes.

(i) Holomorphie. exp est holomorphe sur C tout entier (fonction entiére) et
exp’(z) = exp(z) pour tout z € C.

(ii) Propriété fonctionnelle. Pour tous z,w € C,

(iii) Nomn-annulation. e* # 0 pour tout z € C, et e % = (&%) L.
(iv) Module et argument. |e?| = e®°(*) = ¢® et arg(e?) = Im(z) + 2km pour k € Z.
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(v) Périodicité. exp est périodique de période 2mi :

e*T2m = % pour tout z € C.

“+w

De plus, 2mi est une période fondamentale : si €™ = e* pour tout z, alors

w € 2miZ.
(vi) Surjectivité. exp : C — C\ {0} est surjective.

Démonstration. (i) La série entiére Y 2"/n! a un rayon de convergence infini (par le
critére de d’Alembert : |z| /(n + 1) — 0). La dérivée terme a terme donne exp’(z) =

S 2" (n— 1) = exp(z).

(i7) On utilise le produit de Cauchy des séries :

z w = " = " - 1 . k j —J o°(+ )k 4w
e? . e :<Z%> (Z%>:;H;(J)ijkaz Zk!w — et

n=0 m=0

la derniére égalité provenant du binome de Newton.

(iii) De e* - €7 = ¢” = 1, on déduit e* # 0 et e * = ()71

(iv) On a |e*| = |e*(cosy + isiny)| = e |cosy + isiny| = e, car cos’y +sin’y = 1.

(v) 2™ = % . *™ = ¢*(cos 2 + isin27) = e*. Pour la minimalité, si e¥ = 1 avec
w = a + b, alors e* =1 donc a =0, et cosb +2sinb =1 donc b € 27Z.

(vi) Soit w € C\ {0}. Ecrivons w = pe' avec p > 0 et § € R. Alors z = In p + i vérifie
e* = eP(cosf + isinf) = pe? = w. O

Remarque 3.3. La périodicité de exp implique qu’elle n’est pas injective sur C. Plus
précisément, e** = e*? si et seulement si z; — 2o € 2miZ. En revanche, exp est injective
sur toute bande horizontale de largeur strictement inférieure a 27, par exemple sur
{zeC:—m<Im(z) <7}.

3.2.1 Image de bandes horizontales et verticales

L’un des aspects les plus éclairants de 1’exponentielle complexe est son action géomé-
trique sur les bandes du plan.

Proposition 3.4 (Image de bandes horizontales). Soit o < 8 avec f —a < 2mw. Alors
exp envoie la bande horizontale

B.g={2€C:a<Im(z) < 5}
sur le secteur angulaire
Sap={w € C\ {0} : a < arg(w) < B}.

En particulier :

(a) La bande {—m < Im(z) < 7} est envoyée sur C\ R<q (le plan coupé le long de
la demi-droite réelle négative).
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(b) La bande {0 < Im(z) < 7w} est envoyée sur le demi-plan supérieur {Im(w) > 0}.
(¢) La bande {—7/2 < Im(z) < w/2} est envoyée sur le demi-plan {Re(w) > 0}.

Démonstration. Soit z = x + iy avec a < y < 3. Alors e* = e%e™. Le module e* parcourt
(0, +00) quand z parcourt R, et 'argument y varie dans (a, 8). Donc I'image est exactement
I'ensemble des w # 0 de module quelconque et d’argument dans («, ). Les cas particuliers
s’en déduisent immédiatement. O]

s a

Proposition 3.5 (Image de droites).
(i) Droite horizontale Im(z) = yo (i.e. z = x + iyy, + € R) : l'image est la
demi-droite issue de 'origine, de direction €™, privée de l’origine.
(i) Droite verticale Re(z) =z (i.e. z = xo+ 1y, y € R) : limage est le cercle de
centre O et de rayon e*°, parcouru dans le sens trigonométrique.

Démonstration. (i) Si z = x + iyo, alors € = e%e™. Quand x parcourt R, e* parcourt
(0, +00), et la direction e™° est fixe.

(1) Si z = x¢ + 1y, alors e* = e™e”. Le module e™ est fixe, et e parcourt le cercle

unité quand y parcourt [0, 27). ]
P].lan z Plaan = e
= ‘-) .....
______________________ Y ™ (i.llfe‘—_‘)'": 5
e R
- éxrg =0
-0 exp !
- Y Re —> Aran; >> Re
coupure
y=-5 e
arg.e T
______________________ — o BB

FIGURE 3.1 — Image par exp de la bande {—7 < Im(z) < 7}. Les droites horizontales
deviennent des demi-droites, les droites verticales deviennent des cercles.

Exemple 3.6 (Résolution de e* = w). Résolvons e* = —1 + 1.
On écrit —1 + ¢ en forme polaire : |—1 4 i| = /2 et arg(—1 + i) = 2 + 2kr (k € Z).

Donc
7 — \/ﬁei(?’ﬂ/4+2kﬂ).

On cherche z = 2 + iy tel que e” = /2 et y = %’T—i—le. Ainsi z =Inv2 = %ln2 et

1
z:§1n2+i(¥+2kw>, kel
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Exemple 3.7 (Image d’un rectangle). Soit R ={z€ C:0< Re(z) <1, 0 <Im(z) <
7/2}, le rectangle ouvert.
L’image exp(R) est le quart de couronne :

exp(R) ={weC:1<|w| <e, 0<arg(w) < m/2}.

En effet, Re(z) € (0,1) donne |w| = e®) € (1,¢), et Im(z) € (0,7/2) donne
arg(w) € (0,7/2).

3.3 Le logarithme complexe

3.3.1 L’argument et sa multivaluation

~

Définition 3.8 (Argument principal). Pour z € C\ {0}, 'argument principal de z,
noté Arg(z), est I'unique 0 € (—, x| tel que

z=|z|€¥.

L’argument (multivalué) de z est 'ensemble arg(z) = {Arg(z) + 2kn : k € Z}.

Remarque 3.9. La fonction Arg : C\ {0} — (—m, 7] est discontinue sur la demi-droite
réelle négative R_g. En effet, si z = —1 + i avec ¢ > 0 petit, Arg(z) ~ 7, tandis que
si z = —1 —ig, Arg(z) = —m. En revanche, Arg est continue sur C \ R.

3.3.2 Définition du logarithme complexe

Définition 3.10 (Logarithme complexe (multivalué)). Pour z € C\ {0}, on définit
le logarithme complere (multivalué) de z par

log(z) = In|z| +iarg(z) = {In|z| + i(Arg(z) + 2kn) : k € Z}.

Chaque valeur de cet ensemble est appelée une détermination du logarithme de z.

Définition 3.11 (Logarithme principal). Le logarithme principal est la fonction
Log: C\Rcy — C, Log(z) =In|z| + i Arg(z),

ou Arg(z) € (—m,m) est argument principal de z (on exclut Ry pour assurer la

continuité).

Remarque 3.12. Le domaine C \ R<( est obtenu en retirant la demi-droite {x € R :
x < 0} du plan complexe. Cette demi-droite est appelée coupure (branch cut) du
logarithme principal. C’est un choix conventionnel : on pourrait choisir n’importe quel
rayon issu de l’origine comme coupure.
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Théoréme 3.13 (Propriétés du logarithme principal).
(i) Log est holomorphe sur C\ R<g, et

1
Log'(z) = = pour tout z € C\ Rey.
2 <

(i) exp(Log(z)) = z pour tout z € C \ Rey.

(i11) Log(exp(z)) = z pour tout z tel que —m < Im(z) < 7.
(iv) Re(Log(z)) = In|z| et Im(Log(z)) = Arg(z) € (—m, 7).
(v) L’image de Log est la bande {w € C: —7 < Im(w) < 7}.

Démonstration. (i) Ecrivons z = re? avec r > 0 et § = Arg(z) € (—n, 7). En coordonnées
polaires, Log(z) = Inr + 6. Posons u(r,0) = Inr et v(r,0) = 0. Les équations de Cauchy-
Riemann en coordonnées polaires s’écrivent

ou 10v ov 10u

o roo o rof
On a Qu/0r = 1/r, Ov/00 = 1, Ov/dr = 0, Ju/00 = 0, donc les deux équations sont
satisfaites. La dérivée complexe est

o (0 0 o1 1 1
Log/(z) = e (_u + z—v) =e .2 = =-.
z

r  re?

(ii) exp(Log(z)) = exp(lnr +i0) = r(cosd + isinf) = re?? = 2.

(i17) Si z = = + iy avec —m < y < m, alors |e*| = e et Arg(e*) = y, donc Log(e*) =
T +y = 2.

(iv) et (v) découlent directement de la définition. O

Remarque 3.14. Contrairement au logarithme réel, le logarithme principal ne vérifie
pas en général Log(z129) = Log(z1) + Log(22). On a seulement

Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2kmi

pour un certain k € {—1,0,1}. L’entier k corrige le fait que la somme Arg(z;)+ Arg(zs)
peut sortir de l'intervalle (—, 7].

Exemple 3.15 (Calculs de Log(z)).
(a) Log(l)=Inl1+i-0=0.
(b) Log(—1) n’est pas défini par Log (car —1 € R<y), mais la valeur multivaluée est
log(—1) = im + 2kim = i(2k + 1)7.
Log(i) =In1+4:Z =Z.
(i) =Inl+4(-%)=-%2.
(e) Log(1+4)=In|l+i|+iArg(l+4)=Inv2+Z =12+
(f) Log(—1—4) =Inv2+4(—3) = $In2 — Az,
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(g) Log(e3t). On a |3 = €® et Arg(e3™) = 4 — 27 (car 4 > 7, on soustrait 27
pour ramener dans (—m,7)). Donc Log(e3™) = 3 +i(4 — 2).

Plap > Plan w= Log(2)
i Samevenea I---; -------- Im=m~n
PR BN 144 'Re=Inr
.7 "o i 1 i
. |z[x:/r ./7/*5'11124—%
7 PR (]
’ 7 \ 1
’: P . 4 \‘ L()g :
WJ—I—M Re ———> — : — Re
1
coub}n'e R<g K :
\ ’ im
’ o ——
S ’ 2
. . :
T--e-- 0
—1 1
1 il I___I -------- Im=—m

FIGURE 3.2 — Le logarithme principal Log envoie C \ R« bijectivement sur la bande
{—7m < Im(w) < 7}. Les cercles centrés a 'origine deviennent des segments verticaux.

3.3.3 Branches du logarithme

Définition 3.16 (Branche du logarithme). Soit 2 C C\ {0} un ouvert connexe. Une
branche du logarithme sur € est une fonction continue ¢ : 2 — C telle que

exp({(z)) = z pour tout z € Q.

Proposition 3.17 (Caractérisation des branches). Soit ¢ une branche du logarithme
sur un ouvert conneze 2 C C\ {0}. Alors :

(i) € est holomorphe sur Q et V'(z) =1/z.

(ii) Toute autre branche du logarithme sur S est de la forme €(z) + 2kmi pour un
k € Z fixé (indépendant de z).

(iii) Pour tout z € Q, €(z) = In|z| +i0(z) ou 0 : Q@ — R est une détermination
continue de ’argument sur €.

\. J

Démonstration. (i) Puisque exp({(z)) = z, on a exp’(¢(z)) - ¢'(z) = 1 partout ou ¢ est
dérivable (par le théoréme d’inversion locale, ’holomorphie de ¢ découle de la continuité
de ¢ et du fait que exp’ = exp ne s’annule jamais). Donc ¢'(z) = 1/ exp(¢(z)) = 1/=.

(ii) Si £y et £5 sont deux branches, alors exp(¢1(z)—l2(2)) = z/z = 1, donc £1(2)—ls(2) €
2miZ, pour tout z. Par continuité et connexité de (2, cette différence est constante.

(i4i) De exp(£(z)) = z, on tire |exp(£(2))| = |z|, d’ott eR¥) = |z|, soit Re(/(2)) =
In|z|. La partie imaginaire 6(z) = Im(¢(z)) est alors une détermination continue de
I’argument. O]

Théoréme 3.18 (Existence d’une branche du logarithme). Soit Q@ C C\ {0} un
ouvert simplement connexe. Alors il existe une branche du logarithme sur §2.
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Démonstration. Fixons zg € ) et choisissons wy € C tel que e = z,. Puisque €2 est
simplement connexe et 1/z est holomorphe sur Q (car 0 ¢ Q), la fonction 1/z admet une
primitive sur Q (par le théoréme de Cauchy pour les domaines simplement connexes).

Posons B

~d
L C Gy

I'intégrale étant calculée le long de n’importe quel chemin dans 2 reliant zy a z (le
résultat ne dépend pas du chemin par simple connexité). Alors ¢/(z) = 1/z. Considérons
g(z) = zexp(—¥(2)). On a

g'(z) = exp(—L(2)) + z - (=L'(2)) exp(—(2)) = exp(—£(2))(1 — z/2) = 0.

Donc g est constante sur € : g(z) = g(z9) = z0e™™° = 1. Ainsi exp(¢(z)) = z pour tout
z € (L O

0(z) = wo +

Exemple 3.19 (Branche du logarithme sur C \ R>(). On peut définir une branche du
logarithme sur C \ R en prenant

0(z) =In|z| +i6(2), 0(z) € (0,2m).

Cette branche est holomorphe sur C\ Rx, et sa partie imaginaire prend ses valeurs
dans (0,27) au lieu de (—m,m) pour Log. Par exemple, {(—1) = Inl + im = im et

(—i) =Inl+ 237” = %, alors que Log(—i) = —%r_

3.3.4 Intuition sur les surfaces de Riemann

Le logarithme complexe est intrinséquement multivalué : & chaque z # 0 correspond
une infinité de valeurs In |z| +i(Arg(z) + 2k7), k € Z. Pour rendre le logarithme uniforme,
Riemann a proposé de remplacer le plan C\ {0} par une surface de Riemann sur laquelle
les différentes déterminations se « raccordent » de maniére naturelle.

1

1

; Chaque feuillet porte une
détermination de log(z).

k=0 (principal) ____-----" Traverser la coupure fait
passer au feuillet suivant
N (ajout de 2mi).

7

FIGURE 3.3 — Intuition de la surface de Riemann du logarithme : une infinité de feuillets,
chacun portant une branche, raccordés le long de la coupure.
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Remarque 3.20. La surface de Riemann de log est un revétement universel de C \ {0}.
C’est une surface connexe, simplement connexe, homéomorphe a C, sur laquelle
le logarithme devient une bijection holomorphe. Le point z = 0 est un point de
branchement : en tournant autour de 0, on passe d’un feuillet au suivant. L’étude
rigoureuse des surfaces de Riemann dépasse le cadre de ce cours, mais cette vision

géométrique éclaire la nature multivaluée du logarithme.

3.4 Puissances complexes

7

Définition 3.21 (Puissance complexe). Pour z € C\ {0} et a € C, on définit la
puissance compleze (multivaluée)

2% = exp(alog z) = exp(a(ln|z| + i arg(2))).
La détermination principale de z® est

«

Zprinc = exp(a LOg 2)7 zeC \ RSO'

~

Remarque 3.22. Les différentes valeurs de z* sont

LY — eaLog(z) . e2k7rwc7 LeZ.

— Si a = n € Z, alors €™ = 1 pour tout k, donc 2" est univaluée (comme
attendu).

— Si a = p/q € Q (fraction irréductible, ¢ > 2), alors e2*7?/¢ prend exactement ¢
valeurs distinctes. On retrouve les ¢ racines g-iémes.

— Si a ¢ Q, alors €2*™@ prend une infinité de valeurs distinctes.

Proposition 3.23 (Holomorphie de la puissance principale). Pour tout o € C, la
détermination principale z — exp(a Log z) est holomorphe sur C\ Ry, et

d «
— L =— L = az*!
P [exp(a og z)] . exp(aLogz) = az

Y

ot 2%t désigne la détermination principale.

Démonstration. C’est la composée de fonctions holomorphes : 2z — Logz +— a Log z —
exp(a Log z). Par la régle de la chaine,

d 1
e exp(a Log z) = exp(aLog 2) - « - o= %exp(a Log 2).

Or exp(aLog z)/z = exp(a Log z) - exp(— Log 2) = exp((a — 1) Log 2) = 2>~ L. O
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Exemple 3.24 (Calcul de 7*). On cherche toutes les valeurs de i*. On a
of . . . (T s
i' = exp(ilogi) = exp(z <ln1 +1 (5 + 2k7r>)> = exp(—— — 2k7r> , ke

Toutes les valeurs sont donc réelles et positives. La valeur principale (correspondant &
k=0) est
i = e 2 % 0,2079.

princ

C’est un résultat remarquable d’Euler : ¢ est un nombre réel.

Exemple 3.25 (Calcul de (—1)V2). Les valeurs de (—1)¥2 sont
(=1)V% = exp(V2 log(—1)) = exp(\/iz'(% + 1)) = RHDVET e 7,

Puisque v/2 est irrationnel, les nombres (2k + 1)\/5 sont tous distincts modulo 2, donc
les valeurs de (—1)\/5 forment un sous-ensemble dense du cercle unité T.

Exemple 3.26 (Racine carrée principale). La détermination principale de z'/? est

1 1 ' .
21?2 = exp (5 Log z) = exp (5 In|z| + %Arg(z)) = /[z] el A2,

C’est une fonction holomorphe sur C \ R, dont la dérivée est %zfl/ 2,

Par exemple, (—4)/2 au sens de la valeur principale n’est pas défini (car —4 € R<),
mais au sens multivalué on a (—4)"/2 = +2;.

Exemple 3.27 (Fonction 2!/3). Les trois valeurs de z'/3 pour z = —8 sont

(=8)3 = exp (% log(—S)) ~exp (%(ms +i(2k + m)) — 2exp (M) k4

3

Cela donne :
— k=0:2e"3 =2(3 + 88) =1 +4/5,
— k=1:2"=-2,
— k=2:2e""3 =1—4/3.

La racine cubique réelle —2 est bien 'une des trois déterminations.
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CHAPITRE 3. FONCTIONS ELEMENTAIRES

3.5 Fonctions trigonométriques complexes

3.5.1 Définitions via I’exponentielle

Définition 3.28 (Cosinus et sinus complexes). Pour z € C, on définit

e’LZ _I_ ef’LZ ) e’LZ _ e*ZZ
cosz = ————, sing = ————
2 21

Définition 3.29 (Tangente et cotangente complexes). Pour z € C tel que cos z # 0

(resp. sin z # 0),
sin z COS 2

tan z = , - .
COS 2 sin 2

Théoréme 3.30 (Propriétés des fonctions trigonométriques complexes).

(i) Holomorphie. cos et sin sont des fonctions entiéres, avec
cos'(z) = —sin(z), sin’(2) = cos(z).
(i) Formule d’Euler. Pour tout z € C,
€' = cosz + isin 2.

(iii) Identité fondamentale. cos® z + sin® z = 1.
(iv) Périodicité. cos et sin sont 2m-périodiques.
(v) Zéros. cosz =0 < z=5+kr (k€Z)etsinz=0 <= z=kn (k€ Z).

(vi) Formules d’addition. Pour tous z,w € C,

cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w,

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w.

(vii) Non-bornitude. Contrairement au cas réel, cos et sin ne sont pas bornées sur

C.

Démonstration. (i) La dérivation de cos z = (¢”*+e~%*) /2 donne cos’(z) = (ie"*—ie ) /2 =
—sin z. De méme pour sin.

.. .. o eiz+ef7lz . eiZ,e*iZ o eiz+€7iz eiZ,e*’iZ o iz
(i) cosz +isinz = “F— +1 T 5 — = €7 |
(ZZZ) C082 Z+ Sin2 y = (e'F4e~%)2 i (e'z —e™%)2 _ €21z 94 o—2iz i — (267 _24 ¢—2i%) _ 4 _ 1
2 2 4 1 .
. , . L, . . e, i(z+2m) —i(z+2m) iz —iz
1w) Découle de la 2mi-périodicité de exp : cos(z + 27w) = ¢ te = e te = —
2 2
COS 2.

(v)sinz =0 < €% =¢ ¥ < ** =1 <= 2iz € 2mZ <= 2z € wZ. Pour
cos z = 0, on utilise cos z = sin(z + 7/2).

(vi) Calcul direct a partir des exponentielles et de la propriété fonctionnelle.

(vii) On a sin(iy) = <5 = ’(ey;fy) = ¢sinhy. Quand y — 400, [sin(iy)| = sinhy —
+00. [l
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3.6. FONCTIONS HYPERBOLIQUES COMPLEXES

Proposition 3.31 (Parties réelle et imaginaire). Pour z = x + iy avec z,y € R :
cos(z + 1y) = cosx coshy — i sin x sinh y, (3.1)
sin(z + iy) = sinx coshy + i cos x sinh y. (3.2
En conséquence :
|cos z|* = cos® z 4 sinh? y, |sin z|* = sin® z 4 sinh?y.

Démonstration. Par les formules d’addition :

cos(x + iy) = cosx cos(iy) — sin x sin(iy).

Or cos(iy) = <5< = coshy et sin(iy) = <5< = isinhy. D’ou le résultat pour le
cosinus; le cas du sinus est analogue.

Pour les modules, |cosz|? = cos®zcosh?y + sin?zsinh®y = cos?2(1 + sinh®y) +
sin? z sinh? y = cos® & + sinh? . O

e

Remarque 3.32. La formule |sin z]2 = sin? z + sinh? y montre que sur la droite = 7/2
(i.e. z = m/2 + 1y), |cosz| = sinh|y|, qui croit exponentiellement. Les fonctions
trigonométriques complexes sont non bornées et prennent toutes les valeurs complexes
(sauf peut-étre une, par le petit théoréme de Picard).

\.

3.6 Fonctions hyperboliques complexes

Définition 3.33 (Cosinus et sinus hyperboliques). Pour z € C, on définit

e“+e’? . e —e”
coshz = ——, sinhz = ———
2 2

De méme, tanh z = sinh 2/ cosh z pour cosh z # 0.

Théoréme 3.34 (Propriétés des fonctions hyperboliques).

(i) cosh et sinh sont des fonctions entiéres, avec cosh’(z) = sinh(z) et sinh’(z) =
cosh(z).

(i4) cosh? z —sinh® z = 1.
(#i) cosh et sinh sont 2mwi-périodiques.

() coshz =0 < z=1i(n/2+km) et sinhz =0 <= z=iknm, k € Z.

\. 4

Démonstration. Les preuves sont analogues a celles du efthm :proprietes-trig, en utilisant
les définitions exponentielles.

(i1) cosh? z — sinh? z = (ez+€7z)22(ez_eiz)2 = j—i = 1.

(iv)sinhz =0 < & =¢* > ¥ =1 < 2z €inZ. O
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3.7 Lien entre fonctions trigonométriques et hyperbo-

liques
Théoréme 3.35 (Relations fondamentales). Pour tout z € C :
cos(iz) = cosh(z), (3.3)
sin(iz) = isinh(z), (3.4)
cosh(iz) = cos(z), (3.5)
sinh(iz) = isin(z) (3.6)
Démonstration. Calcul direct :
i(iz) —i(iz) —z z
cos(iz) = < +2€ = € — coshz.
i(iz) _ ,—i(iz) -z oz (2 =2 Sz =2
sin(iz):e ¢ S - (e € ):z(e ‘ ):isinhz.
21 21 21 2
Les deux autres s’obtiennent en substituant ¢z par z dans les premiéres. O

Remarque 3.36. Ces relations montrent que la distinction entre fonctions trigonomé-
triques et hyperboliques disparait dans le cadre complexe : les deux familles ne sont que
des «rotations» I'une de I'autre dans le plan complexe. C’est 'une des simplifications
conceptuelles majeures apportées par 'analyse complexe.

\.

Corollaire 3.37 (Formules d’Euler généralisées). Pour tout z € C :
e® = cosh z + sinh z, e * = cosh z — sinh z.
Plus généralement, pour z = x + 1y :

e =e"cosy +ie”siny = (coshx + sinh x)(cosy + isiny).

\.

L . . . L, . z —z Z_,—2
Démonstration. La premiére ligne découle de cosh z + sinh z = 34— 4 €=F— = ¢*. La

seconde est la définition de exp. n

3.8 Tableau récapitulatif

Le tableau suivant résume les principales propriétés des fonctions élémentaires.
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3.9. EXEMPLES DETAILLES

Fonction Domaine Période Zéros Dérivée
e? C 2mi aucun e?
Log 2 C\ R — z=1 1/z
2% (princ.) C\ Rgg — aucun (o #0)  az*!
coS 2 C 27 5 tkm —sin z
sin z C 2 km cos 2
cosh z C 2mi i(5 + k) sinh z
sinh z C 2mi vk cosh z

3.9 Exemples détaillés

Exemple 3.38 (Détermination de branches sur un domaine a trou). Soit 2 = {z € C:
1 < |z|] < 3} la couronne ouverte centrée a l'origine. Ce domaine n’est pas simplement
connexe (le cercle |z| = 2 n’est pas contractible dans €2). En conséquence, il n’existe
pas de branche du logarithme sur {2 tout entier.

En effet, supposons qu’une telle branche ¢ existe. Alors ¢'(z) = 1/z et

/Z|:2 3 dz = /| L ?(2)dz = £(2)

car ( est univaluée. Or, par calcul direct, f‘z|:2 % = 271 # 0. Contradiction.

:07

tour complet

En revanche, si l'on coupe la couronne le long d’un rayon, par exemple Q' = Q\ R,
le domaine obtenu est simplement connexe et admet des branches du logarithme.

Exemple 3.39 (Calcul de (1 +4)37%). Calculons la valeur principale de (1 + 7).
Etape 1 : Log(1+4). |1 +i| = V2, Arg(1 +4) = /4. Donc Log(1 + i) = 1 In2+ Z.
Etape 2 : aLogz. (3 —i)Log(1+4) = (3—i) (In2+ &).

Développons :

(3—1) ln2+7j7r _3ln2+3i7r iln2  i°7w
Y\ "1 )T o 4 2 4

B 3ln2 i T v 3r  In2
2 ") '\a o)
Etape 3 : Exponentielle.

(1414)20 =ex 3ln2+z 4+ 3m _In2
prine = SXP I { 5T Ty 1 2 )

Le module est exp (222 + I) = 2%/2¢™/* ~ 6,168.

L’argument est ‘%’r — %“72 2,009 radians.
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Exemple 3.40 (Résolution de cos z = 2). Résolvons cosz = 2. On a

eiz + e—iz ) ) )
— = 2, soit e*+e =4

1= 4, soit w? — 4w + 1 = 0. Le discriminant est

En posant w = €*, on obtient w + w~
16 —4 =12, d’ou
4+ 23
W — 4£2V3 2+/3.

2

Les deux valeurs sont réelles positives. Alors e = 24+/3, d’ou iz = In(2+ \/3) + 2kmi,
et finalement

z=2knr—iln(2+v3), keZ

Puisque 2 — v/3 = 1/(2 +/3), on a In(2 — v/3) = —In(2 + v/3), et les solutions se
réduisent a
z=2kn+£iln(2+V3), keLZ.

Remarquons que toutes ces solutions sont non réelles, confirmant que cos prend des
valeurs en dehors de [—1, 1] pour des arguments complexes.

Exemple 3.41 (Résolution de sinh z = 4). On résout sinh z = 4, c’est-a-dire <= = i.
En posant w = €*, on obtient w — w~! = 2i, soit w? — 2w — 1 = 0. Le discriminant
est —4 +4 = 0, donc w = ¢ (racine double). Alors e* =i, d’ou

zzlog(i):i<g+2kﬂ>, kel

3.10 Transformations géométriques

Proposition 3.42 (Image du demi-plan par sin). La fonction sin envoie la bande
{z € C: —7/2 < Re(z) < w/2} bijectivement sur C\ ((—oo, —1] U [1, +00)).

Démonstration. Posons z = x + iy avec —m/2 < x < 7w/2 et y € R. Par la
efprop :trig-re-im,
sin z = sin x cosh y 4 7 cos x sinh y.

Soit w = u + iv 'image. Alors u = sinx coshy et v = cos x sinh y.
Pour y # 0, on peut écrire

u? v?

=sin®x + cos’x = 1,

+
cosh®y  sinh?y
c’est-a-dire que les images des droites horizontales Im(z) = yo (avec yo # 0, —7/2 <

Re(z) < m/2) sont des demi-ellipses.
De méme, pour z fixé avec —7w/2 < x < w/2 et x # 0,

u? v?

—5— — = cosh?y — sinh?y = 1,
2
sin“x  cos*x

donc les images des droites verticales sont des branches d’hyperboles.
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3.11. COMPLEMENTS SUR LES BRANCHES

L’injectivité se vérifie par un argument d’unicité, et la surjectivité par résolution de

sinz = w pour w ¢ (—oo, —1] U [1, +00). O
Plan » " Plan @ =sinz =
~; Play  Plan g sinz

sin

Y

Re

e e ae e el & B

FIGURE 3.4 — Image de la bande {—7/2 < Re(z) < 7/2} par sin. Les droites horizontales
deviennent des ellipses, les droites verticales des hyperboles.

3.11 Compléments sur les branches

7

Définition 3.43 (Branche d’une puissance). Soit Q@ C C\ {0} un ouvert connexe
et a € C. Une branche de z sur () est une fonction continue f : Q — C telle qu’il
existe une branche du logarithme ¢ sur €2 avec

f(z) =exp(al(z)) pour tout z € €.

Proposition 3.44 (Branches de la racine carrée). Soit  C C\ {0} un ouvert
simplement connexe. Alors il existe exactement deus branches de z'/? sur §, et elles
sont opposées l'une de l’autre.

Démonstration. Par le efthm :existence-branche-log, il existe une branche du logarithme ¢
sur (2. Les branches de z/2 sont fy,(z) = exp(%(£(z)+2kni)) pour k € Z. Or exp(3 -2kmi) =
exp(kmi) = (—=1)¥. Donc f), = fo si k est pair, et f, = —fo si k est impair. Il n’y a que
deux branches distinctes : fy et — fy. O]

~

Exemple 3.45 (Branche de v/2%2 — 1). Considérons la fonction multivaluée /22 — 1 =
V(2 —1)(z 4+ 1). Les points de branchement sont z = 1 et z = —1. On peut choisir
comme coupure le segment [—1, 1] sur I'axe réel. Sur le domaine 2 = C\ [—1, 1], qui
est simplement connexe, il existe deux branches de v/z2 — 1, holomorphes sur 2.

La branche principale est déterminée par la condition que v/22 —1 > 0 pour z > 1
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réel. On peut 1’écrire

1
V2?2 —1=exp (5 Log(z? — 1)) )
mais cette formule n’est valable que pour 2% — 1 ¢ R<j. Une écriture plus correcte est

- on{l ),

ou /4 et /5 sont des branches du logarithme convenablement choisies sur §2, compatibles
avec la coupure [—1,1].

3.12 Exercices

Exercice 3.1 (Calculs ¢lémentaires). Calculer :
(a) 62+i7r/37 e—1+37ri, €i7r/6‘
(b> L0g<2Z)> LOg(—3), LOg(l - Z)

(c) Toutes les valeurs de log(—2i).

Exercice 3.2 (Equations exponentielles). Résoudre dans C :
(a) e =1+414/3.
(b) e* = —e.
(c) e* —3e*+2=0.
Exercice 3.3 (Puissances complexes). (a) Calculer toutes les valeurs de 2°. Sont-elles
réelles 7
(b) Déterminer la valeur principale de (1 —4)'*".

—7/2

(c) Montrer que i’ = e est la valeur principale et que toutes les valeurs sont réelles.

(d) Trouver toutes les valeurs de (—1)".

Exercice 3.4 (Equations trigonométriques). Résoudre dans C :
(a) sinz = 3.
(b) cosz = .
(c) coshz = 0.
(d) tanz = 2i.
Exercice 3.5 (Images géométriques). (a) Déterminer I'image par exp de la bande {z :
0 < Im(z) < w/4}.
(b) Déterminer I'image par exp du rectangle {z: —1 < Re(z) < 1, 7/2 < Im(z) < 7}.
(¢) Quelle est I'image du demi-plan Re(z) > 0 par z — Log z?
(d) Déterminer l'image du disque |z — 1| < 1 par Log.
Exercice 3.6 (Identités). Démontrer les identités suivantes pour tous z,w € C :
(a) cos?z = ,  sin®z = 1=gs2z,

(b> COSh2 z = %7 Sinh2 5 = cosh222—1'

14cos2z
2
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(c) sin(iz) = isinh z et cos(iz) = cosh z.
(d) |sinz|” + |cos z|* = (cosh2y + 1) ou y = Im(2).
Exercice 3.7 (Propriété du logarithme). (a) Trouver des z1, 2o € C tels que Log(z122) #
Log(z1) + Log(22).
(b) Montrer que Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2kmi pour un unique k € {—1,0,1}.

(c) La formule Log(2?) = 2 Log(z) est-elle toujours vraie ? Trouver un contre-exemple.

Exercice 3.8 (Branches du logarithme). (a) Montrer qu’il n’existe pas de branche conti-
nue du logarithme sur C\ {0}.

(b) Soit 2 = C\ Rxq. Construire explicitement une branche du logarithme sur 2 dont
la partie imaginaire prend ses valeurs dans (0, 27).

(c) Soit 2 = C\ iRx( (on retire la demi-droite imaginaire positive). Construire une
branche du logarithme sur €.

Exercice 3.9 (Non-existence de branche sur une couronne). Soit A ={2z€ C:r < |z| <
R} avec 0 <r < R.

(a) Montrer qu’il n’existe pas de branche du logarithme sur A.
(b) En déduire qu’il n’existe pas de branche de 2!/ (n > 2) sur A.
(c) Montrer qu’en revanche, il existe une branche holomorphe de 2% sur A (triviale :
z 5 2%).
Exercice 3.10 (Calcul de (v/3 +)™). (a) Ecrire v/3 + i sous forme exponentielle.
(b) En déduire (v/3 + 1) sans utiliser le binome de Newton.
(c) Retrouver le résultat en utilisant le logarithme principal.
Exercice 3.11 (Application conforme de I'exponentielle). (a) Montrer que exp est une

application conforme (holomorphe et injective) de la bande S = {z: 0 < Im(2) < 7}
sur le demi-plan supérieur H = {w : Im(w) > 0}.

(b) En déduire que Log est une application conforme de H sur S.
(c) Déterminer les images par exp des cotés du rectangle {z : a < Re(z) < b, 0 <
Im(z) < 7}
Exercice 3.12 (Fonction z*). On considére f(z) = 2* = exp(z Log z), définie sur C \ Ry
par la branche principale.
(a) Calculer f'(z).
(b) Déterminer f(i), f(—i) (valeurs principales seulement, en écrivant soigneusement les
étapes).

(¢) Montrer que | f(e”)| = e~ pour § € (—m, 7).
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Chapitre 4

Intégration Complexe — Théoréme de
Cauchy

4.1 Introduction

L’intégration complexe constitue le coeur de I'analyse complexe. Alors qu’en analyse
réelle I'intégrale d’une fonction sur un intervalle ne dépend que des bornes, dans le plan
complexe l'intégrale dépend a priori du chemin suivi entre deux points. Le théoréme de
Cauchy affirme que, sous des hypothéses convenables d’holomorphie et de topologie du
domaine, cette dépendance disparait : I'intégrale d’une fonction holomorphe le long d’un
lacet est nulle. Ce résultat, d’apparence simple, a des conséquences profondes que nous
développerons dans les chapitres suivants.

Ce chapitre s’organise comme suit. Nous commengons par la notion de chemin et d’in-
tégrale curviligne complexe (§4.2-8§4.3), puis nous établissons les résultats fondamentaux :
le lemme de Goursat (§4.6), le théoréme de Cauchy sous ses différentes formes (§4.7-§4.10),
la notion d’indice (§4.11), et enfin la version générale du théoréme de Cauchy (§4.12).

4.2 Chemins dans le plan complexe

Définition 4.1 (Chemin). Un chemin (ou arc paramétré) dans C est une applica-
tion continue 7: [a,b] — C, ou [a, b] est un intervalle fermé borné de R. On appelle
v(a) le point initial et v(b) le point terminal du chemin. L’image (ou trace) de
v est 'ensemble

7" =(la, b)) = {7(t) : t € [a, 0]} C C.

Définition 4.2 (Chemin lisse, lisse par morceaux). Un chemin 7: [a,b] — C est dit :
(i) lisse (ou régulier) s'il est de classe C' sur [a,b] et si /() # 0 pour tout
t € la,bl;
(ii) lisse par morceaux s'il existe une subdivision a =ty < t; < --- <t, = b telle
que la restriction 7|p, , 4, soit lisse pour chaque k € {1,...,n}.

48



4.2. CHEMINS DANS LE PLAN COMPLEXE

Définition 4.3 (Lacet). Un chemin v: [a,b] — C est un lacet (ou courbe fermée)
si 1(a) = 1(0).

Définition 4.4 (Lacet simple). Un lacet 7v: [a,b] — C est dit simple (ou courbe
de Jordan) s’il est injectif sur [a,b), c’est-a-dire si y(t;) = y(t2) avec t1,ts € [a,b)
implique t; = ts.

Définition 4.5 (Chemin inverse, concaténation). Soit v: [a,b] — C un chemin.

(i) Le chemin inverse vy~ est défini par
v () =Ala+b-1), tela]

Il parcourt la méme trace que  mais en sens opposeé.

(i) Sivy: [a,b] — C et yy: [b,c] — C sont deux chemins tels que v (b) = 12(b), la
concaténation 7y, + 7,: [a,¢] — C est définie par

v (t) sit € |a,b,
Yo(t) sit e [b, .

(m +22)() = {

Exemple 4.6 (Cercle de centre z; et rayon r). Le chemin canonique du cercle de
centre z5 € C et de rayon r > 0, parcouru dans le sens trigonométrique, est

v(t) = 20 +re™,  t € 0,27

C’est un lacet simple lisse. Sa trace est le cercle {z € C: |z — 2| =1}

Exemple 4.7 (Segment de droite). Le segment de 21 a 29 (21 # 29) est paramétré par
V()= (1 —t)z1 +tee = 21 + t(22 — 21), t€0,1].

On note parfois ce chemin [z1, 2o].

22
Zn
A >
2o+ T /
21
Segment [z, zo] Chemin lisse par morceaus

Cercle y(t) = zg + re®

FIGURE 4.1 — Exemples de chemins dans le plan complexe.
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CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE — THEOREME DE CAUCHY

Définition 4.8 (Longueur d'un chemin). La longueur d’un chemin lisse par morceaux
v: [a,b] = C est

()= [ bl

4.3 Intégrale curviligne complexe

Définition 4.9 (Intégrale le long d’un chemin). Soit v: [a,b] — C un chemin lisse

par morceaux et soit f: v* — C une fonction continue. L’'intégrale curviligne de f
le long de v est

b
[t = [ 10w) o
¥ a
Si 7 est seulement lisse par morceaux (avec subdivision a =ty < --- < t, = b), on

pose

th—1

/f(z)dZ:Z/k F(y(®) () dt.

Remarque 4.10. L’intégrale fv f(2)dz ne dépend pas du paramétrage choisi pour le
chemin, tant que l'orientation est préservée. Si ¢: [¢,d] — [a, b] est un difféeomorphisme
croissant de classe C!, et ¥ = v o ¢, alors fﬁ f(z)dz = f7 f(2)dz.

Proposition 4.11 (Propriétés de 'intégrale curviligne). Soient v un chemin lisse
par morceauz et f,g continues sur v*.

(i) Linéarité. Pour tous o, B € C,

L[@f(2)+59(2)} dZZOéLf(Z) dz—l—ﬁf/g(z) dz.

(ii) Chemin inverse. / f(z)dz = —/f(z) dz.
v Y

(iii) Concaténation. Si v = v1 + V2, alors

/vf(z)dz:/71 f(z)dz+/72f(z)dz.

Démonstration. (i) Résulte directement de la linéarité de I'intégrale réelle.
(ii) Posons v: [a,b] = C et v~ (t) = v(a+ b —t). Alors (v7)'(t) = =7 (a+ b —t) et

b
/_ f(2) dz:/ f(vla+b—1t) (= (a+b—1t))dt
:_/ f(vla+b—1t))+(a+b—1t)dt
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4.4. EXEMPLES FONDAMENTAUX

Le changement de variable w = a + b —t (du = —dt) donne

——Aﬁmw»ww«mo——Lﬁww»ﬂww——lﬂam-

(iii) Découle immédiatement de I'additivité de I'intégrale sur les sous-intervalles. [

Théoréme 4.12 (Inégalité ML). Soit v un chemin lisse par morceaux de longueur
U(y) et f continue sur v*. Posons M = sup,.. |f(2)|. Alors

Af(z) dz

<M -L).

Démonstration. On a

A () dz

/fmmﬂmﬂs/ummuwma

SM/wwazMﬂw m

Remarque 4.13. L’inégalité ML est I'un des outils les plus utilisés en analyse complexe
pour majorer des intégrales. Elle est particuliérement utile pour montrer que certaines
intégrales tendent vers zéro lorsque le rayon d’un cercle tend vers U'infini (ou vers zéro).

4.4 Exemples fondamentaux

Les calculs suivants sont a la base de toute la théorie.

Proposition 4.14 (Intégrale de 2" sur un cercle). Soit y(t) = 2o +re't, t € [0,27], le
cercle de centre zy et de rayon r > 0 parcouru dans le sens positif. Pour tout n € Z,

2mi sin = —1

/(z —2)"dz = . ’
5 0 sim =% —1.
Démonstration. On paramétrise par z = zg+re'l, dz = ire' dt, et (z — 29)™ = r"e™. Donc

2T 2T
/(z —zp)"dz = / re™ . ire’ dt = ir" ! / CRGARLNC [
ol 0 0

Cas n = —1. On obtient ir° fO% dt =i -2 = 2mi.
Casn#—1.0nan+1+#0, et

o i(n+1)t 727 2mi(nt1) _ _
/ ei<n+1>tdt:{e } e Lo 1=t
0 iln+1)], i(n+1) i(n+1)

car 2™t =1 pour n+ 1 € Z. O
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CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE — THEOREME DE CAUCHY

Remarque 4.15. Le cas n = —1 est le résultat crucial : c’est la seule puissance de
(z — zo) dont 'intégrale sur un cercle autour de zy est non nulle. Ce fait sous-tend
toute la théorie des résidus (chapitre 9).

Exemple 4.16 (Intégrale de z sur le cercle unité). Soit v(t) = €, t € [0, 27], le cercle
unité. On calcule

27 o ) 27 ) ) 2
/Edz = / et et dt = / e 4 et dt = z/ dt = 27mi.
N 0 0 0

On observe que Z n’est pas holomorphe, et pourtant cette intégrale est non nulle —
ce qui est cohérent car le théoréme de Cauchy ne s’applique pas aux fonctions non
holomorphes.

Exemple 4.17 (Intégrale de Re(z) sur le cercle unité). Avec le méme ~y, puisque
Re(z) = 1(z + 2),

1 1 1 1
/Re(z)dz:—/zdz+—/§dz:—-O~|——-27Ti:7ri.
gl 2.Jy 2/ 2

L’intégrale de z dz sur le cercle unité vaut 0 car z! admet la primitive 2%/2.

\)

4.5 Primitives et indépendance du chemin

Définition 4.18 (Primitive). Soit U C C un ouvert et f: U — C continue. Une
primitive de f sur U est une fonction holomorphe F': U — C telle que F'(z) = f(2)
pour tout z € U.

Théoréme 4.19 (Primitive et indépendance du chemin). Soit U C C un ouvert
conneze et f: U — C continue. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f admet une primitive sur U.

(i) Pour tout lacet lisse par morceauz vy dans U, /f(z) dz = 0.
Y

(iii) L’intégrale f7 f(2)dz ne dépend que des extrémités de «y (et non du chemin lisse
par morceauz y dans U ).

De plus, si F' est une primitive de f, alors pour tout chemin lisse par morceaux v de
z1 @ 29 dans U,

/f(z) dz = F(z3) — F(z1).

Démonstration. (i) = (iii) et formule. Supposons que F' = f sur U. Si 7: [a,b] — U
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4.5. PRIMITIVES ET INDEPENDANCE DU CHEMIN

est lisse, la régle de la chaine donne

%[F(V(tm = F'(y(1) Y (t) = f(v(£) (D).

Donc
[ 1z = [ ey ®d = [FOw)], = Fow) - Fo@) = F) - F).

Le cas lisse par morceaux s’obtient par sommation télescopique. L’intégrale ne dépend que
de z1 = y(a) et z = y(b).

(iii) = (ii). Si v est un lacet, z; = z, donc U'intégrale vaut F'(z;) — F'(z;) = 0.

(ii) = (i). Fixons zy € U. Puisque U est ouvert connexe, pour tout z € U il existe un
chemin lisse par morceaux 7, de zy a z dans U. Posons

F(z) = / £(0)dc.

La condition (ii) garantit que F' est bien définie (indépendante du chemin choisi). Montrons

que F'(=) = ()
Soit z € U. Puisque U est ouvert, il existe § > 0 tel que D(z,6) C U. Pour h € C avec
0 < |h| < 4, le segment [z, z + h| est dans U, et

F(z+h) - F(z) = /[ JR(GLS

Or, en paramétrant ¢ = z + th, t € [0, 1],

1
/ F(O)d¢ = h/ F(z +th)dt.
[z,2+h] 0

Donc
F(z + hi)z “FGE) - /0 [f(z+1th) — f(2)] dt.

Par continuité de f, pour tout ¢ > 0 il existe & < ¢§ tel que |h| < ¢ implique
|f(z +th) — f(z)| < € pour tout ¢ € [0, 1]. Ainsi

’F(z +h) — F(2)

L _f<2)‘§57

ce qui prouve que F'(z) = f(2). O]

n+1

Corollaire 4.20. Pour n € Z, n # —1, la fonction 2" admet la primitive sur

C (sin>0) ou sur C* (sin < —2). En particulier, /z" dz = 0 pour tout lacet 7y
2l
dans le domaine correspondant.

En revanche, 1/z n’admet pas de primitive sur C*.

Démonstration. Pour n # —1, on vérifie que %ﬁf = 2". Le théoréeme 4.19 s’applique.
Pour 1/z, si une primitive existait sur C*, I'intégrale de 1/z sur tout lacet dans C* serait

nulle. Or, la proposition 4.14 montre que fv(l /2z)dz = 2mi # 0 pour 7 le cercle unité. [
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CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE — THEOREME DE CAUCHY

4.6 Lemme de Goursat

Le lemme de Goursat est un résultat technique fondamental : il établit que 'intégrale
d’une fonction holomorphe sur le bord d’un triangle est nulle, sans supposer la continuité
de la dérivée. Ceci est remarquable car la preuve du théoréme de Cauchy via la formule de
Green nécessite cette continuité.

Lemme 4.21 (Goursat). Soit U C C un ouvert et f: U — C holomorphe. Soit
T C U un triangle fermé (c’est-a-dire enveloppe conveze de trois points non alignés),
avec T 'C U. 8i 0T désigne le bord de T parcouru dans le sens positif, alors

f(z)dz=0.
oT

Démonstration. La preuve repose sur un argument de bissection itérée.

Etape 1 : Construction par subdivision. Notons T = T et I, = Jor@ f(2)dz. En
reliant les milieux des trois cotés de T, on obtient quatre sous-triangles Ty, Ty, T, Ty
(voir figure 4.2).

C

Les intégrales sur les co-
tés intérieurs s’annulent
deux a deux (parcours
Opposeés).

4
= d
Io ;/@ij(z) z

B

FIGURE 4.2 — Subdivision d'un triangle dans la preuve du lemme de Goursat.

Les intégrales sur les cotés intérieurs (ceux introduits par la subdivision) s’annulent
deux & deux car chaque coté intérieur est parcouru une fois dans chaque sens. Donc

oT(0)

4
Iy = f(z)dz = Z f(z)dz.
Py
Par l'inégalité triangulaire, il existe jo € {1,2,3,4} tel que

f(z)dz

Ty,

> — ||

|

On pose TW =Ty,

Etape 2 : Itération. En itérant ce procédé, on construit une suite de triangles emboités
TO 5 7MW 5 7@ 5 ... tels que, pour tout k > 0 :
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4.7. THEOREME DE CAUCHY POUR LES DOMAINES ETOILES

| Lo
[ o=l
) ort) = L)
diam (7))

(c) diam(T®) = o

Etape 3 : Point limite. Par le théoréme des fermeés emboités, ﬂ T™® = {2} pour un

k=0
certain zg € T' C U. Puisque f est holomorphe en zy, on peut écrire

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + (2 — 20) (2),

ot p(z) — 0 quand z — 2.

Etape 4 : Majoration. La fonction z ~ f(z) + f'(20)(z — 20) est un polynéme de degré
< 1en 2z, donc elle admet une primitive. Par le théoréme 4.19,

/8T<k) [f(ZO) + f'(20)(z — Zo)} dz = 0.
Donc
aT (k) fz)dz= /a:mc)(z — 20) p(z) dz.

Pour z € 9T™ on a |z — 2| < diam(T®) = dy/2* ot dy = diam(T©). Soit ¢ > 0. Il
existe K tel que pour k > K et z € T™® on a |p(z)| < e. Par I'inégalité ML,

d L do L
O

- 2k 2k 4k

oT (k)
ot Ly = £(0T). Or, d’apreés (a), || /4% < | [,a f(2) dz|. Donc
|I()| S £ do L(].

Comme ceci vaut pour tout € > 0, on conclut que Iy = 0. 0

Remarque 4.22. La force du lemme de Goursat est de ne supposer que l'existence
de f’(z), sans supposer la continuité de f’. On sait, grace au théoréme de Looman—
Menchov, que cette continuité est en fait automatique, mais la preuve de Goursat est
¢lémentaire et directe.

4.7 Théoréme de Cauchy pour les domaines étoilés

Définition 4.23 (Domaine étoilé). Un ouvert U C C est étoilé par rapport a un
point zo € U si, pour tout z € U, le segment [z, z] est contenu dans U. On dit
simplement que U est étoilé s’il est étoilé par rapport & au moins un de ses points.
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CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE — THEOREME DE CAUCHY

Domaine étoilé Domaine convexe (étoilé
par rapport a tout point)

FIGURE 4.3 — Domaine étoilé et domaine convexe.

Théoréme 4.24 (Cauchy pour les domaines étoilés). Soit U C C un ouvert étoilé et
f: U — C holomorphe. Alors :

(i) f admet une primitive F sur U.

(ii) Pour tout lacet lisse par morceauz v dans U, /f(z) dz = 0.
o

Démonstration. Soit zg € U un point par rapport auquel U est étoilé. Pour tout z € U, le
segment [z, z| est dans U. On définit

F(z)= f(Q)dC:/ f(z0+t(z = 20)) (2 — 2) dt.
[20,7] 0

Montrons que F'(z) = f(z). Soit z € U et h € C assez petit. Le triangle de sommets
20, 2,2 + h est contenu dans U (car U est étoilé par rapport a zj, les segments [z, ],
[20, 2 + h] sont dans U, et par convexité locale le segment [z, z 4+ h| est aussi dans U pour
|h| assez petit). Par le lemme de Goursat 4.21,

/ ft / ot / F=o.

[20,2] [z,2+h] [z+h,z0]

F(z+4h) — F(z) = / / /
[z0,2+h] [20,2] [z,2+h]

En paramétrant le segment par ( = z + th, t € [0, 1],

Donc

F(z+h)—
h

= /1f(z+th)dt — f(2)
0 h—0

par continuité de f. Donc F' est holomorphe et F' = f.
L’assertion (ii) découle alors du théoréme 4.19. O

4.8 Théoréme de Cauchy pour les domaines simplement
connexes
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4.9. PREUVE DU THEOREME DE CAUCHY VIA LA FORMULE DE GREEN

Définition 4.25 (Domaine simplement connexe). Un ouvert connexe U C C est
simplement connexe si tout lacet continu dans U est homotope a un point dans U,
c’est-a-~dire si m (U, z9) = {e} pour tout (ou un) zg € U.

De maniére équivalente (pour les ouverts de C), U est simplement connexe si et
seulement si C\ U est connexe dans C U {oo} (la sphére de Riemann).

O

v

Simplement connexe

(pas de trou) Multiplement connexe

(deux trous)

FIGURE 4.4 — Domaines simplement et multiplement connexes.

Théoréme 4.26 (Cauchy pour les domaines simplement connexes). Soit U C C un
ouvert simplement connexe et f: U — C holomorphe. Alors :

(i) f admet une primitive sur U.

(ii) Pour tout lacet lisse par morceaux v dans U, /f(z) dz = 0.
v

Nous reportons la preuve compléte a la section 4.10, ou elle sera obtenue comme
conséquence de la version homotopique du théoréeme de Cauchy.

Exemple 4.27.

(1) C, tout disque D(zg,), tout demi-plan sont simplement connexes. Le théoréme
de Cauchy s’y applique.

(2) C* = C\ {0} n’est pas simplement connexe : le cercle unité est un lacet non
contractible dans C*.

(3) C\ R~ (le plan privé du demi-axe réel négatif) est simplement connexe. C’est le
domaine naturel pour la détermination principale du logarithme.

4.9 Preuve du théoréme de Cauchy via la formule de
Green

La preuve qui suit utilise la formule de Green (Stokes en dimension 2) et suppose
la continuité de f’. On montrera plus tard (comme conséquence de la formule intégrale

de Cauchy) que toute fonction holomorphe a une dérivée continue, de sorte que cette
hypothése supplémentaire est finalement superflue.

o7



CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE — THEOREME DE CAUCHY

Théoréme 4.28 (Cauchy via Green). Soit U C C un ouvert borné dont le bord OU
est une courbe de Jordan lisse par morceauzr (ou une réunion finie de telles courbes),
orienté positivement. Si f est holomorphe sur un ouvert contenant U et si f' est
continue, alors

f(z)dz =0.
ouU

.

Démonstration. Ecrivons f = u+iv et 2 = x+iy, de sorte que f(z)dz = (u+iv)(dz+idy).
En développant,
f(2)dz = (udz —vdy) + i(vde + udy).

Par la formule de Green (théoréme de Stokes en dimension 2), pour un domaine D & bord
lisse par morceaux orienté positivement,

(Pdz+Qdy) = oQ _or dz dy.
aD p\Odr 0Oy

Partie réelle. Avec P=u, Q = —v :

Par les équations de Cauchy-Riemann (u, = v, et u, = —v,), on a —v, — u, = —(—uy,) —
Uy = Uy — Uy = 0.
Partie imaginaire. Avec P =v, Q = u :

ng(vdx+udy)=//U (%—g—;) dxdy://U(ux—vy)dxdy:O,

Les parties réelle et imaginaire de I'intégrale sont toutes deux nulles, d’olt faU f(z)dz =
0. O

Remarque 4.29. Cette preuve a I'avantage de la clarté conceptuelle : le théoréme de
Cauchy est une conséquence directe des équations de Cauchy—Riemann et du théoréeme
de Stokes. Cependant, elle requiert I'hypothése supplémentaire que f’ soit continue, ce
que la preuve via le lemme de Goursat évite.

4.10 Version homotopique du théoréme de Cauchy

Définition 4.30 (Homotopie de chemins). Soit U C C un ouvert. Deux chemins
Y0,71: [a,b] — U ayant les mémes extrémités (yo(a) = v1(a) et vo(b) = 71(b)) sont
dits homotopes a extrémités fixes dans U s’il existe une application continue
H: [a,b] x [0,1] — U telle que

H(t,0) = v(t) pour tout ¢ € [a, b],
H(t,1) = y(t) pour tout ¢ € [a, b],
H(a,s) =(a) = 71(a) pour tout s € [0, 1],
H(b,s) =v(b) = 71(b) pour tout s € [0, 1].
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4.10. VERSION HOMOTOPIQUE DU THEOREME DE CAUCHY

L’application H est appelée une homotopie de 7y vers 7;. On note vy ~ v; dans U.

Définition 4.31 (Lacets homotopes). Deux lacets vp,7: basés en zy € U sont
homotopes (en tant que lacets) s'il existe une homotopie H comme ci-dessus avec
H(a,s) = H(b,s) = zp pour tout s.

Un lacet est dit contractile (ou homotope a un point) s’il est homotope au lacet
constant zy.

7o
)
Yo =~ 1 dans U
21
g4l

FIGURE 4.5 — Homotopie de chemins — vy peut étre continiment déformé en ~; sans
sortir de U ni traverser le trou.

Théoréme 4.32 (Cauchy — version homotopique). Soit U C C un ouvert et f: U —
C holomorphe.

(i) Si~yo et v, sont deux chemins lisses par morceaur homotopes & extrémités fizes

dans U, alors
f(z)dz = f(z)d
/WO (z)dz /71 (2) dz

) En particulier, si vy est un lacet lisse par morceaux contractile dans U, alors
/ f(z)dz=0.

Démonstration. Nous donnons les grandes lignes de la preuve; les détails techniques
d’approximation lisse par morceaux sont admis.

Idée clé. Soit H: [a,b] x [0,1] — U I’homotopie. Le compact K = H([a,b] x [0,1]) C U
est a distance strictement positive du complémentaire de U. On subdivise le rectangle
[a, b] X [0, 1] en sous-rectangles suffisamment petits pour que I'image de chacun soit contenue
dans un disque ouvert inclus dans U.

Pour chaque paire de chemins intermédiaires adjacents v et vs1as (correspondant
a deux valeurs consécutives du paramétre d’homotopie), la différence des intégrales se
décompose en une somme d’intégrales sur de petits lacets, chacun contenu dans un disque
(donc étoilé). Par le théoréme de Cauchy pour les domaines étoilés (4.24), chacune de ces
intégrales est nulle.

Plus précisément, on subdivise [a,b] = U[t;—1,t;] et [0,1] = [J[sk—1,sk] en sous-
intervalles assez fins. Pour chaque rectangle [t;_1,%;] X [sk_1,sk], 'image H([t;_1,t;] x

\.
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[sk—1, Sk]) est contenue dans un disque D;; C U. En reliant les images des sommets par
des segments, on construit un quadrilatére dans Dj;. L’intégrale de f le long du bord de
ce quadrilatére est nulle (car Djj est étoilé). En sommant sur tous les sous-rectangles,
les contributions des cotés intérieurs s’annulent, et il ne reste que la différence entre les
intégrales le long de 7y et v; (&4 une approximation polygonale prés qui converge).
L’assertion (ii) en découle immédiatement en prenant v; constant. O

Corollaire 4.33 (Preuve du théoreme 4.26). Si U est simplement conneze, tout lacet
dans U est contractile. Le théoréme 4.32(ii) donne donc f7 f(2)dz = 0 pour tout
lacet v et toute f holomorphe sur U. L’existence d’une primitive résulte alors du
théoréeme 4.19.

4.11 Indice d’un point par rapport & un lacet

Définition 4.34 (Indice (nombre d’enroulement)). Soit y un lacet lisse par morceaux
dans C et zg ¢ 7*. L’indice (ou nombre d’enroulement) de 7 par rapport a z, est

1 d
id(y,20) = 5 [ 7=
:

2w ), 2 — 2y

Théoréme 4.35 (Intégralité de U'indice). Pour tout lacet lisse par morceaux 7y et tout
20 & v*, Uindice ind(vy, z9) est un entier.

\. .

Démonstration. Soit y: [a,b] — C avec y(a) = v(b). Considérons la fonction

go(t):/ Jids, t € [a,b].

s) — 2o

On a p(a) =0 et p(b) = [ -4z — 97i ind (7, 29).

zZ—20

Définissons 1(t) = (y(t) — 20) e #®. Pour ¢ en un point de dérivabilité de 7,

V() =7 () e+ (3(0) = 20) (< (1)

=) — (30 = 20) - e
=0

= /()70 — /(1) =0

(Sur chaque morceau lisse, 1) est constante.) Puisque 7 est lisse par morceaux et v est
continue, ¢ est constante sur [a, b] entier. Donc 1 (b) = ¢(a), c’est-a-dire

(7(b) = 20) e = (v(a) — z) e\

—~
S

) et p(a) =0, donc e=?®) = 1. Ceci signifie p(b) € 27i Z, d’ott ind(7y, 20) =
Z. ]

S
—~
S
N—
g
—~
DO
=)
o~
SN—
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4.11. INDICE D’UN POINT PAR RAPPORT A UN LACET

Proposition 4.36 (Propriétés de U'indice). Soit v un lacet lisse par morceauz dans

C.

(i) Constance sur les composantes. La fonction zy — ind(7, zo) est continue
(et a valeurs entieres, donc constante) sur chaque composante connezxe de C\ v*.

(ii) Valeur a linfini. ind(v, z9) = 0 pour tout zy dans la composante connexe non
bornée de C \ ~*.

(iii) Chemin inverse. ind(y~, zp) = —ind(7, 20)-
(iv) Additivité. Siy = v, + 72 est une concaténation de lacets, alors ind(vy, zo) =
ind(7y1, 20) + ind(72, 20).

Démonstration. (i) Soit zo ¢ 7*. La fonction z — 5 fv Cd_cz es‘t continue en z (on peut
dériver sous le signe intégral puisque v* est compact et z ¢ +*). Etant continue et a valeurs
dans Z, elle est localement constante, donc constante sur chaque composante connexe.

(ii) Si |20 est assez grand (plus grand que max.,~ |(]), on peut majorer :

1

27T ’ZO’ — max]ﬂ 7 |z0]|—00

lind (v, z0)| 0.

Comme ind(7, 29) € Z, il vaut 0 pour |z| grand, donc sur toute la composante non bornée
par (i).

(iii) et (iv) résultent directement des propriétés de 'intégrale curviligne (proposi-
tion 4.11). O

Exemple 4.37 (Indice du cercle). Soit v(t) = 29 +7e™, t € [0, 27]. Pour 2; a I'intérieur

du cercle (|]z; — 20| < 7),
1 d
e

omi |2 — 2

On montre que ind(y,2;) = 1 (car z; est dans la composante bornée de C \ 7*, et
ind(, zo) = 1 par le calcul de la proposition 4.14). Pour z; a extérieur (|23 — zo| > 7),
ind(vy, z1) = 0.

ind\=1 o1 ind = 2
Re

<0 ind =0

Lacet enroulé 2 fois
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FIGURE 4.6 — Nombre d’enroulement : le lacet simple encercle zy une fois (ind = 1) et ne
tourne pas autour de z; (ind = 0). A droite, un lacet parcourant deux fois le cercle donne
ind = 2.

4.12 Version générale du théoréme de Cauchy

La version générale du théoréme de Cauchy fait intervenir 'indice et ne requiert aucune
hypothése de simple connexité.

Théoréme 4.38 (Cauchy — version générale). Soit U C C un ouvert et f: U — C
holomorphe. Soit v un lacet lisse par morceaux dans U tel que

ind(vy, 20) =0 pour tout zp € C\ U.

Alors
/f(z) dz =0.
.

Remarque 4.39. La condition ind(vy, z9) = 0 pour tout zy ¢ U signifie que le lacet vy ne
tourne autour d’aucun point extérieur a U. C’est une condition homologique sur = :
on dit que v est homologue a zéro dans U, et on note v ~ 0 dans U.

Le théoréme affirme donc : si f est holomorphe sur U et v ~ 0 dans U, alors fv f=0.

Nous admettons la preuve compléte du théoréme 4.38 (qui sera établie au chapitre 5
comme conséquence de la formule intégrale de Cauchy), et nous en développons plutot les
applications.

Corollaire 4.40 (Déformation de contours). Soit f holomorphe sur un ouvert U et
sotent Yo, V1 deux lacets lisses par morceaux dans U tels que

ind (7o, 2) = ind(y1,2) pour tout z € C\ U.

Alors /Vof(z)dz:/m F(2) de.

Démonstration. Le lacet v = v + 7y, vérifie ind(v, z) = ind (v, 2) — ind(y1, 2) = 0 pour
tout z ¢ U. Par le théoréme 4.38, 0 = fwf = f% f- fw f. O

Exemple 4.41 (Contournement d’une singularité). Soit f holomorphe sur C\ {0}.
Soient C le cercle |z| = 1 et Cy le cercle |z| = 2, tous deux parcourus dans le sens
positif. Alors ind(C,0) = ind(Cs,0) =1 et ind(C}, z) = 0 pour z ¢ C\ {0} (c’est-a-
dire pour z = 0, mais I’hypothése est sur z ¢ U = C\ {0}, et 0 ¢ U). Puisque les
indices sur C\ U = {0} sont égaux (=1),ona [, f= [, f-
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4.13. APPLICATIONS ET EXEMPLES

Théoréme 4.42 (Cauchy pour un domaine & bord multiple). Soit U un ouvert
borné dont le bord est constitué de n + 1 courbes de Jordan lisses par morceaux : une
courbe extérieure Iy parcourue dans le sens positif et des courbes intérieures I'y, ..., T,
parcourues dans le sens négatif (horaire). Si f est holomorphe sur un ouvert contenant
U, alors

f(z)dz+z f(z)dz =0,
o k=1 YTk
c’est-a-dire

f@a=3 [ e

N ..
ou I'y désigne I'y, parcourue dans le sens positif.

U

O

[y (sens —)
['; (sens —)

FIGURE 4.7 — Domaine multiplement connexe avec bord orienté : I'y dans le sens trigono-
métrique, I'y, 'y dans le sens horaire.

4.13 Applications et exemples

Exemple 4.43 (Calcul de / 5 j_ 1). Soit v le cercle |z| = 2 parcouru dans le sens
2
positif. La fonction f(z) = 221+1 = (Z_Z.)l(zﬂ.) a des poles en z =1 et z = —i, tous deux

a 'intérieur du cercle.
Par décomposition en éléments simples :

11 1 1
2241 2i\z—i 241/

Donc, en utilisant la proposition 4.14 et la linéarité,
d 1 d d 1
/2Z :—,(/ Z,—/ Z,)z—,(27m'—27ri)20.
w2+l 20\ J,z—1 Ny ZF 21
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z
2241

Exemple 4.44 (Calcul de / dz). Avec le méme cercle v, |z| =2 :

v

z z 1 1 N 1
241 (z—i)(z4+4) 2\z—i z+4+i)’

Donc

1
L sz— ] dz = 5(27”' + 2mi) = 2mi.

Exemple 4.45 (Invariance par déformation). Soit f(z) = 1, holomorphe sur C*. Soit
~ un lacet simple lisse par morceaux dans C* tel que ind(+y, 0) = 1. Par le corollaire 4.40,
I'intégrale f,y df est égale a l'intégrale sur le cercle unité (qui a le méme indice par

rapport a 0), donc
dz

— = 2.
y 2
Ce résultat illustre la puissance de la déformation de contours : peu importe la forme

du lacet, seul I'indice compte.

Proposition 4.46 (Intégrale de ﬁ le long d’un lacet). Soit v un lacet lisse par
morceauz et a ¢ v*. Alors

d
/ S 270 ind(7y, a).
-

zZ—a

\. J

Démonstration. C’est la définition méme de I'indice (définition 4.34). O

4.14 Exercices

Exercice 4.1 (Calculs directs d’intégrales curvilignes). Calculer les intégrales suivantes.

(a) /22 dz ou 7 est le segment de 0 & 1 + 4.
v

(b) /|z|2 dz ot 7y est le segment de 0 & 1 + 4.
Y

(c) / |2]* dz ol 7 est le chemin constitué du segment de 0 & 1 suivi du segment de 1 &
v
140
(d) / e®dz ou 7 est un chemin quelconque de 0 & 7.
v
Solution. (a) 2* admet la primitive 2°/3, donc [ 2*dz = (1+4)°/3 — 0= (1 +3i + 3i* +

#)/3=(1+3i—3—1i)/3=(—2+2i)/3.
(b) Paramétrons ~(t) = t(1+1i), t € [0,1]. Alors v/(t) = 1+ et |y(t)]* = #2 - 2. Donc

1 2 21+
/\Z|2 dZZ/ 2t2-(1+i)dt:(1+i)._:ﬂ.
Y 0 3 3

64



4.14. EXERCICES

(c) Sur le premier segment, v, (t) =t, t € [0,1], |2]* =12, 7, =1 : [, = fol t2dt = 1/3.
: 2 : -
Sur le second, 2(t) = 1+it, t € [0,1], [2|" =1+, yp=i: [ =i[/(1+?)dt =
i(1+1/3) = 4i/3. Total : 1/3 + 4i/3.
On constate que les réponses (b) et (c) different : |z|* n’est pas holomorphe, l'intégrale

dépend du chemin.
(d) e® admet la primitive e*, donc [ e*dz=e™ — ¢’ =—-1—-1=-2. O

Exercice 4.2 (Inégalité ML en pratique). Soit g le demi-cercle supérieur vz(t) = Re',
t €[0,7], avec R > 1.
TR

/ dz
2 < 2 :
e 2 +1 R?—1

(b) En déduire que cette intégrale tend vers 0 quand R — +o0.

(a) Montrer que

Solution. (a) Sur g, |z| = R donc |22 +1| > |2]> — 1 = R? — 1 (inégalité triangulaire
inverse). D’ou [1/(2* +1)] < 1/(R* — 1). La longueur de v est mR. Par I'inégalité ML :

/ dz < 1 R TR
TR = )
L1 T R R?—1

(b)Rg—i:Rle/RAOquandR%—l—oo. O

Exercice 4.3 (Primitive de 1/z sur un demi-plan). Soit U = {z € C : Re(z) > 0} le
demi-plan droit.

(a) Montrer que U est simplement connexe.

(b) Montrer que F(z) = Log(z) (détermination principale du logarithme) est une
primitive de 1/z sur U.

d
(c) Calculer / it ou v est un chemin quelconque de 1 a ¢ dans U.
z
vy

Solution. (a) Le demi-plan U est convexe (pour z1, 22 € U et t € [0,1], Re((1—1)z1+120) =
(1—t)Re(z1)+tRe(z2) > 0). Tout convexe est étoilé, et tout étoilé connexe est simplement
connexe.
(b) Log(z) = In|z| 4+ i Arg(z) est holomorphe sur C\ R~ D U, et Log'(z) = 1/z.
(c) Par le théoréme 4.19,
dz _ , i
= Log(i) — Log(1) = (In1 +im/2) — 0 = 5 O

Y

Exercice 4.4 (Lemme de Goursat et régularité). Soit f: C — C continue, holomorphe
sur C\ {0}. Montrer que f est holomorphe sur C tout entier.

Indication. Montrer que |, or / = 0 pour tout triangle T (distinguer selon que 0 est sommet,
sur un coté, ou a l'intérieur de 7'), puis utiliser le théoréme de Morera (chapitre 5).

Exercice 4.5 (Calcul de I'indice). Soit v le lacet rectangulaire de sommets —2 — i, 2 — i,
2 + 14, —2 + 1 parcouru dans le sens positif.
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(a) Déterminer ind(vy,0), ind(v, 3) et ind(~,1).

Calculer/— et/ dz

Solution. (a) Les points 0 et ¢ sont & l'intérieur du rectangle (car |[Re(0)] < 2 et |Im(0)| < 1,
et Im(7) = 1 est sur le bord, donc exclu; en fait i est sur le bord ~*, I'indice n’y est pas
défini).

Corrigeons : i est un sommet du rectangle, donc i € v* et ind(7, ) n’est pas défini.

Pour 0 : 0 est a l'intérieur du rectangle, donc ind(y,0) = 1. Pour 3 : 3 est a l'extérieur
(Re(3) =3 > 2), donc ind(7,3) = 0.

(b) Par la proposition 4.46, f7 % =2mi -1 =2mi et f7 Zd_zg =2mi-0=0. O

Exercice 4.6 (Théoreme de Cauchy et intégrales réelles). En intégrant f(z) = e % le
long du contour rectangulaire de sommets —R, R, R + ia, —R + ia (avec a > 0 fixé et
R > 0), montrer que

+o0
/ e cos(2at) dt = /T e

oo

Indication. On admettra que f+oo At = /7.

Solution. La fonction f(z) = e *" est entiére. Le contour rectangulaire vz est un lacet
dans C (simplement connexe), donc par le théoréme de Cauchy, va e dz = 0.
Le contour se décompose en quatre segments. Sur le coté inférieur (z = ¢, t € [-R, R]),
I'intégrale vaut [ Bt dt
—R *
Sur le coté supérieur (z =t + ia, t de R a —R), U'intégrale vaut — LRR e~ (o) 4¢ Or
—(t+ia)? _ e—(t2+2iat—a2) — 6a2—t2 —2iat

e e
Sur les cotés verticaux (z = £R + s, s € [0, a]), on majore : ‘e*(f’“”is)2 ~(R=s?) <
e~ =a*) 4 0 quand R — 0. Donc ces intégrales tendent vers 0.
En passant a la limite R — oo :
+00 +00
0= / e dt — e / e~ e %At ¢
—0o0 —0o0
Donc
+oo
/ e P e2iat gy — o= Nz
—0o0
En prenant la partie réelle : f_Jroooo e~ cos(2at) dt = \/me . O

Exercice 4.7 (Lacets et indices composés). Soit «y le lacet en forme de « huit » défini
comme suit : v parcourt d’abord le cercle |z — 1| = 1/2 dans le sens positif, puis le cercle
|z 4+ 1] = 1/2 dans le sens négatif.

(a) Déterminer ind(~, 1), ind(y, —1) et ind(y,0).

dz

(b) Calculer/ZQ —

5

Solution. (a) Par additivité de I'indice :
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— ind(v,1) = ind(C}",1) +ind(C5,1) =140 =1 (car 1 est a Uintérieur de C) et a
I'extérieur de Cy).
— ind(y, —1) = ind(C}", —1) + ind(C; , —1) = 0+ (=1) = —1 (car —1 est a I'extérieur
de C] et a l'intérieur de Cy, parcourue en sens négatif).
— ind(7,0) =0+ 0 =0 (car 0 est extérieur aux deux petits cercles).
(b) On a = = L =1 (- — =5). Donc

1 (z—1)(2+1) 2 \z—1 z+1

/ dz _1(/ dz _/ dz)
722—1 2\J,z—1 y2+1

1
(2 ind(vy, 1) — 27i ind(y, —1)) = 5(Qm' — (=2mi)) =2mi. O

| —

Exercice 4.8 (Indice et topologie) Soit y un lacet lisse par morceaux dans C \ {0, 1} tel
que md(% =3 et ind(y,1) = —2.

) Calculer / — et /
z—1

b) Calcul dz.
(b) acuer/vz(z_l)

(c) Montrer que v n’est pas contractile dans C \ {0, 1}.
Solution. (a) [ ¢ =2mi-3=6miet [ F =2mi-(-2)=—4mi.

(b) F=55 = % + 15 (vérification : Z255 = 2=5). Donc

2, 1
/ C T dz = 6mi + (—4mi) = 2i.

z(z—1)
(c) Si~y était contractile dans C\ {0, 1}, on aurait ind(~, z) = 0 pour tout z ¢ C\ {0, 1},
en particulier ind(v,0) = 0 et ind(v, 1) = 0. Contradiction. O

Exercice 4.9 (Formule de Cauchy pour I'indice et logarithme). Soit v: [0,1] — C* un
lacet lisse par morceaux. Montrer que

ind(v,0) = % [arg (v(t)) ] -

ou arg(y(t)) désigne toute détermination continue de 'argument le long de ~.
Indication. Si 0(t) est une détermination continue de I'argument de (t), écrire v(t) =
Iy(t)] €™, calculer +'(t)/v(t), et intégrer.

Solution. Posons r(t) = |y(¢)| et 6(¢) une détermination continue de I'argument. Alors
v(t) = r(t)e?® et

+16'(¢).

En intégrant,

/1 ' (t) dt = [ln T’(t)}[l) +i[0(t)}(1)'

v(t
Comme v est un lacet, r(1) = r(0), donc [Inr]} = 0. Ainsi f,y 4 —§(0(1) — 0(0)) et
w0,0) = 51 - (00) ooy - P00 _ ol

211 27

~—
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Exercice 4.10 (Inégalité de la moyenne pour I'intégrale). Soit f holomorphe sur un ouvert
contenant le disque fermé D(0, R).

2m
(a) En utilisant le théoréme de Cauchy, montrer que / f(Re)do = 27 £(0).
0

Indication. Poser v(t) = Re® et relier f,y @ dz a l'intégrale ci-dessus.

1 2 )
(b) En déduire que |f(0)| < 2—/ | f(Re”)| do.
T™Jo
Solution. (a) Posons v(t) = Re". Par le résultat de la proposition 4.14 appliqué a la
fonction f(z)/z (qui n’est holomorphe que si f(0) = 0, mais nous anticipons ici la formule
intégrale de Cauchy ou nous raisonnons directement) :

On calcule fv @ dz = 0% f(}f:iit) CiRedt = o27r f(Re™) dt.

Ce résultat sera identifié a 2mi f(0) par la formule intégrale de Cauchy (chapitre 5).
En anticipant, fo% f(Re?)do = 2 £(0).
(b) Par I'inégalité triangulaire pour les intégrales :

27 21
27r|f(0)\=/0 f(Reie)dQ‘g/O |f(Re®)| d6. O

Exercice 4.11 (Un lemme utile pour les résidus). Soit f holomorphe sur D(a, R) \ {a}
avec un pole simple en a. Soit 7. Parc de cercle 7.(t) = a +ee®, t € |a, 8], avec 0 < & < R.

c1
zZ—Qa

(a) Montrer que si f(z) = + g(z) ou g est holomorphe sur D(a, R), alors

lim /y F(2)dz = i(B— a) ..

e—0

(b) En déduire le cas particulier « = 0, § = 27 (cercle complet).

Solution. (a) Ona [ f(z)dz=c [ &+ [ g(z)dz

Ve z—a
Pour le premier terme : f7 % = ff f%f dt = i(8 — ).
€

Pour le second : g est continue (donc bornée) sur D(a,sy) pour gy petit, disons
lg(2)] < M. Par I'inégalité ML, ’f% g(2) dz‘ <M-e(f—a)—0.

Donc lim.o [ f(2)dz =i(8 —a)c_i.
(b) Pour a =0, § = 27, on retrouve f% f(z)dz — 2mic_y = 2mi Res(f, a). O
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Chapitre 5

Formule Intégrale de Cauchy et
Conséquences

5.1 Introduction

La formule intégrale de Cauchy constitue I'un des résultats les plus profonds et les plus
féconds de I'analyse complexe. Elle exprime la valeur d’une fonction holomorphe en un
point intérieur & un contour fermé comme une intégrale curviligne sur ce contour. De ce
résultat fondamental découlent des conséquences remarquables : formules pour les dérivées
d’ordre supérieur, inégalités de Cauchy, théoréme de Liouville, développement en série de
Taylor, et les principes du maximum et du minimum.

5.2 Formule intégrale de Cauchy pour un disque

Théoréme 5.1 (Formule intégrale de Cauchy pour un disque). Soit f holomorphe
sur un ouwvert U C C contenant le disque fermé D(zo, R) = {z € C : |z — z| < R}.
Alors pour tout z € D(z, R), on a

Gl @,
/(2) 7{{ ¢,

21 720|:R<—Z

ou le cercle |¢ — zo| = R est parcouru dans le sens positif (trigonométrique).

\. .

Démonstration. Soit z € D(zy, R) fixé. Posons r = |z — 25| < R et notons Cg le cercle
|C — 20| = R parcouru dans le sens positif, et C. le cercle | — z| = € parcouru dans le sens
positif, avec € > 0 assez petit pour que D(z,¢) C D(zg, R).

f(Q)
(—=z
holomorphe sur U \ {z}. Par le théoréme de Cauchy-Goursat appliqué a la couronne
{w:e <|w—z <R} (avec R’ convenablement choisi et en reliant les deux cercles par
des segments), on obtient

est

Etape 1 : Réduction par le théoréme de Cauchy. La fonction g(¢) =

§ L9 f SO

¢—z C’EC_Z
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Plus précisément, on considére le domaine simplement connexe obtenu en retirant une
fente radiale de la couronne. Les intégrales le long des deux bords de la fente s’annulent
car elles sont parcourues en sens opposés, ce qui donne 1’égalité ci-dessus.

Etape 2 : Evaluation sur le petit cercle. On paramétrise C. par ¢ = z4ce?, § € [0, 27].
Alors d¢ = iee? df et

2 2
f ac [IEEE) e gy 2/ (= + 2e) do.
C. C— z 0

e
Puisque f est continue en z, pour tout d > 0 il existe g > 0 tel que pour € < &,
|f(z+e€e”) — f(z)| <0 pour tout 6 € [0,2n].

Par conséquent,

c.(—2

z'/027T [f(z+ee”) — f(z)] db] < 2.

Comme le membre de gauche est 'intégrale sur Cr (qui ne dépend pas de ) moins
2mi f(z), et comme § > 0 est arbitraire, on conclut

f g<<)d<—2zf<>

ce qui achéve la preuve. O

FIGURE 5.1 — Contour d’intégration pour la formule de Cauchy : le grand cercle C et le
petit cercle C. autour de z.

5.3 Formule intégrale de Cauchy — version générale

Théoréme 5.2 (Formule intégrale de Cauchy — version générale). Soit U C C un
ouvert, f: U — C holomorphe, et v un cycle dans U tel que ind(vy,w) = 0 pour tout
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w ¢ U. Alors pour tout z € U \ v*,

ind(y, 2) - f(2) = L% f(¢) dg,

ot v* désigne l'image de .

Remarque 5.3 (Role de l'indice). Lorsque v est un cercle parcouru une fois dans le sens
positif et z est & U'intérieur, ind(7y, z) = 1 et 'on retrouve la formule du théoréme 5.1.
Pour un point extérieur, ind(7, z) = 0 et I'intégrale est nulle.

6Z

dz.

Exemple 5.4 (Calcul direct par la formule de Cauchy). Calculons I = ]{
|z

La fonction f(z) = e* est entiére, et zp = 1 est a U'intérieur du cercle |z| = 2. Par la
formule intégrale de Cauchy;,

‘:22’—1

I =2mi- f(1) =2mi-e.

sin z
Exemple 5.5 (Point extérieur au contour). Calculons J = 7{ 3 dz.
j2l=1 % —
. R L . sin ¢
Le point zy = 3 est a Uextérieur du cercle |z| = 1, donc la fonction ¢ +— g est

holomorphe sur un ouvert contenant D(0,1). Par le théoréme de Cauchy-Goursat,
J=0.

5.4 Formule de Cauchy pour les dérivées

7~

Théoréme 5.6 (Formule de Cauchy pour les dérivées). Soit f holomorphe sur un
ouvert U et soit v un cercle positivement orienté dans U dont ['intérieur est contenu
dans U. Alors [ est indéfiniment dérivable sur l'intérieur de vy, et pour tout entier
n > 0 et tout z a lintérieur de v,

1) = 5 f L e

Démonstration. Nous démontrons le résultat par récurrence sur n.
Cas n = 0. C’est la formule intégrale de Cauchy (théoréme 5.1).

Cas n =1 (passage au quotient différentiel). Soit z a I'intérieur de y et h € C* assez
petit pour que z + h soit aussi a l'intérieur. Par la formule de Cauchy,

L L B (e R Y
1

_ b f(€)
C2mi ), (C—2z—h)((—2) dc.
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Notons d = mineey [ — 2| > 0. Pour |h| < d/2, on a | — 2z — h| > d/2 pour tout

¢ € v*, et donc

f(Q) Q- h- f(S)

C=2=h)(C=2) (=22 ((=2)C—z~h)

f(Q)] et L = longueur(vy), on obtient la majoration

En posant M = max¢c

fz+h) = f(z) L?{ f(©) L WML _ MLIh|
¥ (

h Comi ), (C—2)? C‘_%.d”(d/Z)_ wd3  h—0

Ainsi f'(z) = ! j{(f&dc.

0.

T omi f(C—2)?

Cas général (récurrence). Le passage de n & n + 1 suit exactement le méme schéma.
On forme le quotient différentiel

fW(z+h)— f™(z) nl 1 1 1
h _%ﬁf(<>ﬁ|:<c_z_h>n+1_<c_z)n+1 dC7

et I’on montre par une majoration analogue que cette expression tend vers

GRSV (ST
. 0 (C - Z>n+2

271

lorsque h — 0. Le facteur (n + 1) provient de l'identité algébrique

’ 1 1 1 . on+1
fgﬁ{«—z—hw““@—zw“}‘(c—amw

et la convergence uniforme en ¢ € v* permet d’intervertir limite et intégrale. O

Corollaire 5.7 (Holomorphie implique analyticité). Toute fonction holomorphe est
indéfiniment dérivable. En particulier, si f est holomorphe sur un ouwvert U, alors f',
f", ... sont toutes holomorphes sur U.

Démonstration. Le théoréme 5.6 montre que f™ existe pour tout n > 0 en tout point
de U. Chaque f™ s’exprime par une intégrale de Cauchy et est donc continue, puis
holomorphe. ]

Exemple 5.8 (Application de la formule des dérivées). Calculons I = ]{ 6—4 dz.
|z|=1
On reconnait la formule de Cauchy pour la dérivée avec f(¢) = e, 20 =0, et n = 3.

Ainsi , ] ]
? f///(o) — @ . 60 — 7T_’L

I =
6 3

5.5 Théoréme de Morera
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Théoréme 5.9 (Morera). Soit f: U — C continue sur un ouvert U C C. Si

éf(z)dz:o

pour tout triangle T dont lintérieur est contenu dans U, alors f est holomorphe sur

U.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f est holomorphe au voisinage de chaque point
de U. Soit zy € U et r > 0 tel que D(zp,r) C U. Définissons F': D(zy,r) — C par

F(z) = f(Q)dg,

[2072}

ou [z, z| désigne le segment de zy & z. L’hypothése sur les intégrales triangulaires assure
que cette intégrale ne dépend pas du chemin (dans le disque), et donc F' est bien définie.
Montrons que F'(z) = f(z) pour tout z € D(zg,7). Pour h assez petit,

F(z+h)— F(z) = /[ 0

d’ou
F(z4+h)— F(z) 1
Rty I UGRFCIETS

Par continuité de f, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que |f({) — f(z)| < & pour
| — 2| <6.8Si|h| <6,

F(z+h) — F(z)

1
L= ()| < o

S_

|h| - e =e.
1]

Donc F'(z) = f(z), et I est holomorphe sur D(zg,7). Par le corollaire 5.7, f = F” est
aussi holomorphe sur D(zg, 7). ]

Remarque 5.10 (Réciproque partielle). Le théoréme de Morera est une réciproque
partielle du théoréeme de Cauchy-Goursat : Cauchy-Goursat dit que I'holomorphie
implique la nullité des intégrales le long de contours fermés; Morera dit que la nullité
des intégrales triangulaires (avec la continuité) implique 1’holomorphie.

5.6 Inégalités de Cauchy

Théoréme 5.11 (Inégalités de Cauchy). Soit f holomorphe sur un ouvert contenant

D(zo, R). Alors pour tout n > 0,

TL'MR
e

| £ (20)] <

ol MR = MaX|;—z|=R ‘f(Z)‘
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Démonstration. Par la formule de Cauchy pour les dérivées (théoréme 5.6), en paramétrant
le cercle Cg : ¢ = 2y + Re™,

|
COVPRYIN NI R (9
7ol 2mi %CR (€ = z)"*! ‘
n! MR n! MR
o .97R = '
— 97 Rnt+l TR R
ilisé Dinégalité ML : ¢l < 1 Mg
On a utilisé I'inégalité ML : ‘fwg(f) Q‘ < max,« |g| - longueur(y) = Tt 27 R. O

5.7 Théoréme de Liouville

Théoréme 5.12 (Liouville). Toute fonction entiére bornée est constante. Autrement
dit, si f: C — C est holomorphe et s’il existe M > 0 tel que |f(2)] < M pour tout
z € C, alors f est constante.

Démonstration. Soit zy € C quelconque. Pour tout R > 0, I'inégalité de Cauchy pour
n = 1 donne

M

7ol < .
En faisant tendre R — +00, on obtient f’(zy) = 0. Ceci étant vrai pour tout zg € C, la
fonction f est de dérivée nulle sur C (connexe), donc constante. O

Théoréme 5.13 (Théoréme fondamental de Ialgebre). Tout polynéme non constant
P € C[z] admet au moins une racine dans C.

b
P(z)

est entiére. Ecrivons P(z) = a,2" + -+ - + ag avec a,, # 0 et n > 1. Pour |z| assez grand,

Démonstration. Supposons par I'absurde que P(z) # 0 pour tout z € C. Alors g(z) =

a"_1_|_..._|_ aon ZM|Z|H,
an 2 an 2 2

[P(2)] = lan] [2]" |1+

car le terme entre barres de valeur absolue tend vers 1. Plus précisément, il existe Ry > 0
tel que pour |z| > Ry, |P(2)] > 1l |2|™
2
< .
- |an| [2]*  |an| Ry
Sur le compact D(0, Ry), g est continue (car P ne s’annule pas) donc bornée. Ainsi g
est bornée sur C tout entier. Par le théoréme de Liouville, g est constante, ce qui contredit
deg P > 1. O]

Donc pour |z| > Ry, |g(2)| <

Corollaire 5.14 (Factorisation compléte). Tout polynome P € C[z] de degré n > 1
admet exactement n racines dans C (comptées avec multiplicité) :

P(z) =an(z2 —21)"™ (2 —22)™ - (2 — z)™, mi+ma+- - +my =n.
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5.8 Théoréme de la moyenne

Théoréme 5.15 (Propriété de la valeur moyenne). Soit f holomorphe sur un ouvert
contenant D(zy, R). Alors

27
f(z0) = %/0 f(zo + Re') deb.

Démonstration. On paramétrise le cercle |¢ — 29| = R par ( = 2y + Re?, d( = iRe™ dd.
Par la formule intégrale de Cauchy,

1 f(Q) 1 o f(ZO"‘Rew) N o i0
f(z0) = 5 j{g—zO:RC—ZO d¢ = 2 J, o iRe"” df = o J, f(z0+Re") de.

]

Remarque 5.16 (Interprétation). La valeur d’une fonction holomorphe en un point
est la moyenne de ses valeurs sur tout cercle centré en ce point et contenu dans le
domaine d’holomorphie. C’est une propriété caractéristique des fonctions harmoniques
(dont les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe sont des exemples).

5.9 Principe du maximum

Théoréme 5.17 (Principe du maximum). Soit U C C un ouvert connexe et f: U — C
holomorphe. Si | f| atteint son mazimum en un point de U, alors f est constante sur

U.

Démonstration. Supposons qu’il existe zyp € U tel que |f(z0)| > |f(z)| pour tout z € U.
Posons M = |f(z9)|-

Cas M = 0. Alors f =0 sur U.

Cas M > 0. Soit R > 0 tel que D(zy, R) C U. Par la propriété de la valeur moyenne
(théoréme 5.15),

1 2 ' 1 o '
M = |f(z)| = ‘%/0 f(Zo+ReZ")d9‘ < %/0 | £ (20 + Re)| dO < M.

La derniére inégalité vient de |f| < M sur U. On a donc égalité partout, ce qui nécessite
| f(z0+ Re™)| = M pour tout 6 € [0, 2n].

En effet, si } f(zo+ Rewoﬂ < M pour un certain 6y, par continuité, il existerait un arc
sur lequel |f| < M — €, ce qui donnerait une inégalité stricte, contradiction.

Ainsi | f| est constante (égale a M) sur tout cercle de centre z, contenu dans U, donc sur
tout le disque D(zg, R). Ecrivons f(z) = Me*(®) sur ce disque ; une fonction holomorphe
de module constant est constante (car |f|* = u? + v? est constant, et les équations de
Cauchy-Riemann entrainent f' = 0).

Donc f est constante sur D(zg, R). Par le principe du prolongement analytique (ou par
connexité de U et le fait que ’ensemble des points ou f est constante est a la fois ouvert
et fermé dans U), f est constante sur U. O
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Corollaire 5.18 (Principe du maximum pour les domaines bornés). Soit U un ouvert
borné et connexe, et f continue sur U et holomorphe sur U. Alors

max | f(z)| = max |f(2)].

zeU zedU

En d’autres termes, le maximum de |f| sur l'adhérence est atteint sur le bord.

Démonstration. Puisque U est compact et |f| est continue, le maximum est atteint en un
certain z; € U. Si z; € U, le théoréme 5.17 implique que f est constante, et le maximum
est atteint partout, en particulier sur QU. Si z; € QU, c’est immédiat. n

Théoréme 5.19 (Principe du minimum). Soit U C C un ouvert conneze et f: U — C
holomorphe et non identiquement nulle. Si | f| atteint son minimum en un point de
U, alors f est constante.

Démonstration. Supposons que |f| atteint son minimum en zy € U.

Si f(z0) = 0, alors le minimum de |f| est 0, ce qui signifie que f s’annule en zy. Dans
ce cas, le résultat ne donne pas directement la constance (il faut que f ne s’annule pas).
Mais si f(z9) # 0, on considére g = 1/ f, qui est holomorphe sur U (car f ne s’annule pas —
en effet, si f(z1) = 0 pour un certain z; € U, on aurait |f(z1)| = 0 < |f(20)|, contredisant
la minimalité en zy). Alors |g| atteint son maximum en 2, et par le principe du maximum,
g est constante, donc f 'est aussi. O

ou

max; | f| est atteint sur OU

FIGURE 5.2 — Principe du maximum : sur un domaine borné, le maximum de |f| ne peut
étre atteint qu’au bord.

5.10 Développement en série de Taylor

Théoréme 5.20 (Développement de Taylor). Soit f holomorphe sur un ouvert U C C
et zo € U. Soit R = d(z9,C\ U) le rayon du plus grand disque ouvert de centre z,
contenu dans U (avec R = 400 si U = C). Alors f admet un développement en série
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entiére convergente sur D(zo, R) :

NE

f(z) =

an(z —20)", |2 — 2| <R,

i
o

f(”)(zg)

n!

avec a, = . La convergence est normale (donc uniforme) sur tout compact de

D(Zo,R>.

Démonstration. Soit z € D(zg, R) fixé. Choisissons r tel que |z — 29| < r < R et notons
C. le cercle | — zg| = r parcouru positivement. Par la formule intégrale de Cauchy,

16 =5 ¢ Hac

2w Jo, C— 2

La clé est de développer le noyau de Cauchy en série géométrique. On écrit

I 1 1 1
(—z ((—=)—(:—2) (—xn |_2"%
¢— 20
—Z zZ— 2
Pour ¢ € C,, on a | — 2| = r et |z — 2| < r, donc c o = | o < 1. La série
— 20 T
géométrique converge :
o0
=3
o — +1°
— (¢ —20)"
. Z =20 |Z - Zo| . 1s
La convergence est uniforme en € C, car c < < 1 est indépendant de (.
— 20 r

On peut donc intervertir somme et intégrale :

f(Q) (2 —z)"
gmjéz ¢ — z)"+! d¢

" n=0
f(©) }
= — ——>—d{| (z — zo)™.
nZ:O [271'2 fc; (g _ Z())n+1 C ( 0)
Par la formule de Cauchy pour les dérivées (théoréme 5.6),

GO )
ﬁ(c = =

2mi — zp)"H1 n!
On obtient bien f(z) = Z an(z — z0)".
n=0

Pour la convergence normale, soit K C D(z, R) compact. Il existe p < R tel que
K C D(zp, p). Choisissons r avec p < r < R. Pour z € K,

M, n
> pn = Mr <£> )
n r

ott M, = maxc_.= | f(¢)]. Puisque p/r < 1, la série > M,(p/r)™ converge, ce qui prouve
la convergence normale sur K. O]

|an(z = 20)"
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FIGURE 5.3 — Le rayon de convergence de la série de Taylor est au moins la distance de z
au bord de U.

1
Exemple 5.21 (Série de Taylor de 1/(1—2)). La fonction f(z) = —

sur C\ {1}. Autour de z; = 0, le plus grand disque contenu dans le domaine est

D(0,1). On a
1 o .
— :ngzoz . el < L

Le rayon de convergence est R =1 =d(0,{1}) = d(0,C\ U).

est holomorphe
z

Exemple 5.22 (Série de Taylor de Log(1 + z)). La fonction f(z) = Log(l + 2)
est holomorphe sur C \ (—oo,—1]. Autour de zy = 0, le rayon de convergence est

1
R =1 (la singularité la plus proche est z = —1). On a f(0) = 0, f'(2) = T2
—1)n-1 — 1) (n) 0 — 1)1
f™(z) = (=D (n—1) pour n > 1, donc a, = f0) = (=1) . Alinsi
(1+2)" n! n
B o0 (_1)n—1 n 2 23
Log(1+z)—z — —z—5+§—--~, |z] < 1.

n=1

5.11 Exercices

Exercice 5.1 (Calculs par la formule de Cauchy). Calculer les intégrales suivantes a I'aide
de la formule intégrale de Cauchy ou de ses variantes pour les dérivées.

a) COS 2 dz
fl=3 2 =
2
1
b) g
|z|=1 Z(Z - 2)
€2z
¢ dz
) =2 (2 —1)3
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sin z

d) dz

5
l2l=1 #

°) }’{ N

Exercice 5.2 (Théoréme de Liouville et applications). a) Soit f entiére telle que |f(2)| <
A+ B |z|" pour tout z € C, ot A, B > 0 et n € N. Montrer que f est un polynome
de degré au plus n.
b) Soit f entiére et injective. Montrer que f(z) = az+b avec a # 0. Indication : étudier
le comportement de f au voisinage de 'infini.

c) Soit f entiére telle que Re(f(z)) < M pour tout z € C. Montrer que f est constante.
Indication : considérer g(z) = e/(*).

Exercice 5.3 (Principe du maximum). a) Soit f holomorphe sur D = D(0, 1), conti-
nue sur D, avec |f(z)| = 1 pour tout z € T. Montrer que f est constante ou que f
admet au moins un zéro dans . Indication : appliquer le principe du minimum a f
si f ne s’annule pas.

b) Soit f holomorphe sur D avec |f(z)| < 1 pour tout z € D et f(0) = 0. Montrer que
|f(2)| < |z| pour tout z € D (lemme de Schwarz). Indication : appliquer le principe
du maximum a g(z) = f(2)/z.

c) Soit f holomorphe et non constante sur un ouvert connexe U. Montrer que |f| ne
peut atteindre de minimum local strict en un point de U ou f ne s’annule pas.
Exercice 5.4 (Propriété de la valeur moyenne). a) Soit f(z) = 2% + 3z + 1. Veérifier
directement la propriété de la valeur moyenne pour zyp =0 et R = 1.

b) Soit u(z,y) une fonction harmonique sur un ouvert U C R% En utilisant le fait que
u est localement la partie réelle d’une fonction holomorphe, montrer que u satisfait
aussi la propriété de la valeur moyenne.

Exercice 5.5 (Morera et limites uniformes). Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes
sur un ouvert U qui converge uniformément sur tout compact de U vers une fonction

f:U—=C.
a) Montrer que f est continue sur U.
b) En utilisant le théoréme de Morera, montrer que f est holomorphe sur U.
c) Montrer que f/ — f" uniformément sur tout compact de U.

Exercice 5.6 (Série de Taylor et rayon de convergence). Déterminer la série de Taylor
autour de zp = 0 et son rayon de convergence pour chacune des fonctions suivantes.

2) f(5) =
b) 1) = g =7
) 1) = Lo 1)

d) f(z) = €% (calculer les premiers termes)

Exercice 5.7 (Inégalités de Cauchy et applications). a) Soit f entiére avec |f(2)] <
e n
el?l pour tout z € C. Montrer que ‘f(”)(O)‘ < (—) n! pour tout n > 1, en optimisant
n

le choix de R dans l'inégalité de Cauchy.
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b) Soit f holomorphe sur D(0, R) avec f(0) =0 et |f(z)| < M pour |z| < R. Montrer
M |z|
que |f(z)] < —p pour |z] < R.

c) (Inégalité de Cauchy généralisée) Soit f holomorphe sur un ouvert contenant D(zg, R)
et soit z € D(zg, R). Montrer que

n'MR

(n)
[F7()] < P

ot Mp = maxjc—o-r | f(C)]

Exercice 5.8 (Formule de Cauchy et intégrales réelles). En utilisant la formule intégrale

de Cauchy, calculer
/27r de
— a>1.
o a-+cost

Indication : poser z = €¥ et exprimer cosf en fonction de z et 7= 1/z sur T.
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Chapitre 6

Séries de Laurent et Singularités Isolées

6.1 Introduction

Lorsqu’une fonction holomorphe présente des singularités isolées, le développement en
série de Taylor ne suffit plus a la décrire au voisinage de ces points. La série de Laurent,
qui autorise les puissances négatives, offre un outil adapté. Ce chapitre développe la
théorie des séries de Laurent, classifie les singularités isolées, et aboutit au théoréme de
Casorati-Weierstrass.

6.2 Séries de Laurent : existence et unicité

Définition 6.1 (Couronne). Soient zp € C et 0 < 17 < 1y < 400. La couronne (ou
anneau) ouverte de centre zy et de rayons 7,79 est

A(zo;r1,m2) = {2 € C:1m < |2 — 20| < T2}

/)

FIGURE 6.1 — Couronne ouverte A(zo;r1,72).

Définition 6.2 (Série de Laurent). Une série de Laurent centrée en zy est une série
de la forme

+oo 00 [ee]
n n -n
5 an(z — 29)" = E an(z — 20)" + E a_n(z—20)"".
n=-—00 n=0 n=1
NG N g
Vv Vv
partie réguliere partie principale
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On dit qu’elle converge si les deux sous-séries convergent séparément.

Théoréme 6.3 (Développement de Laurent). Soit f holomorphe sur la couronne
A(zo;11,79) avec 0 < 1y < 1y < +o0. Alors f admet un unique développement en
série de Laurent

—+00

f(z) = Z an(z —20)", 11 < |2 — 20| <79,

n=—oo

ot les coefficients sont donnés par

1 f(©)

n=5—0¢ ———=dC Z,
In = 5— ) ¢, ne€

pour tout p € (r1,72), et C, est le cercle |( — 29| = p parcouru positivement. La
convergence est normale sur toute couronne fermée A(zg; p1, p2) avec r1 < p1 < py <
9.

Démonstration. Soit z € A(zg;71,72) fixé. Choisissons pq, po tels que 1 < p; < |2 — 20| <
p2 < r3. Notons €y = C,, et Cy = (), les cercles de centre z; et de rayons p; et py
respectivement, parcourus dans le sens positif.

Etape 1 : Décomposition par la formule de Cauchy. Par le théoréme de Cauchy
appliqué a la couronne (en joignant les deux cercles par des fentes), on obtient

L9 g LS
¢ — d

(—z 2mi 0, C— 2

Le signe moins devant la deuxiéme intégrale provient du fait que C doit étre parcouru
dans le sens négatif dans le contour bordant la couronne.

f(z) =5

211

FIGURE 6.2 — Contour pour la preuve du théoréme de Laurent : les deux cercles C; et Cy
reliés par une fente.

Etape 2 : Développement de l’intégrale sur C,. Pour ¢ € Cy, on a |z — 2| < po =
|¢ — 20|, donc comme dans la preuve de la série de Taylor,

[e.e]

Z - ZO
Z n+1

n=

82



6.3. EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS DE LAURENT

avec convergence uniforme en ¢ € C5. En intégrant terme a terme,

R ELPS S T

C’est la partie réguliére de la série de Laurent.

Etape 3 : Développement de l’intégrale sur C;. Pour ( € C}, on a | — 2| = p1 <
|z — 20|, donc cette fois on développe autrement :

1 -1 s
C(—2 (2—20)—(C—2) 2z—2 1_C—Zo
Z— 20

o

Z T
Z—ZU m+1

=0

avec convergence uniforme en ¢ € C. En intégrant :

1 - . 1
o o= X g 0o

En posant n = —(m + 1), c’est-a-dire m = —n — 1, on obtient
1

B SR i Al L

C’est la partie principale.

. 1
Etape 4 : Indépendance du rayon. Par le théoréme de Cauchy, les intégrales 7 j’ﬂc
i

ne dépendent pas de p € (ry,ry), car 'intégrande est holomorphe dans la couronne. On
peut donc écrire les coefficients avec un seul rayon p quelconque.

Unicité. Supposons que f(z) = > ., bu(z — 20)" sur la couronne. Multiplions par
(z — 20) "1 et intégrons sur C, :

1 f(©) _ 1 n—k—
s b, T 4= L g (o

Or 2— fo — 20)™dC = 0pp—1 (vaut 1 si m = —1, et 0 sinon). Donc le membre de droite
T
vaut by, ce qui donne by = a pour tout k € Z. O

6.3 Exemples de développements de Laurent

1 1
Exemple 6.4 (Laurent de —1) Développons f(z) = =D en série de Laurent
2(z — 2(z —

autour de zg = 0. La fonction a des singularités en z = 0 et z = 1. Il y a deux couronnes
a considérer.
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Région 0 < |z| < 1 : On décompose en éléments simples :

I L B
SR T
1 o0
Pour |2] < 1, T Yomeo 2", donc
—z
1 < 1 G
= —— — n:———l— — — = nn7
f(2) . HZ:;Z . z—z nglaz
aveca_1 = —1et a,=—1pourn >0
. 111 Lo 0 o nt1)
Reg10n|z|>1:Onecrlt2_1:;-1_1/Z:;Zn:0z = pour
|z| > 1. Donc
1 1 1 -
— —(n+1) _ n
———+Z ——+;+§+—3—|— —ZZ
n=2

Exemple 6.5 (Laurent de ¢!/?). La fonction f(z) = e!/* est holomorphe sur C* =
C\ {0}, c’est-a-dire sur la couronne A(0;0, +00). En remplacant z par 1/z dans le
développement de ’exponentielle, on obtient

1

1 1 1
1z _ e T
€ nzzon!z” +z+2!22+3!z3+

La partie principale a une infinité de termes non nuls.

22—22+5 22 —22+5
. Dével =
(z —2)(2 + 1)) éveloppons f(2) z—2)2+1)
série de Laurent autour de zy = 2. La décomposition en éléments simples donne

Exemple 6.6 (Laurent de

1 i 1
z2—2  2241°

Le premier terme est déja sous forme de Laurent en zy = 2. Pour le second, on pose
w = 2z — 2 et on écrit
L 1 1 B 1

1
241 (w+2?+1 wtdw+5 5 14 dwpd

Pour |w| assez petit (en fait |w| < v/5, la distance de 2 aux poles +i), on développe

en série géométrique :
o

4w+w
g ()

ce qui donne un développement en puissances positives de (z — 2). Ainsi, dans la
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couronne 0 < |z — 2| < /5, la série de Laurent est
1 1 4
— e (=)L ...
f@) =T+ -2+
Exemple 6.7 (Laurent de smgz). Pour z # 0,
z
sin z 1 23 i 2° 1 1 i 22
p— z — — —— — 000 —_ —— — — —— — o000
29 2 3! 5l 226 120
La partie principale est 272, c’est un pole d’ordre 2 en z = 0.

6.4 Classification des singularités isolées

7

Définition 6.8 (Singularité isolée). Soit f holomorphe sur un ensemble de la forme
D(zp, R) \ {20} pour un certain R > 0. On dit que 2z est une singularité isolée de f.

Définition 6.9 (Types de singularités). Soit zo une singularité isolée de f et f(z) =
20 an(z — )™ son développement de Laurent dans D(zg, R) \ {20}. On distingue

trois cas :

(i) Singularité éliminable (ou effacable) : a,, = 0 pour tout n < 0. Dans ce cas,
f se prolonge en une fonction holomorphe sur D(zg, R) en posant f(zy) = ao.

(ii) Pole d’ordre m (avec m > 1) : a_,, # 0 et a, = 0 pour tout n < —m. La
partie principale est Y " a_,(z — z) ™.

(iii) Singularité essentielle : a,, # 0 pour une infinité de valeurs de n < 0. La
partie principale a une infinité de termes.

Remarque 6.10 (Terminologie). Un pole d’ordre 1 est appelé pdle simple. Un pole
d’ordre 2 est un péle double, etc. Le coefficient a_,, (pour un pole d’ordre m) est
parfois appelé le coefficient dominant de la partie principale.

6.5 Critére de Riemann pour les singularités éliminables

Théoréme 6.11 (Critére de Riemann). Soit zy une singularité isolée de f. Alors
zo est une singularité éliminable si et seulement si f est bornée au voisinage de zy,
c’est-a-dire s’il existe M, 0 > 0 tels que |f(z)| < M pour 0 < |z — 2| < 4.

Démonstration. (=) Si zy est éliminable, f se prolonge en une fonction holomorphe sur
D(zp, R), qui est continue donc bornée au voisinage de z.

(<) Supposons |f(z)] < M pour 0 < |z — 2| < §. Montrons que a,, = 0 pour tout n < 0.
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Pour n <0et 0 < p <9,

|an| =

1 1 M M
_% Lﬂdc S_. +1.27Tp:_:Mp_n‘
277 Jr oy (€ — 20 o Iz

Puisque n < 0, on a —n > 0, et en faisant p — 0%, |a,| < Mp~™ — 0. Donc a,, = 0 pour
tout n < 0. 0

Corollaire 6.12 (Critére par la limite). La singularité zy est éliminable si et seulement
si lim,,, (2 — z0) f(2) = 0.

Démonstration. Si zj est éliminable, f est bornée au voisinage de 2y, donc (z —zo) f(2) — 0.
Réciproquement, si (z—29) f(z) — 0, la fonction g(z) = (z—2¢) f(2) (étendue par g(zp) = 0)
est holomorphe en zy avec g(z9) = 0. Donc g(z) = (2 — 2z9)h(z) avec h holomorphe en 2z,

et f(z) = h(z) pour z # 2y, ce qui montre que zy est éliminable. O]
Exemple 6.13 (Singularité éliminable de w) La fonction f(z) = 2 4 une
z
3 2
singularité en z = 0. Puisque sinz = z — = +---,ona f(z) =1——+---. Tous

les coefficients de Laurent négatifs sont nuls : la singularité est éliminable. On pose

£(0)=1.

6.6 Ordre d’un pole et partie principale

s a

Proposition 6.14 (Caractérisation des poles). Soit zy une singularité isolée de f.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) zo est un pole d’ordre m de f.
(it) lim,_,., |f(2)| = +o0 et (z — 20)™ f(2) admet une limite finie non nulle en 2.

(iit) Il existe une fonction g holomorphe au voisinage de zy avec g(zo) # 0 telle que

f(z) = ﬁ au voisinage de zp.

(iv) La fonction 1/f a un zéro d’ordre m en z.

Démonstmtz’on (1) = (ii) Si 2o est un pole d’ordre m, le développement de Laurent est
f(z) = EEP ) (z—2z0)+--- avec a_,, # 0. Donc (z—29)™ f(2) =

m + a_m+1(z 20) + ceo = a_y # 0. Et |f(2)] & +oo car le terme dominant est
a,m(z — 2p)” ™.

(ii) = (iii). On pose g(2) = (z—20)™ f(z) pour z # zy et g(zp) = lim,_,,, (2 —20)™ f(2) # 0.
La fonction g est holomorphe sur D(zg, R) \ {20} et bornée au voisinage de zy, donc elle se
prolonge holomorphiquement par le critére de Riemann.

(iii) = (iv). On a 1/f(2) = (z — 20)"/g(z) au voisinage de 2, et g(z9) # 0, donc 1/f a
un zéro d’ordre m en z.

(iv) = (i). Si1/f aunzéro d’ordre m en z, alors 1/ f(z) = (z—20)"h(2) avec h holomorphe
et h(zo) # 0. Donc f(z) = 1/[(z — z0)™h(2)] et 1/h est holomorphe au voisinage de z, avec
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1/h(z) # 0. Posons g = 1/h; alors f(z) = g(2)/(z — 29)™ et le développement de Taylor
de g donne le développement de Laurent de f avec a_,, = g(zo) # 0. O

r

Définition 6.15 (Partie principale). Soit z; un pole d’ordre m de f. La partie
principale de f en zy est

o A_p a_m a_1
P = = 0o o .
(2) Z (z—2)" (2—2)™ Tt Z— 2

Le coefficient a_; est appelé le résidu de f en zp, noté Res(f, zo) ou Res,, f.

1
Exemple 6.16 (Poles de ). La fonction f(z) = —— a des poles aux points
sin z

21, = k7, k € Z. Puisque sin z a un zéro simple en chaque z;, (car sin’(kw) = cos(km) =
(—=1)* #0), f a un pole simple en chaque z.

1
Pour zy = 0, la partie principale est —, car sinz = z — 23/6 + -+, donc — =
sin z
1 1 1 1
;W:;(l—l—zz/ﬁ—f—)zz—i—g—f—Leré81duen()estRes(f,0):1

6.7 Théoréme de Casorati-Weierstrass

Théoréme 6.17 (Casorati-Weierstrass). Soit zy une singularité essentielle de f.
Alors pour tout € > 0, l'image f(D(z9,¢)\{20}) est dense dans C. En d’autres termes,
pour tout w € C et tout 6 > 0, il existe z avec 0 < |z — zy| < € tel que |f(2z) —w| < §.

Démonstration. Raisonnons par contraposée. Supposons qu'il existe e > 0 tel que f(D(zo,¢)\
{20}) n’est pas dense dans C. Alors il existe wy € C et 6 > 0 tels que

|f(2) —wo| > & pour tout z € D(zp,¢) \ {20}

La fonction ¢(z) = est alors holomorphe sur D(zg,¢) \ {20} et satisfait |g(2)| <

1
f(z) —wo
1/6. Par le critére de Riemann (théoréme 6.11), zy est une singularité éliminable de g.
Cas 1 : g(z9) # 0 (aprés prolongement). Alors f(z) = wo + 1/g(z) est holomorphe en z,
donc zy est une singularité éliminable de f.

Cas 2 : g(z) = 0. Alors g a un zéro d’ordre m > 1 en zy, et f(z) = wo+ 1/g(2) a un pole
d’ordre m en zg.

Dans les deux cas, zg n’est pas une singularité essentielle. Par contraposée, si zy est
y ~0 ) 0
une singularité essentielle, alors 'image est dense. O]

Remarque 6.18 (Théoréme de Picard). Le théoréme de Casorati-Weierstrass est consi-
dérablement renforcé par le grand théoréme de Picard, qui affirme que f prend en fait
toute valeur de C a l'exception d’au plus une (une infinité de fois) dans tout voisinage
épointé de zy. Par exemple, e!/* prend toute valeur sauf 0 au voisinage de 0.
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Exemple 6.19 (Comportement de e!/* prés de 0). La fonction f(z) = e'/* a une
singularité essentielle en z = 0 (car la série de Laurent ) > n,% a une infinité de
termes en puissances négatives).

Par le théoréeme de Casorati-Weierstrass, I'image de tout voisinage épointé de 0 est

dense dans C. Vérifions-le directement : soit wy € C*. On cherche z proche de 0 tel
1

Log wq + 2kmi’
et 2z — 0 quand k£ — +o00. Ainsi f prend la valeur wy dans tout voisinage de 0. La

seule valeur non atteinte est wy = 0 (car €* # 0 pour tout w).

que e/* = wy, c’est-a-dire 1/z = Log wq + 2kmi pour k € Z. Donc z =

6.8 Développements de Laurent : exemples supplémen-
taires

autour de zp =14). On a 2>+ 1 = (2 —4)(z +1).

Exemple 6.20 (Laurent de 1
z
Autour de zg = i, posons w = z — i :

1 1 1 1
241 ww+2i) 2w 14+w/(2)

Pour 0 < |w| < 2 (soit 0 < |z — i|] < 2), on développe :

1++/(% - ; (‘%)n =2 ((;@'1)):“’”‘

Donc

1 — _
_ZZ =) = "

n=0

3
L
Il
—_
S
i M8
o
—~
—_
S—
S
+
[
—~
N
o~
S—
S

Il y a un pole simple en z = i avec résidu Res(f,i) = —.

7~

Exemple 6.21 (Laurent de ze'/G~1 autour de 2y = 1). Posons w = z — 1, de sorte
que z = w + 1. Alors

zeEF D = (w + 1)/ = (w + 1)

=~ w = 1
_nzz()n!w"+zn!w”

n=0

o0

= 1 1
:Zon!wnl +Zn!w"'

n=0

88



6.9. SINGULARITE A L’INFINI

En posant m = n — 1 dans la premiére somme :

[e.e]

C 1 1 1
1/(2_1) = _— = — ...
e mz_l(m—i-l)!wm—i_zn!w” w*l[ ]

Plus explicitement, regroupons les termes. Pour m < —1 (c’est-a-dire les puissances

négatives), la premiére somme contribue pour m > —1, c’est-a-dire un

(m + 1)lw™
1
seul terme 0TI — w (pour m = —1), ce qui n’est pas une puissance négative.
lw=
Recalculons plus soigneusement :

(w + 1)61/w = wel/? + /v

En revenant & z — 1 :

3 2
V(=1 — (5 — 1) 42
e C-D+2t ot

La partie principale a une infinité de termes, donc 2y = 1 est une singularité essentielle.

Le résidu est a_; = —.

2
1
Exemple 6.22 (Laurent de cos<—) ). Pour z # 0, en remplagant z par 1/z dans le
z
développement de cos :
1 = (-1 1 1 1
(‘) =2 G Em T aE T

n=0

Singularité essentielle en z = 0. Le résidu est a_; = 0 (seules les puissances paires
apparaissent).

6.9 Singularité a 'infini

Définition 6.23 (Singularité a 'infini). Soit f holomorphe sur {z € C : |z| > R}
pour un certain R > 0. On dit que f a une singularité a I'infini. On étudie la nature
de cette singularité en considérant la fonction g(w) = f(1/w), qui est holomorphe sur

D(0,1/R) \ {0}.

(i) oo est une singularité éliminable de f si 0 est une singularité éliminable de g.
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(ii) oo est un pdle d’ordre m de f si 0 est un pole d’ordre m de g.

(iii) oo est une singularité essentielle de f si 0 est une singularité essentielle de g.

2

1
Exemple 6.24 (Singularités a l'infini). a) f(z) = o = ﬁ,
qui a une singularité éliminable en w = 0 (avec g(0) = 0). Donc oo est une

singularité éliminable de f.

con a g(w)

1 2
b) f(z) =2*+2z:0nag(w)=— + —, qui a un pole d’ordre 3 en w = 0. Donc
wd w

oo est un pole d’ordre 3 de f (comme tout polyndome de degré 3).

c) f(z) =¢€*:ona g(w) =e" quia une singularité essentielle en w = 0. Donc oo
est une singularité essentielle de e*.

Proposition 6.25 (Laurent et singularité a l'infini). Soit f holomorphe sur{z : |z| >
R}. Le développement de Laurent de f en zo = 0 dans la couronne |z| > R est

+oo
flz) = Z anz".
Alors :

— o0 est éliminable <= a, = 0 pour tout n > 0 <= [ est bornée pour |z|
grand.

— oo est un pole d’ordre m <= a,, # 0 et a, =0 pour n > m.

— oo est une singularité essentielle <= a, # 0 pour une infinité de n > 0.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le développement de Laurent de g(w) = f(1/w)

_ _ oo R k : foot
enw = 0est glw) =>> a,w™ = >, __a_pw". Les puissances négatives de w
(partie principale de g) correspondent aux puissances positives de z. O

6.10 Reésumé : tableau des singularités

Eliminable Pole d’ordre m Essentielle

Partie principale nulle finie (m termes) infinie
lim, ,,, f(2) existe (finie) 00 n’existe pas
lim, ,.,(z —20)"f(2) 0 (m>1) fini # 0 n’existe pas
Comportement de | f]| borné — +00 oscillation
Image de D'(zy,¢) ~ f(z0) A 00 dense dans C

TABLE 6.1 — Résumé comparatif des trois types de singularités isolées.
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FIGURE 6.3 — Comportement schématique des trois types de singularités.

6.11 Exercices

Exercice 6.1 (Développements de Laurent). Déterminer le développement de Laurent
des fonctions suivantes dans les régions indiquées.

1
a) f(z) = o oy P dans les couronnes 0 < |z| < 1, 1 < |z| < 2, et |z] > 2.
b) f(z) = ﬁ dans la couronne 0 < |z — 1| < 4o0.

c) f(z)=2* sin(%) dans |z| > 0.

1
d) f(z)= pra dans 0 < |z| < 27 (calculer les premiers termes).

Exercice 6.2 (Classification des singularités). Déterminer et classifier les singularités
isolées des fonctions suivantes.

a) f(z) =2
b) ()= ———
o) fla) =5
d) f()= 5
) f(z) = e/
) f(z)= o

Exercice 6.3 (Singularités éliminables). a) Soit f holomorphe sur D(zp, R) \ {z0} et
continue sur D(zg, R). Montrer que 2 est une singularité éliminable.

b) Soit f holomorphe sur D(zg, R) \ {20}. Montrer que zy est une singularité éliminable
si et seulement si lim, ., (z — 20) f(2) = 0.

c) Soit f holomorphe et bornée sur le demi-plan {Re(z) > 0} \ {1}. Montrer que f se
prolonge holomorphiquement en z = 1.

Exercice 6.4 (Poles et résidus). Déterminer I'ordre des poles et les résidus des fonctions
sulvantes.

a) f(z) =

5 aux poles z = +i.

R

b) f(z) = S, pole z = 0.
c) f(z) = #2_1)

23

(z=1)*(2+2)

aux poles z =0et z = 1.

d) f(z) =

aux poles z =1et z = —2.
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Exercice 6.5 (Casorati-Weierstrass). a) Montrer directement (sans utiliser le théo-
réme de Casorati-Weierstrass) que pour tout wy € C et tout € > 0, il existe z avec
0 < |z| < e tel que [sin(1/z) — wy| < €.
b) Soit f holomorphe sur D(0,1) \ {0} avec une singularité essentielle en 0. Montrer
qu’il existe une suite (z,) dans D(0,1) \ {0} telle que z, — 0 et |f(z,)] = +o0.

c) Construire un exemple de fonction ayant une singularité essentielle en z = 0 et telle
que Re(f(z)) > 0 pour z dans un certain voisinage épointé de 0, ou montrer qu'un
tel exemple n’existe pas.

Exercice 6.6 (Singularité a l'infini). Déterminer la nature de la singularité a l'infini des
fonctions suivantes.

242
2) (o) =5
b) £(z) = -
) 1) = 5
d) f(z) =tanz
e) f(z)==z¢?

Exercice 6.7 (Principe de Casorati-Weierstrass et topologie). Soit f une fonction entiére
non polynomiale.

a) Montrer que f a une singularité essentielle & I'infini.

b) En déduire que pour tout w € C et tout R > 0, il existe z avec |z| > R tel que
|f(2) —w| < 1. Indication : appliquer Casorati-Weierstrass a g(w) = f(1/w).

c) En déduire le petit théoréme de Picard : 'image d’une fonction entiére non constante
est C ou C privé d'un point. (Cet exercice ne demande pas une preuve compléte de
Picard, mais une discussion de ce que Casorati-Weierstrass implique.)

+o0
Exercice 6.8 (Unicité du développement de Laurent). a) Soit f(z) = Z a,z" conver-

1 21 Ai_ )
gente dans une couronne A(0;ry, 7). Montrer que a,, = 2—/ f(pe®)e ™m0 dg - p™
T™Jo

pour tout p € (r1,79).

+oo +oo
b) En déduire que si f(z) = E ap2" = E b,z" dans la méme couronne, alors
n=—00 n=—00

a, = b, pour tout n.

1 1
c) Utiliser I'unicité pour trouver le développement de Laurent de f(z) = P 5
z— z—

dans 1 < |z| < 2 sans calculer les intégrales de Cauchy directement.

Exercice 6.9 (Développements de Laurent par manipulation). Sans calculer les inté-
grales de Cauchy, déterminer les développements de Laurent indiqués en utilisant des
développements connus et des manipulations algébriques.
z+1 L . oz+1 2
a) ] dans |z| > 1. Indication : écrire 1= 1+ :
Z J—

z — z—1
b)

——— — dans 1 < |z| < 2. Indication : décomposer en éléments simples.
22 —32+42
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-1
c) Log(%) dans |z| > 2. Indication : écrire Log(1 —1/z) — Log(1 — 2/2) et utiliser

le développement de Log(1 — w).
z

d) (z—=1)(z—=2)(z—3)

dans 2 < |z| < 3.
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Le théoréme des résidus constitue 'un des résultats les plus puissants de ’analyse
complexe. Il raméne le calcul d’intégrales curvilignes a un probléme purement algébrique :
la détermination de coefficients dans un développement en série de Laurent. Ce chapitre
développe la théorie des résidus et démontre sa remarquable efficacité pour le calcul
d’intégrales réelles qui résistent aux méthodes classiques.

7.1 Reésidus : définition et calcul

7.1.1 Définition du résidu

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U C C privé d’un point isolé zy. Au
voisinage de zy, la fonction f admet un développement en série de Laurent :

+o0
f(z) = Z an(z — 20)", 0<|z—2]|<R.

n=—0oo

Définition 7.1 (Résidu en une singularité isolée). Soit f holomorphe sur un voisinage
épointé de 2. Le résidu de f en z; est le coefficient a_; du développement de Laurent
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de f au voisinage de zg :

Res(f, z0) = a— 1——7{f

271

ol v est un cercle de centre z,, de rayon suffisamment petit, parcouru dans le sens
direct.

Remarque 7.2. Le résidu est une notion intrinséque : il ne dépend pas du choix du
cercle vy, pourvu que celui-ci soit contenu dans le domaine d’holomorphie et n’entoure
que la singularité zy. Plus généralement, v peut étre remplacé par tout lacet simple
entourant zy une fois dans le sens positif.

7.1.2 Formules de calcul des résidus

Proposition 7.3 (Résidu en un poéle simple). Si f posséde un péle simple en z,
alors :

Res(f, z0) = lim (2 — 2¢) f(2).

zZ—r20

Démonstration. Au voisinage de zg, on a f(z) = (z—20)+- -+ . En multipliant

par (z — zp) :

(z—20)f(2) = a_y +ao(z — 20) +ar(z — 29)* + -

et le passage a la limite z — 2y donne a_; = Res(f, 2). O

s a

Proposition 7.4 (Résidu par quotient). Si f(z) = igg ot g et h sont holomorphes

au voisinage de zy, avec g(zy) # 0, h(z) =0 et h'(29) # 0, alors :
%)

R
es(f, ZO) h (ZO)
Démonstration. On écrit :
. g(z) . Z— 2y 9(20)
sl 20) =l (= = =0y = B0, 90 5 Ty = WGao)

Proposition 7.5 (Résidu en un pole d’ordre n). Si f posséde un péle d’ordre n > 1

en 2y, alors :
dn—l

Res(f,20) = 7 —1 1)1 A e [z = 20)"f ()]

\. J

Démonstration. La fonction ¢(z) = (z — 20)" f(2) est holomorphe au voisinage de 2, avec
©(z0) # 0. Son développement de Taylor est :
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Or f(z) = 22 donc :

(z—z0)™’

A PCTEN e
foy =3 e

k=0

Le coefficient de (z — z) ™! correspond 4 k =n — 1 :

" (z) =

Res(f, z9) = TEER

Remarque 7.6. Pour un pole double (n = 2), la formule se réduit a :

Res(f,zp) = lim 4 [(z = 20)%f(2)].

z—20 Az

2z

Exemple 7.7 (Calculs de résidus élémentaires). 1. f(z) = 5. Les poles sont
z = +1, simples.
T

6.,, Res(f, —1)

7
]

Res(f,i) =

2. f(z) = ﬁ Poéle double en 0, pole simple en 1.

1 d 1 —1
Res(f,1) = lim — =1, Res(f,[)):lim—{ ] - — 1.

z—1 2 z—=0dz|z—1 1

3. f(z) = <%, On développe :

23

fe)=—=—-—+——---, donc Res(f,()):—%.

7.2 Le théoréme des résidus

Théoréme 7.8 (Théoréme des résidus). Soit U C C un ouvert, {z1,...,2n} un
ensemble fini de points de U, et f: U\ {z1,...,28v} — C holomorphe. Si v est un
cycle dans U \ {z1,...,zn} homologue a zéro dans U, alors :
1 N
Q—j{f(z) dz = Zind(fy, zi) Res(f, zi).
mi J, —

Démonstration. Pour chaque k, soit Py(z) = > -, a(_kgl(z — 2;,)~" la partie principale du

développement de Laurent de f en z,. Posons ¢g(z) = f(z) — chvzl P(2). En chaque
2k, la singularité de f est exactement compensée par Py, et les autres P; (j # k) sont
holomorphes en z;. Donc g se prolonge holomorphiquement & U entier.

Puisque ~ est homologue a zéro dans U, le théoréme de Cauchy donne 5}% g(z)dz = 0.
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Donc :
]{ f(z)dze = i:: 7{ Pu(2) dz.

Par convergence uniforme sur v :

%Pk(z) dz = Za@l 7{(2 —z) "dz.
ol n=1 il

Pour n > 2, (z — 2z;)™" admet une primitive sur C \ {2}, donc I'intégrale est nulle. Pour
n=1:

d
7{ Y ind(7y, k).
’Y Z — Zk

Ainsi ff’; Py(z)dz = 2mi Res(f, zi) ind(7, zx), et en sommant on obtient le résultat. O

Corollaire 7.9 (Version pour les lacets simples). Si~y est un lacet simple parcouru
dans le sens direct entourant exactement les singularités zy, ..., 2y, alors :

%f(z) dz = 2mi ZRes(f, 2K)-
v k=1

z

Exemple 7.10. Calculons I = §__, -5 d2.

Les singularités z = 0 (pole simple) et z = 1 (pole double) sont dans |z| < 2.
Résidu en z =0 : Res(f,0) = lim, o ﬁ =1.
Résidu en z =1 : Res(f,1) = lim, ,; i [%] = lim, ,;
Donc I = 2.

zef—e® __
22 — O.

7.3 Applications au calcul d’intégrales réelles

La puissance du théoréme des résidus réside dans sa capacité a évaluer des intégrales
réelles en les reliant a des intégrales complexes sur des contours fermés judicieusement
choisis.

7.3.1 Intégrales de fractions rationnelles sur R

b(z)

Q@) une fraction

Théoréme 7.11 (Intégrales rationnelles sur R). Soit R(x) =
rationnelle telle que :

(i) Q n'a pas de zéro réel;

(ii) deg @ > deg P + 2.

Alors : .
R(z)dx = 2mi Z Res(R, z).
> 2z pole de R
Im(z)>0

98



7.3. APPLICATIONS AU CALCUL D'INTEGRALES REELLES

Démonstration. On considére le contour I', formé du segment [—r,r| et du demi-cercle
C, = {re" : 9 € |0, 7]} parcouru dans le sens direct.

Im

Ly

Pour r assez grand, tous les poles de R dans le demi-plan supérieur sont a l'intérieur
de I',.. Par le théoréme des résidus :

/T R(z) dx+/ R(z)dz=2mi > Res(R, z).

-r T 2k
Im(z)>0

Il suffit de montrer que [, R(2)dz — 0 quand r — +o00. Sur C,, |2 = r et la condition
deg @ > deg P + 2 entraine |R(z)| = O(1/r?). Donc :

1
/ R(z)dz| < mr-sup |R(z)| = O(—) — 0. O
- 2eC, T 7—00
Exemple 7.12 (Intégrale de 1/(1 + 2%)?). Calculons I = /+OO d—x
oo (I+22)?
La fraction R(z) = (HIZQ)Q = (zfi)Ql(eri)? a un pole double en z =i (dans le demi-plan
supérieur) et en z = —i.
Résidu en z =i :
d 1 -2 —2 —2 1
Res(R.i) = lim — = [i — _ ——
es(R, i) =lim 2 [(z + i)Q} e (zrie (2° —8& &

Donc :

1 ™
[ =2mi — ="
T T2

T dx

1+ a2t
Les poles de - sont les racines quatriémes de —1 : z, = et/ nour k =0,1,2, 3.
Ceux dans le demi-plan supérieur sont :

Exemple 7.13 (Intégrale de 1/(1 + x*)). Calculons I = /

—00

in/4 __ 1+Z

V2

. —1 )
— 6317r/4 _ t1

5

20 = € 5 21
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7.3.2 Intégrales trigonométriques

Théoréme 7.14 (Intégrales trigonométriques). Soit R(u,v) une fraction rationnelle
en deux variables, sans pole sur le cercle unité (paramétré par (cosf,sinf)). Alors :

2T =il _ =1 d
/ R(cosG,sinG)d@z]g R(Z+Z ; S > —
0 12|=1 2 21 12

Démonstration. On paramétre le cercle unité par z = e, § € [0,27]. Alors dz = ie? df =
1z df, soit df = ‘g—j. De plus :

e 4 e=i0 o 4 1 ol _ =i, -1
cost = = , sinf = . = —.
2 2 21 21
La substitution transforme l'intégrale en une intégrale curviligne sur T, évaluable par le

théoréme des résidus. O

dé

2
Exemple 7.15 (Intégrale trigonométrique classique). Calculons I = / —_—
o 2+cosf

0

24271
Y

[_7{ 1 dz_j{ 2dz _]{ 2dz
B T2+% iz Jpiz(d+z+27Y) Jri(224+4z+1)

Les racines de 22 + 4z +1 = 0 sont z = —2 £ /3. Seule zy = —2 + /3 vérifie |z]| < 1
(car |—2+ V3| = 0,27).
C’est un pole simple :

Avec z = €%, cosf =

R ( 2 ) 2 2 2 1
eS —, Z = - - = = = o
(22 +4z4+1) " i-220+41 i(2(=24+3)+4) 2iv3 V3

Donc :

1 27 2
[=92mi — =20 _ 7“/3.

i3 /3 3

dé

—a+bc0829’ avec a > 0,

2m
Exemple 7.16 (Intégrale avec cos?). Calculons I = /

0
b> 0.

Tous sont des poles simples. Avec h(z) =1+ 2%, W/(z) = 423 :
1 1 2k 2k <k
Res(R, ) = —= = = - 2.3 = 2% _ _ G
sBa)=m =1 % “niT oy - 4
Donc
I =2mi (_@ B é) = _W—i(20+21) _ m Q)+ (14D w2 mitv2 g
11 2 2 V2 2 /2 1]
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1+cos 26 0
2

On utilise cos? 6§ = , mais il est plus direct d’employer la substitution z = e

2 2421 2 22492422
avec cos” f = 5 = 1 c

I—]{;%_j{ 4dz _]{ 4dz
- R ~ Jriz(da+2b+b(22 + 272))  Jpi(b2t + (4a + 2b)22 + b)

En posant w = 22, Pintégrale se simplifie. Le dénominateur en z est bz* + (4a+2b)2*+0b,
dont les racines en w = 22 sont :

(4a+2b) £ 1/(4a +2b)> — 40>  —(2a+b) £2va® + ab
2b B b '

w =

Poura=b=1:w= =322 q'ot w; = —3+2v2 ~ —0,17, w, = -3 —2v/2 = —5,83.
Les poles en z avec |z| < 1 donnent, aprés calcul des résidus :

2T

Vala+b)

I —

7.3.3 Lemme de Jordan et intégrales oscillantes

Pour traiter des intégrales de la forme fjozo R(x)e® dx avec a > 0, la condition

deg () > deg P + 2 peut étre affaiblie grace au lemme de Jordan.

Lemme 7.17 (Lemme de Jordan). Soit C, = {re? : § € [0,7]} le demi-cercle
supérieur de rayon r, et soit a > 0. St M, = SuPpepg A ’g(rew)‘ et M, — 0 quand
r — 400, alors :

lim g(2)e"* dz = 0.

r—+00 C
kA

\

Démonstration. On paramétre z = re?, dz = ire? dé :

/ g(z)emz dz S/ ‘g(rew)} 'e—arsiné'rd‘g S MT-T/ e—arsine dé.
Cr 0 0

L’inégalité de Jordan sinf > 2 pour 6 € [0, 7/2] donne :

T ) w/2 ) w/2 T T
r/ earsint qp — 2r/ earsint 4p < 2r/ e 20r0/m 49 = 2r-2— (1 — e_‘”") = — (1 —
0 0 0

ar a

e—ar) S

S e

Donc ’fcr g(z)e"* dz’ < 0. O
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Im

€' décroit
car Im(az) = arsinf > 0

R ‘ R Re

Théoréme 7.18 (Intégrales de type Fourier). Soit R(z) = ggg une fraction ration-

nelle avec deg @) > deg P + 1 et Q) sans zéro réel, et soit a > 0. Alors :

+o0o
/ R(x)e"* dx = 2mi Z Res(R(2)e"™, z).

o0 z pole de R

Im(zg)>0

Démonstration. On utilise le méme contour en demi-cercle. Le lemme de Jordan avec
g(z) = R(z) assure que M, — 0 dés que deg @ > deg P + 1, et 'intégrale sur C, tend vers
z€ro. U

+oo

cos
Exemple 7.19 (Intégrale de Fourier classique). Calculons [ = / R dx.
oo
On écrit I = Re < fj;o mgijl dx). La fonction Zgil a un pole simple en z = ¢ dans le
demi-plan supérieur :
oi% o el
Res| ——,i ) = — = —.
es<z2 + 1’Z> 2 2
Donc fj;o xiil dz = 2mi - % =Z et:
I=Re(Z) =2
e e
) 1t rsinz
Exemple 7.20 (Intégrale de zsinz/(z* + a?)). Calculons I = / PR dx pour
o X2+ a

a > 0.

Onal=Im ( fj;o xﬁi; d:v). Le pole dans le demi-plan supérieur est z = ia :

ze? 1a-e @ e @
Res| ——.ia | = : = .
z*+a 2ia 2

“+o0 1T o —a R
Donc [~ 85— dz = 2mi - &~ = mie™*, et :

I = Im(mwie™) = me™“.
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7.3.4 Intégrales avec coupure logarithmique

Pour calculer des intégrales du type 0+°° % dxr avec 0 < a < 1 et @ un polyndéme

sans zéro sur R, on utilise un contour en « trou de serrure » (ou keyhole contour).

Im

Re

Contour en trou de serrure

Théoréme 7.21 (Intégrales de type Mellin). Soit Q un polynéme de degré d > 1
sans zéro sur [0,400), et soit 0 < a < d un réel non entier. Alors, en choisissant la
détermination z°~! = |2|* " eile"Dagz guec arg 2 € [0, 27)

+oo a—1

x 211 Zafl

ot la somme porte sur tous les poles z, de 1/Q dans C\ [0, +00).

Démonstration. On intégre f(z) = % sur le contour en trou de serrure formé de :

le segment supérieur de € & R (avec argz = 0);

— le grand cercle C'g de rayon R (sens direct) ;

— le segment inférieur de R a ¢ (avec arg z = 27) ;

— le petit cercle C. de rayon ¢ (sens indirect).
Par le théoreme des résidus :

R%dm—I— CRf(z)dz+/}:%dx+ Csf(z)dz:szk:Res(f,zk)_

Sur le bord inférieur, z = ze?™ donne 2*~! = z* 'e?™(@=D Lintégrale sur ce bord

vaut : R )
B 271'1'(11—1)/ " d
e ——dx.

- Q)

Les intégrales sur Cr et C. tendent vers 0 quand R — 400 et ¢ — 0 (grace a la
condition 0 < a < d). 1l reste :

)

+oo a—1
(1 — e¥rila=b) $ @ dz = 2mi Z Res(f, k).
0 k
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Or 1 — e¥rile=l) — 1 — g=2mig2mia — 1 _ 2™ (car ¢72™ = 1), d’oti le résultat.

dx
1+ a3
On pose o = 1 (attention, @« — 1 = 0, c’est un cas limite). On utilise plut6t un contour
sectoriel. Considérons le secteur d’angle 27/3 :

+oo
Exemple 7.22 (Intégrale de 1/(1 + 2?)). Calculons I = /
0

Im

R€2i7r/3

Re

Sur le rayon arg z = 27/3, on pose z = te*™/? avec t de R 4 0 :

/ dz /0 e2m/3 qt 2im/3 /R dt
= — =5 — —€ :
rayon 1 + 23 r 1+ t3e?™ o 1+

/3

Le seul pole dans le secteur est zy = e"™/°, pole simple :

1 - 1 1
/3 _ _—
Res(l —i—z3’e ) 322 3ein/3’

Par le théoréme des résidus ('intégrale sur 'arc tend vers 0) :

_L2T/3NT o
(1 —e*™°) = 2mi S5

Calculons 1 — e%7/3 =1 — (—% -t ﬁ) = % — %g Son module est /3, et :

[ 27 B 211 B 271 B 271 B 2T B 27?\/3
3e2im/3 (% _ Q) 3. e2m/3.\/3e=im/6  3./3eim/2  3y/3-i 33 9

+oo .s—1
Exemple 7.23 (Intégrale de z57'/(1 4+ x)). Calculons I = / A pour
0

Il == a5
0<s<1.
On applique le théoréme 7.21 avec Q(x) = 1+ x, a = s. Le seul pole de 1/(1 + z) est
z = —1=¢€" (dans la coupure arg z € [0,27)). On a :

Zs—l ) ] )
Res(l - 7 eZﬂ') _ 25—1‘276“" _ 62%(5—1) — _eims
P =
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Attendons : z°7! = ¢~V car arg(—1) = 7. Donc :

2 ims) —2mie™  2miel 2 2 T

1 —e2mis — g2mis _ ] gims _e—ims  2jgin(ns)  sin(ms)’

I =

1— e?m’s (

On retrouve le complément d’Euler : I'(s)['(1 — s) =

sin(ws)

7.4 Principe de argument et théoréme de Rouché

Théoréme 7.24 (Principe de argument). Soit f méromorphe sur un ouvert U,
avec des 2€ros ay, ..., a, (de multiplicités my, ..., my,) et des poles by, ..., b, (d’ordres
ni,...,Ng). Siy est un lacet simple dans U ne passant par aucun zéro ni pdle, parcouru
dans le sens direct, alors :

1 f’(z
%]g f(z Zm] ind(v, a;) an ind(7y, bg,)-
En particulier, si v entoure tous les zéros et poles :
1 !/
L0,
2mi J, f(2)

ou Z =Y mj est le nombre de zéros et P =) ny le nombre de poles, comptés avec
multiplicité.

\.

Démonstration. Au voisinage d'un zéro a; de multiplicité m;, on écrit f(z) = (z—a;)™ g(2)
avec ¢ holomorphe et g(a;) # 0. Alors :

f(z)  z—a;  g(2)

Donc J} a un pole simple en a; de résidu m;.

De méme, au V01Slnage d’un péle by d’ordre ny, f(z) = (z — by) ™ h(z) avec h(bg) # 0,
et J;,((ZZ)) = QHbZ + ((Z)) Le résidu en by est —ng.

Le théoréme des résidus donne alors le résultat. O

Théoréme 7.25 (Théoréme de Rouché). Soient f et g holomorphes sur un ouvert
contenant le lacet simple v et son intérieur. Si :

9()| <1f(z)]  pour tout z € v,

alors f et f+ g ont le méme nombre de zéros (comptés avec multiplicité) a 'intérieur
de 7.

Démonstration. Pour t € [0, 1], posons F; = f +tg. Sur v, |tg(2)| < |g(2)| < |f(2)], donc
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F} ne s’annule pas sur 7. La quantité

est entiére et continue en ¢, donc constante. Ainsi N(0) = N(1), ce qui signifie que f = Fy
et f 4+ g = F; ont le méme nombre de zéros. O

7~

Exemple 7.26 (Application du théoréme de Rouché). Montrons que p(z) = 2°+32+1
a exactement un zéro dans |z| < 1.
Posons f(z) =3z et g(z) =2+ 1. Sur |2| =1:

1f(2) =3, lgx)| <] +1=2<3=]|f(2)|.

Par Rouché, p = f + ¢ a le méme nombre de zéros que f(z) = 3z dans |z| < 1, & savoir
exactement un zéro.

7.5 Exercices

Exercice 7.1 (Calcul de résidus). Calculer les résidus des fonctions suivantes aux points
indiqués :

22

a) Er (=2 enz=1,z=—i,2=2;
eZ
b) menZ:OetZ:—l;
c) Sl;f enz=0;
d) en z = 2kmi pour k € Z*.
e —

Exercice 7.2 (Intégrales rationnelles). Calculer a I'aide du théoréme des résidus :
/+oo dzr
a) ;
oo (@2 1)(2% +4)
oo 2?2de
b) /Oo ({1}2—{——a2)3 pour a > 0,

) / e > 1 enti
C -_— our n entier.
o (T a2y PO S

Exercice 7.3 (Intégrales trigonométriques). Calculer :

/271' do
a) 7
o O+4cost
T cos(26)
b .
) /0 5—4cosb d9;

c) /Wd—g our a > 1
0 (a+cos€)2p ‘

Exercice 7.4 (Intégrales de Fourier). Calculer a l'aide du lemme de Jordan :
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+00 3

sin x

a) / dz (intégrale de Dirichlet — utiliser un contour avec indentation);

x
—0o0

b) /+°° T COS T do:

o (22 +1)2

% cos(ax)
———d >0,b>0.
c) /0 2 1 e dzpoura>0,

Exercice 7.5 (Intégrale de Fresnel). En intégrant e=>* sur le contour formé du segment
[0, R], de Parc Re® (6 € [0,7/4]) et du segment de Re™™/* & 0, montrer que :

+oo +o0 1 [
/ cos(z?) do = / sin(z?)de = =4/ =.
0 0 2V 2

Exercice 7.6 (Intégrales avec coupure). Calculer :

Exercice 7.7 (Rouché et localisation de zéros).  a) Montrer que 27 —523+12 n’a aucun
zéro dans |z| < 1 et a exactement trois zéros dans |z| < 2.

b) Montrer que 'équation e* = 322 a exactement deux solutions dans |z| < 1.

c) Soit p(z) = 2" +a,_12" "'+ - -+ag un polynéme de degré n. Montrer que pour R assez
grand, p a exactement n zéros dans |z| < R. (Retrouver le théoréme fondamental de
'algebre.)

m cot(mz)

—— sur un carré de coteé

Exercice 7.8 (Somme de séries par les résidus). En intégrant
2N + 1 centré a l'origine, montrer que :
+00 1 2
_2 .
—~n 6

Indication : les résidus de 7 cot(rz)/2* en z =n # 0 valent 1/n?.
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Les transformations conformes — applications holomorphes a dérivée non nulle —

préservent les angles et les formes infinitésimales. Elles jouent un role central tant en ma-
thématiques pures (uniformisation des surfaces de Riemann) qu’en physique mathématique
(mécanique des fluides, électrostatique). Ce chapitre étudie les propriétés fondamentales
des applications conformes, avec un accent sur les transformations de Mobius et leurs
applications géométriques.

8.1 Applications conformes : généralités

8.1.1 Définition et conservation des angles

Définition 8.1 (Application conforme). Soit U C C un ouvert. Une application
f: U — C est dite conforme si elle est holomorphe et f'(z) # 0 pour tout z € U.
On dit aussi que f est un biholomorphisme (ou application conforme) de U sur
V = f(U) si de plus f est bijective.

Proposition 8.2 (Conservation des angles). Une application conforme f préserve les
angles orientés entre courbes. Plus précisément, si 7y, et o sont deux courbes régulieres
se coupant en zy avec un angle o, alors f o~y et f oy se coupent en f(z) avec le
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méme angle «.

Démonstration. Soient v1(t) et va(t) avec 71(0) = 12(0) = 2. L’angle entre les deux
courbes en zp est a = arg(~4(0)) — arg(v1(0)).
Les courbes images ont pour vecteurs tangents :

(f 07)'(0) = f'(20) - %;(0),  j=12

L’angle entre les courbes images est :

arg(f'(20)75(0)) — arg(f'(20)71(0)) = [arg f'(z0) + argv5(0)] — [arg f'(z0) + arg 7;(0)]
= arg 75(0) — arg71(0) = .

L’angle est préservé car f'(zg) # 0 assure que la multiplication par f’(zo) est une similitude
directe non dégénérée. O]

Remarque 8.3. Géométriquement, la dérivée f’(zg) agit par multiplication :
— | f'(20)| est le facteur d’échelle local (dilatation);
— arg f'(z0) est 'angle de rotation local.

Ainsi une application conforme est, infinitésimalement, une similitude directe : elle
dilate et tourne, sans cisailler ni refléter.

/]
EIE]
~
VB

Domaine U Image f(U)

8.1.2 Exemples fondamentaux

Exemple 8.4 (Transformations affines). Les applications conformes les plus simples
sont :

1. Translation : f(z) =z + b, b € C. Déplace le plan sans déformation.

2. Rotation : f(z) = ¢z, § € R. Rotation d’angle 6 autour de l'origine.
3. Homothétie : f(z) = Az, A > 0. Dilatation de rapport A.
4. Similitude directe : f(z) = az + b, a # 0. Composition d’une rotation, d'une

homothétie et d’une translation.

Toutes ces applications sont conformes sur C entier (et bijectives).
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Exemple 8.5 (La fonction puissance). L’application f(z) = 2™ (n > 2 entier) est
holomorphe sur C mais n’est pas conforme en z = 0 (car f'(0) = 0). Elle multiplie les
angles par n en l'origine : le secteur {0 < arg z < 7/n} est envoyé sur le demi-plan
supérieur.

.

Exemple 8.6 (La fonction exponentielle). L’application f(z) = e* est conforme sur
C entier (car f'(z) = e* # 0). Elle envoie :

— la bande {0 < Im(2) < 7} sur le demi-plan supérieur ;

— les droites horizontales Im(z) = ¢ sur les demi-droites d’angle c;

— les droites verticales Re(z) = a sur les cercles |w| = e.

Im Im
----------------- Imz=mn T
N
tRe= 0 ‘ Re
Bande 0 < Im(z) <7 Demi-plan Im(w) > 0

Exemple 8.7 (L’inversion z — 1/z). L’application f(z) = 1/z est un biholomorphisme
de C* = C\ {0} sur lui-méme. Elle est son propre inverse (f o f = id). Elle envoie :

— les cercles ne passant pas par 0 sur des cercles;

— les cercles passant par 0 sur des droites (et réciproquement) ;

— le disque unité D sur I'extérieur du disque unité, et vice versa.

8.2 Transformations de Mobius

8.2.1 Définition et propriétés algébriques

Définition 8.8 (Transformation de Mobius). Une transformation de Mdbius (ou
homographie) est une application de la forme :
az+0b

T(z):cz—i—d’ a,b,c,d € C, ad—bec#0.

Elle définit une bijection de la sphére de Riemann C = C U {oo} sur elle-méme, avec
les conventions T'(—d/c) = oo et T(00) = a/c (si ¢ # 0), ou T(00) = 00 (si ¢ =0).

Remarque 8.9. On associe a T la matrice My = (Ocl Z) € GLy(C). Deux matrices

M et AM (X # 0) définissent la méme transformation. Le groupe des transforma-

110




8.2. TRANSFORMATIONS DE MOBIUS

tions de Mdbius est donc isomorphe au groupe projectif PGLy(C) = GLy(C)/C*. La
composition correspond au produit matriciel :

Tl OTQ — ]\4711 C MTQ'

L’inverse de T'(z) = % est T7'(2) = —dczz:tba'

Proposition 8.10 (Décomposition des transformations de Mobius). Toute transfor-
mation de Mobius est la composée de translations, rotations-homothéties et d’au plus
une inversion z +— 1/z.

Démonstration. Sic =0, alors T(z) = %z + g, qui est une similitude directe.
Si ¢ # 0, on effectue la division euclidienne :

az+b_a ad — be 1

T(z) = = — .

(2) cz+d ¢ c? z+d/c
C’est la composée : z — z + d/c (translation), puis z — 1/z (inversion), puis z — — 25tz
(similitude), puis z — z + a/c (translation). O

Théoréme 8.11 (Transformations de Mdbius et cercles généralisés). Les transforma-
tions de Mébius envoient les cercles généralisés (cercles et droites dans C) sur des
cercles généralisés.

Démonstration. Par la proposition 8.10, il suffit de le vérifier pour les translations, les
similitudes et I'inversion z — 1/z.

Pour les translations et similitudes, c’est évident (les cercles et droites sont préservés
par ces applications).

Pour I'inversion, un cercle généralisé est 'ensemble des points vérifiant A(z? + 3?) +
Bx+Cy+ D =0 avec A,B,C,D € R, (B> + C? > 4AD). En coordonnées complexes,
cela s’écrit :

AzzZ+ Re(Ez)+ D =0, E=DB-iC.

Siw =1/z, alors z = 1/w et ’équation devient :

A E —
—_+Re(—)+D:0 <= Duww+ Re(Ew) + A =0,
ww w

qui est & nouveau 1’équation d’un cercle généralisé. O

8.2.2 Birapport et action triple transitive

Définition 8.12 (Birapport). Le birapport de quatre points distincts z1, 29, 23, 24 €

(/C\ est :
(21 — 23)(22 — 24)

(21— 24)(22 — 23)

Si I'un des points est oo, on prend la limite naturelle, par exemple (00, 2; 23, 24) =

(217 293 %3, Z4) —
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22—24
z2—23"

Théoréme 8.13 (Invariance du birapport). Les transformations de Mdbius préservent
le birapport : si T est une transformation de Mobius, alors :

(T'(21), T(22); T(23), T(24)) = (21, 22; 23, 24)-

Démonstration. 1l suffit de vérifier pour les générateurs (translations, similitudes, inversion).

Pour une translation 7'(z) = z+b : chaque différence T'(z;) —T'(2;) = z; — #; est inchangée,

donc le birapport est préservé. Pour une similitude 7'(z) = az : chaque différence est

multipliée par a, et les facteurs a se simplifient dans le rapport. Pour I'inversion T'(z) = 1/z :
2j—2;

T(z)—T(z) = et les dénominateurs se simplifient dans le birapport. O

zizj )

Théoréme 8.14 (Triple transitivité). Pour tout triplet de points distincts (21, 22, 23)

et tout triplet (wy,ws, ws3) dans @, il existe une unique transformation de Mdobius T
telle que T'(zx) = wy, pour k =1,2,3.

Démonstration. Existence. La transformation S(z) = (z, 21; 29, z3) envoie 21 +— 0, 2o — 1,
z3 —» 00. De méme, soit U(w) = (w,w;;ws, ws), qui envoie wy — 0, wy — 1, w3 +— oo.
Alors T'=U""' 0 S convient.

Unicité. Si T et T5 conviennent, alors T 2_1 o Ty fixe 21, 29, 23, donc fixe trois points
distincts. Or une transformation de Mobius non triviale a au plus deux points fixes (car

% = z conduit & une équation de degré au plus 2). Donc Ty oTy =id. O

8.2.3 Points fixes et classification

Définition 8.15 (Classification des transformations de Mébius). Soit T # id une
transformation de Mobius. Les points fixes de T' sont les solutions de T'(z) = z, soit
cz>+ (d — a)z — b= 0. On distingue :
1. Parabolique : un seul point fixe (discriminant nul). La matrice associée a une
seule valeur propre. Exemples : les translations.

2. Elliptique : deux points fixes, avec multiplicateur \ = w de module
|A| = 1. Exemples : les rotations.

3. Hyperbolique : deux points fixes, avec multiplicateur réel positif A > 0, \ # 1.
Exemples : les homothéties.

4. Loxodromique : deux points fixes, avec multiplicateur A\ ¢ R, et |\| # 1. Cas
général.

s a

Remarque 8.16. Toute transformation de Mobius avec deux points fixes p, ¢ est conju-
guée & w +— Aw par la transformation qui envoie p — 0 et g — co. Le nombre \ est le
multiplicateur.
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J

. IO Vi .
p P N 4 p
Elliptique Hyperbolique Loxodromique

8.3 La transformation de Cayley

Définition 8.17 (Transformation de Cayley). La transformation de Cayley est

la transformation de Mobius : ‘
zZ—1

241

p(2) =

Théoréme 8.18 (Propriétés de la transformation de Cayley). La transformation de
Cayley réalise un biholomorphisme :

@: {Im(z) >0} — D = {|w| < 1}.

Son inverse est o~ (w) =i i’—i‘; De plus :

(i) ¢ envoie l'axe réel R sur le cercle unité T (privé de 1);
(i) p(—1) = ==t =4, (1) = i = i,

Démonstration. Pour z avec Im(z) > 0, montrons que |¢(2)| < 1. Posons z = x + iy avec
y>0:
o lz—il” 2P+ y-1? P4yt -2+1
lp(2)" = 24> 22+ (y+1)? 22+yP+2y+1
car le numérateur est strictement inférieur au dénominateur (la différence est —4y < 0).
Pour z € R (i.e. y = 0), |p(2)|* = =2 = 1, donc (R) C T.

<1,

z2+1
L’inverse se calcule en résolvant w = 2% en z : w(z+i) = 2 —1, soit 2(w—1) = —i(w+1),
d'ott z = i1+, O
1—w
Im Im

] 0 1 Re v \/ Re

—1

Demi-plan supérieur ) "
Disque unité
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Etape 1. On considére la famille F de toutes les injections holomorphes f: U — D avec

2

Etape 2. On montre que F est non vide (en utilisant I’hypothése U # C et l'existence

-

Etape 3. On prend f € F maximisant |f'(z)| (I’existence est assurée par le théoréme de

2

Etape 4. On montre que ce f est surjectif, sinon on pourrait construire un élément de F

CHAPITRE 8. TRANSFORMATIONS CONFORMES

Proposition 8.19 (Automorphismes du disque). Tout automorphisme (biholomor-
phisme sur lui-méme) du disque unité D est de la forme :

f(z):ewﬂ R, aeD.

1—az’

Démonstration. Soit f: D — D un automorphisme, et posons a = f~1(0). L’automor-
phisme de Blaschke B, (z) = £=% vérifie B,(a) = 0. Donc g = foB; ! est un automorphisme
de D fixant 1'origine.

Par le lemme de Schwarz, |g(z)| < |z| pour tout z € D. En appliquant le méme

raisonnement a g~! : |[g7H(w)| < |w], soit |z| < |g(2)]. Donc |g(2)| = |z|, et le cas d’égaliteé
du lemme de Schwarz donne g(z) = e?z. Ainsi f = g o By, ce qui donne la forme
annonceée. N

Corollaire 8.20 (Automorphismes du demi-plan). Tout automorphisme du demi-plan
supérieur H = {Im(z) > 0} est de la forme :

b
T(z):azid, a,b,c,d € R, ad—bc > 0.
cz

Le groupe Aut(H) est isomorphe a PSLy(R).

8.4 Le théoréme de Riemann

Théoréme 8.21 (Théoréme de représentation conforme de Riemann). Soit U C C un
ouvert simplement connexe non vide, distinct de C. Alors il existe un biholomorphisme
f: U — D. De plus, pour tout zo € U, il existe un unique tel biholomorphisme f
vérifiant f(z0) =0 et f'(z0) > 0.

Remarque 8.22. Ce théoréme fondamental affirme que tous les ouverts simplement
connexes (différents de C) sont conformément équivalents. Sa preuve compléte, due
a Koebe (1912) et reposant sur le théoréme de Montel, dépasse le cadre de ce cours.
Nous en donnons les grandes lignes :

d’une racine carrée holomorphe).
Montel : F est une famille normale).

avec une dérivée strictement plus grande.

.

Remarque 8.23. L’hypothése U # C est essentielle : C n’est pas conformément équi-
valent a D. En effet, toute application holomorphe bornée sur C est constante (théoréme
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de Liouville).

8.5 Applications conformes classiques

Le théoréme de Riemann garantit I’existence de biholomorphismes, mais ne les construit
pas explicitement. Voici un catalogue de transformations conformes classiques, indispen-
sables en pratique.

8.5.1 La fonction de Joukowski

Définition 8.24 (Transformation de Joukowski). La transformation de Joukowski
est : | |
Jez) == — .
(2) ; (z I z)

Proposition 8.25. La transformation de Joukowski :

(i) est conforme sur C\ {—1,0,1} (les points critiques sont £1) ;

(i1) envoie le cercle |z| =r > 1 sur ’ellipse (H_?il)z + <r_i1)2 =1l 5
(i11) réalise un biholomorphisme de {|z| > 1} sur C\ [—1,1].

\.

Démonstration. On a J'(z) = 3(1 — z72), qui s’annule en z = £1. Pour z = re® avec
r>1:

r4rt r—rt

04 i
5 cost +1

J(re) =

sin 6,

. L . . . -1 _p—1 .. - e,
ce qui décrit une ellipse de demi-axes a = % et b = =—. Pour la bijectivité sur

2
{Jz] > 1} 81 J(z1) = J(22) alors z; + 1/21 = 29 + 1/29, donc (21 — 22)(1 — 1/(2122)) = 0,

soit 21 = 23 ou 2129 = 1. Comme |z|, |22| > 1, la seconde possibilité est exclue. O
Im
t Im
T

[ =
/ N

%

2] > 1 C\ [-1,1]
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8.5.2 Bandes, secteurs et demi-plans

Exemple 8.26 (Secteur angulaire vers demi-plan). Le secteur S, = {z € C: 0 <
arg z < a} (avec 0 < o < 27) est envoyé sur le demi-plan supérieur par :

f(z) = 2™/=.

En effet, si z = re? avec 0 < 0 < a, alors f(z) = r™/%e™/* et 0 < 70/a < 7, donc
Im(f(2)) > 0.

Exemple 8.27 (Bande vers demi-plan). La bande horizontale B = {z : 0 < Im(z) <
7} est envoyée sur le demi-plan supérieur par f(z) = e* (cf. exemple 8.6).

Exemple 8.28 (Bande verticale vers disque). La bande verticale V = {z : —7/2 <
Re(z) < m/2} est envoyée sur le disque par la composée : d’abord z — iz (rotation
de /2, transformant V' en la bande horizontale {0 < Im(w) < 7/2}), puis w + €2
(envoi sur le demi-plan supérieur, en ajustant), puis la transformation de Cayley. Plus

directement : =
e —_—
£2) = 2

envoie la bande {—7 < Im(z) < 7} sur C\ ((—o0, —1]U[1, +00)). Avec un ajustement,
g(z) = tanh(z) réalise une application conforme de la bande {—7/4 < Im(z) < 7/4}
sur un domaine du disque.

= tanh(z/2)

Exemple 8.29 (Lentille). Une lentille est I'intersection de deux disques. Considérons
la lentille délimitée par deux arcs de cercle passant par —1 et 1 avec des angles
intérieurs « en ces points. La transformation :

f(e) = (i)/

envoie cette lentille sur le demi-plan supérieur. En effet, g(z)

_ 14z

— 1=
1 — oo et transforme la lentille en un secteur d’angle «, puis w — w™® ouvre ce
secteur en demi-plan.

envoie —1 — 0,
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8.5.3 Tableau récapitulatif

Domaine source Domaine image Application
Demi-plan H Disque D p(z) = =
Secteur 0 < argz < o Demi-plan H 2/

Bande 0 < Imz < 7 Demi-plan H e?

Bande 0 <Imz < h  Demi-plan H emz/h

C\ (—o0,0] Bande —7 < Imw < 7 Log z

{lz[ > 1} C\ [-1,1] 3(2 +1/2)
D D el =

8.6 Exercices

Exercice 8.1 (Transformations de Mobius élémentaires).  a) Trouver la transformation

de Md6bius qui envoie 0 +— 1, 1 +— 7, oo — —1.

b) Trouver la transformation de Mébius qui envoie le cercle |z| = 1 sur I'axe réel, avec
1—=0,2—1, =1+ o0.

z—1
z+1

¢) Montrer que la transformation 7'(z) =
disque |w| < 1.

envoie le demi-plan Re(z) > 0 sur le

Exercice 8.2 (Birapport). a) Calculer le birapport (0, 1;2, 00).

b) Montrer que quatre points 21, 22, 23, 24 sont cocycliques (sur un méme cercle généralisé)
si et seulement si leur birapport est réel.

c¢) Soit T" une transformation de Mébius fixant 0 et co. Montrer que 7'(z) = Az pour
un certain A € C*.

Exercice 8.3 (Points fixes et classification). Classifier les transformations de Mobius
suivantes (parabolique, elliptique, hyperbolique, loxodromique) et déterminer leurs points
fixes :

a) T(z) = &4,
b) T(2) = *2;
¢) T(z) = L,
d) T(z) = 2+ 1.

Exercice 8.4 (Automorphismes du disque).  a) Montrer que B,(z) = {== envoie D

sur D et T sur T pour tout a € D.
b) Calculer B, o B, et vérifier que B,' = B_, (& rotation pres).

¢) Soit f: D — D holomorphe avec f(0) =0 et f(a) =0 pour un a # 0. Montrer que
[F(O)] < fal.
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Exercice 8.5 (Construction d’applications conformes). Construire explicitement des
biholomorphismes entre les domaines suivants et D :

a) le quart de plan {z : Re(z) > 0, Im(z) > 0};

b) la bande {z: 0 < Im(z) < 1};

¢) le domaine C\ [0, 4+00) (plan coupé) ;

d) le demi-disque {z : |z| < 1, Im(2) > 0};

e) lintersection des disques |z — 1| <2 et |2 + 1| < 2.
Indication : procéder par étapes, en composant des transformations du tableau récapitulatif.
Exercice 8.6 (Formule de Schwarz—Christoffel). La formule de Schwarz—Christoffel donne

I’application conforme du demi-plan supérieur sur un polygone a& n sommets. Pour un
rectangle de sommets 0, K, K + iK', iK', 'application conforme du demi-plan supérieur

est :
L ¢
fa=c| N

ol 0 < k <1 et C est une constante.

a) Vérifier que f envoie l'axe réel sur le bord du rectangle (identifier les points
—1/k,—1,0,1,1/k avec les sommets).

b) En déduire que K = fol m (intégrale elliptique compléte de premiére

espéce).

Exercice 8.7 (Application a la physique). Le potentiel complexe d'un écoulement de
fluide parfait incompressible est une fonction holomorphe ®(z) = ¢(z,y) + it (x,y) ou ¢
est le potentiel de vitesse et 1 la fonction de courant.

a) On considére I’écoulement uniforme ®(z) = Vz autour d’un cylindre circulaire. En
utilisant la transformation de Joukowski J(z) = z 4+ 1/z, montrer que le potentiel
complexe de I’écoulement autour d’un profil de Joukowski est ®(J ! (w)).

b) Déterminer les lignes de courant de ’écoulement ®(z) = 2?

coin de 90).

¢) En utilisant f(z) = cosh(z), décrire I’écoulement dans une bande infinie.

(écoulement dans un
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Chapitre 9

Théoréme de Rouché et Principe de
I’Argument

9.1 Zéros des fonctions holomorphes

Nous commengons ce chapitre par une étude systématique des zéros des fonctions
holomorphes, en précisant la notion fondamentale d’ordre d'un zéro.

Définition 9.1 (Zéro d’ordre m). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert
) C C et soit a € Q2 tel que f(a) = 0. On dit que a est un zéro d’ordre (ou de
multiplicité) m > 1 de f si

fl@)=fla)=f"(a)=---=fMV@)=0 et f™(a)#0.

De maniére équivalente, a est un zéro d’ordre m si et seulement s’il existe une fonction
holomorphe g sur 2 avec g(a) # 0 telle que

f(z)=(2—a)"g(z) pour tout z € Q.

Proposition 9.2 (Isolement des zéros). Soit f holomorphe et non identiquement
nulle sur un domaine (ouvert connexe) Q C C. Alors les zéros de f sont isolés : pour
tout zéro a de f, il existe v > 0 tel que f(z) # 0 pour 0 < |z —a| < r.

Démonstration. Soit a un zéro d’ordre m de f. Par la définition 9.1, on écrit f(z) =
(z — a)™g(z) avec g holomorphe et g(a) # 0. Puisque g est continue et g(a) # 0, il
existe r > 0 tel que g(z) # 0 pour |z —a| < r. Ainsi, pour 0 < |z—a|] < 7, on a

f(z) = (2 —a)"g(2) # 0. O

Corollaire 9.3 (Principe des zéros isolés). Soient f et g holomorphes sur un domaine
Q. Si Uensemble {z € Q: f(2) = g(2)} admet un point d’accumulation dans Q, alors
f =g sur.

Démonstration. La fonction h = f — g est holomorphe sur 2 et ses zéros admettent un
point d’accumulation. Si h n’était pas identiquement nulle, ses zéros seraient isolés par la
proposition 9.2, contradiction. Donc h = 0, c’est-a-dire f = g. O
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Proposition 9.4 (Nombre de zéros par formule intégrale). Soit f holomorphe sur
un ouvert contenant le disque fermé D(a,r) et sans zéros sur le cercle |z —a| = r.
Alors le nombre de zéros de f dans D(a,r), comptés avec multiplicité, est donné par

_ 1 f'(2)
B 2_7” |z—al|=r f(Z) a

\.

Démonstration. Soient ay, ..., ax les zéros de f dans D(a, ), de multiplicités respectives
ma,...,my. Alors f(z) = (2 — a;)"™ g;(2) ou g; est holomorphe et g;(a;) # 0. On calcule
la dérivée logarithmique :

ou h(z) = Z?Zl 95(2)/g;(2) est holomorphe dans D(a,r) (plus précisément, chaque terme
g; /g; est holomorphe au voisinage de a;, et la décomposition compléte montre que h est
holomorphe sur D(a,r)). Par le théoréme des résidus :

1 G o
2mi oo 702) dz—;m] N. O

9.2 Le principe de argument

Le principe de 'argument est 'une des applications les plus élégantes et puissantes du
théoréme des résidus. Il relie le nombre de zéros et de poéles d’une fonction méromorphe a
une intégrale de contour de sa dérivée logarithmique.

Théoréme 9.5 (Principe de argument). Soit f une fonction méromorphe sur un
ouwvert contenant le disque fermé D(a, R), n’ayant ni zéros ni péles sur le cercle
v : |z —a|l = R. Notons N le nombre de zéros et P le nombre de poles de f dans
D(a, R), comptés avec multiplicité. Alors

1 [ f(z)
— d
2mi J, f(2)
Plus généralement, si v est une courbe de Jordan rectifiable, positivement orientée,

bordant un domaine 2, et si f est méromorphe sur un ouvert contenant ), sans zéros
ni poles sur vy, alors la méme formule vaut avec N et P comptés dans 2.

z=N-P (9.1)

Démonstration. Soient aq, ..., ay les zéros de f dans D(a, R), de multiplicités my, ..., my,
et by, ..., by les poles de f dans D(a, R), d’ordres nq, ..., n,.

Au voisinage d'un zéro a; d’ordre m;, on écrit f(z) = (z—a;)™ g;(2) avec g; holomorphe
et g;(a;) # 0. Alors :

et donc Res.—, ! /((ZZ)) =m,.
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Au voisinage d'un péle b; d’ordre n;, on écrit f(z) = (2—b;) "™ h;(2) avec h; holomorphe

et hj(b;) # 0. Alors :
f'z) =y
f(z2)  z=bj  hi(z)

'@
i flz) W
Par le théoréme des résidus :

L O G k K _N-—P 0
3w f, ) T ) =N

et donc Res,—y.

Remarque 9.6 (Interprétation géométrique). L’intégrale QL § ]; dz représente la
, divi

variation totale de I'argument de f(z) lorsque z parcourt v, divisée par 27. En effet,

formellement :

1 [fi(z) , b A Argf
%if(z)d —7{ (Log f(2)) = Alo f(z) = o

ou A, Arg f désigne la variation totale de I'argument de f le long de v. Géométri-
quement, N — P est le nombre de tours que la courbe image f o~ effectue autour de
I'origine, c’est-a-dire 'indice de f o~ par rapport a 0 :

N — P =ind(f o,0).

Joxy

Plan z Plan w
ind(fovy,0)=N—-P=1

Exemple 9.7 (Application directe du principe de 'argument). Considérons f(z) =
23;21 et le cercle v : |z| = 3. Les zéros de f dans D(0, 3) sont les racines cubiques de

l'unité : z = 1, e*™/3,e=27/3 chacune de multiplicité 1, donc N = 3. Le seul pole dans

D(0,3) est z = 2, simple, donc P = 1. Par le principe de 'argument :
1 f'(z)

- dz=3-1=2.
2mi Jiy=s f(2)
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Exemple 9.8 (Variation de 'argument). Soit f(z) = 22 + 1 et 7 : |z| = 2. Les zéros
de f sont z = +i, chacun de multiplicité 1. Il n’y a pas de pole. Donc :

1 2z

. dz = 2.
215 Jjymg 22 + 1

La courbe f o~ fait 2 tours autour de 'origine, ce qui correspond & la variation totale
A Arg f = 4m.

9.3 Le théoréme de Rouché

Le théoréeme de Rouché est un outil remarquable pour déterminer le nombre de zéros
d’une fonction holomorphe dans un domaine. Il repose sur le principe de I'argument et
I'idée qu'une « petite perturbation » ne change pas le nombre de zéros.

Théoréme 9.9 (Théoréme de Rouché). Soient f et g holomorphes sur un ouvert
contenant Q, o Q) est un domaine borné dont le bord O est une courbe de Jordan
rectifiable. Si

lg(2)| < |f(2)] pour tout z € OQ, (9.2)

alors f et f+ g ont le méme nombre de zéros dans ), comptés avec multiplicité.

Démonstration. La condition (9.2) implique que f(z) # 0 pour tout z € 99 (car |g(z)| <
|f(2)| force |f(z)| > 0). De plus, pour z € € :

[(F+9) ()] = [f(2)] = lg(2)] > 0,

donc f + g n’a pas de zéro sur 0€) non plus.
Considérons la famille Fy(z) = f(2) + tg(z) pour t € [0, 1]. Pour tout z € 9 et tout
te0,1]:

[F(2)] = [f(2) +tg(2)| = [f(2)] = tlg(2)] = [f(2)] = lg(2)] > 0.

Donc F; n’a pas de zéro sur df2 pour tout ¢ € [0, 1].
Par le principe de I'argument, le nombre de zéros de F; dans € est :

L RE L e
N(t) = 27i 7{99 Fi(2) d 2mi Joo f(2) +1tg(2) ‘

La fonction ¢ — N (t) est continue (I'intégrande dépend continiment de ¢ et le dénominateur
ne s’annule pas sur 02). Comme N (t) est & valeurs entiéres, il est constant. En particulier :

c’est-a-dire que le nombre de zéros de f + g dans () est égal au nombre de zéros de f dans
Q. O

Remarque 9.10 (Forme symétrique du théoréme de Rouché). Une version équivalente,
parfois plus commode, est la suivante : si f et g sont holomorphes sur un voisinage de
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Q et si
|f(2) — g(2)| <|f(2)] +1g(2)| pour tout z € 01,

alors f et g ont le méme nombre de zéros dans 2. Cette version, due a Estermann, est
strictement plus forte que la version classique.

Im

Condition de Rouché : |g(2)| < |f(2)]
= f(2) + g(z) # 0 sur 052

9.4 Applications du théoréme de Rouché

9.4.1 Le théoréme fondamental de 1’algébre

Théoréme 9.11 (Théoréme fondamental de I'algébre). Tout polynéme non constant
P(2) = ap2" + an_ 12" + -+ ag a coefficients complexes (a, # 0, n > 1) possede
exactement n racines dans C, comptées avec multiplicité.

Démonstration. Posons f(z) = an,z" et g(2) = ap_12""1 + -+ + ag, de sorte que P(z) =
f(z) +9(2).
Pour |z| = R :
19(2)] < lan-1| B"™ + - + |ao]

et |f(2)| = |a,| R™. Pour R suffisamment grand :

9(2)] _ lana| | [an—s] |aol
< + +o /< L
(2] 7 lan| R fan| B? |an| R
Plus précisément, il suffit de choisir
R~ maX(L n(|an—1| |+ '|' -+ Iao|)) '
an

Par le théoréme de Rouché 9.9 appliqué a Q2 = D(0,R), P = f + g a le méme nombre
de zéros que f(z) = a,z" dans D(0, R), c’est-a-dire exactement n zéros (comptés avec
multiplicité), puisque f a un unique zéro en z = 0 de multiplicité n. O
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Exemple 9.12 (Localisation des zéros). Montrons que le polynome P(z) = 2°+3z+1
a exactement un zéro dans le disque D(0, 1).
Posons f(z) =3zet g(z) =2°+ 1. Sur |2| =1 :

f@I=3, gl <[ +1=2<3=]f(2)|.

Par Rouché, P = f + g a le méme nombre de zéros que f(z) = 3z dans D(0, 1), soit
exactement 1.

Exemple 9.13 (Zéros dans une couronne). Montrons que P(z) = 2% — 62 + 3 a
exactement trois zéros dans la couronne 1 < |z| < 2.

Etape 1 : Sur |z| = 2, posons f(z) = 2* et g(z) = —6z + 3. Alors |f(2)| = 16 et
lg(#)| <124 3 =15 < 16. Par Rouché, P a 4 zéros dans D(0, 2).

Etape 2 : Sur |z| = 1, posons f(z) = —62 et g(z) = 2* + 3. Alors |f(2)| = 6 et
lg(z)] <1+ 3 =4 < 6. Par Rouché, P a 1 zéro dans D(0, 1).

Donc P a 4 — 1 = 3 zéros dans la couronne 1 < |z| < 2.

9.4.2 Perturbation des racines

7

Proposition 9.14 (Stabilité du nombre de zéros). Soit f holomorphe sur un voisinage
de D(a,r) avec exactement n zéros dans D(a,r) et f(z) # 0 sur |z —a| = r. Alors
il existe € > 0 tel que toute fonction h holomorphe sur un voisinage de D(a,r) avec
SUD|,_q— [P(2) — f(2)| < € posséde également ervactement n zéros dans D(a,r).

Démonstration. Posons € = minj._q— |f(2)] > 0 (le minimum est atteint car f est
continue et non nulle sur le cercle compact). Si |h(z) — f(2)] <e < |f(z)] sur |z —a| =7,
le théoréme de Rouché avec g = h — f donne le résultat. O]

9.5 Le théoréme de Hurwitz

Théoréme 9.15 (Théoréme de Hurwitz). Soit (f,),>1 une suite de fonctions ho-
lomorphes sur un domaine 0 convergeant uniformément sur tout compact vers une
fonction f. Si f n'est pas identiquement nulle, alors pour tout a € ) tel que f(a) =0
d’ordre m, et pour tout r > 0 assez petit (avec D(a,r) C Q et f(z) # 0 pour
0<|z—al <r), il existe N € N tel que pour tout n > N, f, posséde exactement m
zéros dans D(a,r), comptés avec multiplicité.

En particulier, si chaque f, est sans zéro dans S et f, — f uniformément sur tout
compact, alors f est soit identiquement nulle, soit sans zéro dans €.

\.

Démonstration. Choisissons r > 0 tel que D(a,r) C et f n’a pas de zéro sur le cercle
|z — a|] = r ni dans le disque épointé 0 < |z — a|] < r (c’est possible car les zéros de f sont
isolés).
Le nombre de zéros de f dans D(a,r) est exactement m (le zéro en a d’ordre m).
Posons
e= min |[f(z)] > 0.

|z—a|=r
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Par convergence uniforme sur le compact {|z —a| = r}, il existe N tel que pour tout
n>N:

max [fu(z) = f(2)] <& <[f(2)].

|z—al|=r

Par le théoréme de Rouché, f, et f ont le méme nombre de zéros dans D(a, ), soit m.
Pour la seconde assertion : si chaque f, est sans zéro, alors le nombre de zéros de f,

dans tout D(a,r) est 0. Par ce qui précede, si f n’est pas identiquement nulle, tout zéro

de f aurait multiplicité 0, ce qui est impossible. Donc f = 0 ou f est sans zéro. O

9.6 Le théoréme de Papplication ouverte

Théoréme 9.16 (Théoréeme de 'application ouverte). Soit f une fonction holomorphe
et non constante sur un domaine 2 C C. Alors [ est une application ouverte :
l’image de tout ouvert de 2 par f est un ouvert de C.

Démonstration. Soit U C ) un ouvert et soit wy = f(zy) avec zy € U. Nous devons
montrer que wy est un point intérieur de f(U).

Puisque f n’est pas constante, zg est un zéro isolé de f(z) — wg. Soit m > 1 ordre de
ce zéro. Choisissons r > 0 tel que D(zg,7) C U et f(z) —wp # 0 pour 0 < |z — zo| < 7.

Posons § = miny._. =, | f(2) —wo| > 0. Nous affirmons que D(wy,d) C f(U).

En effet, soit w € D(wy,d), c’est-a-dire |w — wy| < §. Considérons la fonction F(z) =
f(2) — wp et la perturbation G(z) = wy — w (constante). Pour |z — zg| = r :

G(2)] = [w = wo| <0 <[f(2) —wo| = [F(2)].

Par le théoréme de Rouché, F'+G = f(z)—w a le méme nombre de zéros que F' = f(z)—wy
dans D(zg,r), soit m > 1.

Donc il existe z; € D(zo,7) C U avec f(z1) = w. Ceci montre que w € f(U), et donc
D(wy, §) C f(U). O

Corollaire 9.17 (Principe du maximum (variante)). Soit f holomorphe et non
constante sur un domaine 2. Alors | f| n’atteint pas son mazimum dans €.

Démonstration. Supposons par 'absurde que | f| atteint son maximum en zy € €2, c’est-a-
dire | f(2)| < |f(20)| pour tout z € €. Puisque f est une application ouverte, f(€2) est un
ouvert contenant wy = f(zp). Il existe donc € > 0 avec D(wp,e) C f(€2), et en particulier
il existe z; € Q avec |f(z1)| > | f(20)|, contradiction. O

Corollaire 9.18 (Inverse d'une bijection holomorphe). Si f : Q1 — Qy est une
bijection holomorphe entre domaines, alors f~! est holomorphe (et f'(z) # 0 pour
tout z € ().

Démonstration. Puisque f est une application ouverte, f~! est continue. Pour montrer
que f~! est holomorphe, il suffit de montrer que f/(2) # 0 pour tout z € €.

Supposons que f'(zg) = 0 pour un zy € 4, et soit wy = f(20). Alors f(z) —wp a
un zéro d’ordre m > 2 en zy. Par la preuve du théoréme de 'application ouverte, pour
w proche de wy (mais w # wy), 'équation f(z) = w a m > 2 solutions (comptées avec
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multiplicité) dans un voisinage de zg. Pour w générique (hors d’un ensemble discret), ces
solutions sont distinctes, contredisant I'injectivité de f.
Donc f’(z) # 0 partout, et f~! est holomorphe par le théoréme d’inversion locale (ou

directement : (f~1)(w) = 1/f(f~H(w))). O
f(Q)

-

9.7 Exercices

Exercice 9.1 (Dénombrement de zéros). Déterminer le nombre de zéros (comptés avec
multiplicité) des fonctions suivantes dans le disque D(0,1) :

(a) f(z)=2" =522 +2—2,
(b) g(z) = 2% + 422 + 1,
(c) h(z) =e* — 423

Indication : appliquer le théoréeme de Rouché avec un choix judicieux de décomposition

f=F+0G.

Exercice 9.2 (Zéros dans le demi-plan). Montrer que le polynome P(z) = 2% + 23 + 422 +
2z 4 3 a exactement deux zéros dans le demi-plan Re(z) > 0.

Indication : montrer d’abord que P n’a pas de zéro réel ni de zéro purement imaginaire,
puis utiliser le principe de I'argument sur un grand demi-cercle dans le demi-plan droit.

Exercice 9.3 (Théoréme de Rouché généralisé). Soient f et g holomorphes sur un voisinage
de D(0,1) telles que |f(2) + g(2)| < |f(2)] + |g(2)| pour tout z avec |z| = 1. Montrer que
f et g ont le méme nombre de zéros dans D(0,1).

Indication : montrer que f/g n’a pas de valeur réelle négative ni nulle sur |z| = 1, puis

considérer ind((f/g) o ~,0).

Exercice 9.4 (Application du principe de 'argument). Soit f(z) = % Calculer
1 /
S IO
2mi |z|=2 f(Z)

Exercice 9.5 (Théoréme de Hurwitz et injectivité). Soit (f,) une suite de fonctions
holomorphes injectives sur un domaine 2, convergeant uniformément sur tout compact
vers f. Montrer que f est soit injective, soit constante.

Indication : si f(a) = f(b) pour a # b, appliquer Hurwitz a f,,(z) — f,(a) au voisinage
de b.

Exercice 9.6 (Localisation fine par Rouché). Soit P(z) = z° + 2z + 16. Montrer que :

126



9.7. EXERCICES

(a) P a exactement un zéro dans chacun des quatre disques D(2¢%*7/2 1) pour k =
0,1,2,3,
(b) le cinquiéme zéro est situé dans D(0,1/16).
Indication : pour (b), écrire P(z) = 16(1 + z/16 + 2°/16) et montrer que z + 2° est petit
devant 16 sur |z| = 1/16.

Exercice 9.7 (Nombre de solutions d'une équation transcendante). Montrer que I’équation
e =az" (oua € C\ {0} et n > 1) a exactement n solutions dans un disque D(0, R) pour
R suffisamment grand.

Indication : réécrire sous la forme e* — az™ = 0 et comparer avec —az" sur |z| = R.

Exercice 9.8 (Application ouverte et non-constance). Soit f holomorphe sur C telle que
f(C) C R. Montrer que f est constante, en utilisant le théoréme de 1’application ouverte.

Exercice 9.9 (Variation de Pargument — calcul explicite). Soit f(z) = 2% — 2z + 2.

(a) Calculer le nombre de zéros de f dans le premier quadrant {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0}
en calculant la variation de I'argument de f le long du contour constitué du segment
[0, R], de l'arc de cercle de rayon R dans le premier quadrant, et du segment [iR, 0],
pour R — +o00.

(b) Vérifier le résultat avec le théoréme de Rouché.
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Chapitre 10

Introduction aux Fonctions Entiéres et
Meéromorphes

10.1 Fonctions entiéres

Définition 10.1 (Fonction entiére). Une fonction f: C — C est dite entiére si elle
est holomorphe sur tout C. De maniére équivalente, f est représentable par une série
entiére de rayon de convergence infini :

f(z) = Z anz", a, € C, convergente pour tout z € C.
n=0

Exemple 10.2 (Fonctions entiéres classiques). Les fonctions suivantes sont entiéres :

(i) Polynomes : P(z) = a,z" + - + ao.
n=0 %7:

(i) L’exponentielle : ¢z = >

0o (71)nz2n+1

(iii) Les fonctions trigonométriques : sinz = anow

fo%e) 1 nZQn
Zn:() %
(iv) Les fonctions hyperboliques : sinh z, cosh z.

(v) La fonction d’Airy : Ai(z) = X [© COS<§ + zt) dt.

s

, Cosz =

e

(vi) Compositions et produits : e, sin(z?), z ¢*, etc.

Théoréme 10.3 (Théoréme de Liouville). Toute fonction entiére bornée est constante.
Plus généralement, si f est entiére et s’il existe C > 0 et n € N tels que |f(z)] <
C(1+ |2|") pour tout z € C, alors f est un polynéme de degré au plus n.

Démonstration. Le cas n = 0 est le théoréme de Liouville classique. Pour le cas général,
écrivons f(z) = Yo, arz®. Par les inégalités de Cauchy sur le cercle de rayon R :

max|..—p | f(2)| < C(l1+ R")
RE - RF
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Pour k£ > n, en faisant R — +o0 :

. C(1+R™
= i~ =0
Donc a;, = 0 pour tout £ > n, et f est un polynome de degré < n. O

Corollaire 10.4 (Théoréme fondamental de I’algébre — par Liouville). Tout polynome
non constant posséde au moins une racine compleze.

Démonstration. Si P est un polynéme sans racine, alors 1/P est entiére. Comme |P(z)| —
oo quand |z| — oo, 1/P est bornée, donc constante par Liouville, ce qui contredit le fait
que P est non constant. ]

10.2 Ordre de croissance

L’une des questions fondamentales sur les fonctions entiéres est la vitesse a laquelle elles
croissent. Pour les polyndmes, la croissance est polynomiale ; pour e, elle est exponentielle.
L’« ordre » d’une fonction entiére quantifie précisément cette croissance.

Définition 10.5 (Ordre d’une fonction entiére). Soit f une fonction enticre. On
définit la fonction maximum de f par

M(r) = M¢(r) = max|f(2)], r>0.

|2|=r

L’ordre de f est

. log log M (r
p = p(f) = lim sup 2808 M ()

€ [0, +00].
r—+00 logr

On dit que f est d’ordre fini si p < 4-00.

Remarque 10.6 (Interprétation). L’ordre p est le plus petit nombre (dans [0, 4+o00]) tel
que M(r) < e pour tout € > 0 et r assez grand. Autrement dit, f est d’ordre p si
et seulement si

Ve>0, M(r)=0("") et M(r)+#0(E").

Exemple 10.7 (Ordres de fonctions classiques). (i) Tout polynéme non nul est
d’ordre p = 0.

log log M
og log M (r) _ logr _ 1. et p= 1.
logr logr 2

e** pour k € N* : M(r) = e, donc p = k.

sinz : M(r) ~ 1e” pour 7 — oo, donc p = 1.

(ii

(iii

e* :ona M(r)=e", donc
ok

)
)
(iv)
(v) cosy/z (entiére car la série ne contient que des puissances entiéres) : on a
M(r) ~ Lev™ donc p = 1/2.

(vi) e : M(r) = e, donc p = +oo (ordre infini).
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7

Définition 10.8 (Type d’une fonction entiére). Soit f une fonction entiére d’ordre
p € (0,+00). Le type de f est
log M (r
oc=o0(f) = limsupg—() € [0, 4o0].
r—+00 rP
On dit que f est de type normal si 0 < 0 < +00, de type minimal si o = 0, et de
type maximal si ¢ = +o0.

Exemple 10.9 (Types). (i) €*® (a # 0) est d’ordre 1 et de type |al.
(ii) sinz est d’ordre 1 et de type 1.
(iii) e** est d’ordre 2 et de type 1.

Proposition 10.10 (Ordre et coefficients de Taylor). Soit f(z) =3~ a,2" une
fonction entiére d’ordre p. Alors
i nlogn
p = limsup —————.
n—oo 10g |an|
Réciproquement, cette formule permet de calculer [’ordre directement a partir des
coefficients de Taylor.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la formule de Hadamard reliant le rayon de
convergence aux coefficients. La preuve compléte proceéde en deux étapes.

Borne supérieure. Soit p/ > p. Alors M(r) < e’ pour r assez grand. Par les
inégalités de Cauchy, |a,| < M (r)/r™ pour tout r > 0. Choisissons 7 = (n/(p'e))"/*" (qui
minimise approximativement e’ /r™). Un calcul direct donne |a,| < C - (p'e/n)™*" pour
une constante C', d’ou

n
—log|a,| > ; (logn —log(p'e)) + O(1),

ce qui implique lim sup ﬁi‘;g'f' < p'. En faisant p’ — p, on obtient la borne supérieure.
Borne inférieure. On montre de fagon analogue, en utilisant M (r) < > |a,|r™ et le
terme dominant, que lim sup fﬁ(ﬁ:' > p. H

10.3 Le petit théoréme de Picard

L’un des résultats les plus profonds de I'analyse complexe est le théoréme de Picard,
qui renforce spectaculairement le théoréeme de Liouville.

Théoréme 10.11 (Petit théoréme de Picard). Toute fonction entiére non constante
prend toute valeur complexe, a une exception au plus. Autrement dit, si f : C — C est
entiére et s’il existe deux valeurs distinctes a,b € C telles que f(z) #a et f(z) #b
pour tout z € C, alors f est constante.
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Remarque 10.12 (Sur la preuve). La preuve du petit théoréme de Picard dépasse le
cadre de ce cours introductif. Elle repose sur la théorie du revétement universel et
la fonction modulaire A : H — C \ {0, 1}. Une autre approche utilise le lemme de
Schottky et le théoréme de Bloch.

\. J

Remarque 10.13 (Optimalité). L’exception d’une valeur est nécessaire : e* est entiére,
non constante, et ne prend jamais la valeur 0. Mais e* prend toute autre valeur w # 0
(en effet, e = w < z = log|w| + i Arg(w) + 2kmi).

\.

Im
4\

|
Image d’une fonction entiére non constante
f(C)=C\ {a} (au plus une valeur omise)

Théoréme 10.14 (Grand théoréme de Picard — énoncé). Soit f holomorphe sur un
voisinage épointé D(a,r) \ {a} d’une singularité essentielle isolée a. Alors f prend
toute valeur complexe, a une exception au plus, dans tout voisinage de a.

En d’autres termes, pour tout € > 0, l’'ensemble f(D(a,e)\{a}) contient C privé d’au
plus un point.

10.4 Produits infinis et théoréme de Weierstrass

La question fondamentale que nous abordons maintenant est celle de la factorisation
des fonctions entiéres : peut-on exprimer une fonction entiére comme un produit (infini)
faisant intervenir ses zéros, a I'image de la factorisation des polynémes ?

Définition 10.15 (Produit infini). Soit (ay),>1 une suite de nombres complexes. On
dit que le produit infini [[ 7, a, converge si les produits partiels Py = Hflvzl
tendent vers une limite P # 0 quand N — oo. On écrit alors [[ 7, a, = P.

On dit que [[,~,(1 4 u,) converge absolument si ) > |u,| converge.

Qn

Proposition 10.16 (Convergence absolue des produits). Le produit T[]}~ (1 + uy)
converge absolument si et seulement si la série Y - | |u,| converge. Dans ce cas, le
produit ne dépend pas de l’ordre des facteurs.
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Démonstration. Si ) |u,| < oo, alors |u,| < 1 pour n assez grand. Pour ces n, on utilise
I'inégalité |log(1 + u,,)| < 2 |u,| (valable pour |u,| < 1/2). Donc > log(1 + u,) converge
absolument, et par conséquent [[(1 + u,) = exp(D>_ log(1l + u,)) converge vers une valeur
non nulle.

Réciproquement, si [[(1 4 u,) converge absolument (c’est-a~dire [[(1 4+ |u,|) converge),
alors ) log(1 + |u,|) converge, ce qui entraine > |u,| < oo puisque log(1 + z) > x/2 pour
0<z< 1. [l

-

Définition 10.17 (Facteurs élémentaires de Weierstrass). Pour p € N, on définit le
facteur élémentaire E, par

2 D
Eo(2) =1- 2z, Ep(z):(1—z)exp(z+%+--~+%) pour p > 1.

~

Lemme 10.18 (Estimation du facteur élémentaire). Pour tout p > 0 et tout |z| <1 :

1= Ey(2)] < |27

J

Démonstration. Ecrivons E,(2) = exp(h,(2)) ot hy(2) =log(1—2)+2+22/2+---+2P/p

(pour |z| < 1). Le développement en série de log(1 — z) = — Y77, z¥/k donne :
<  _k
z
hp(z) == =
k=p+1
0 k 1 0o k 1 .
Pour |2 < 1: [hy() € S5 [o /b < [P S 41 /o + 14 ) < 2 Puis
11— Ey(z)| = |1 —e®] < |hy(z)] @l < 2P+ e < C'|2P". On peut affiner pour
obtenir |1 — E,(z)| < |2[""" par un argument plus soigné utilisant le fait que les coefficients
de Taylor de 1 — E,(z) sont positifs. O

Théoréme 10.19 (Théoréme de factorisation de Weierstrass). Soit (a,,),>1 une suite
de nombres complexes non nuls avec |a,| — 400, et soit m > 0 un entier. Alors il
existe une fonction entiére dont les zéros sont exactement z = 0 (de multiplicité m)
et les a,, (chacun comptés avec multiplicité). Plus précisément, si (p,) est une suite
d’entiers positifs telle que

o0

r pntl
Z (ﬁ) < oo pour tout r > 0,
a’n

n=1

alors le produit
- z
= L E e
== T1 2 ()

converge uniformément sur tout compact et définit une fonction entiére ayant exacte-
ment les zéros prescrits.
En particulier, on peut toujours choisir p, =n — 1.

FEsquisse de preuve. 11 suffit de montrer la convergence uniforme sur tout disque |z| < R.
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Pour n assez grand, |a,| > R, donc |z/a,| < R/ |a,| < 1. Par le lemme 10.18 :

1= By (o/an)] < (i) .

La condition Y (R/ |a,|)P»™! < oo assure la convergence absolue du produit [[ E,, (z/a,),
uniformément sur |z| < R.

Un produit uniformément convergent de fonctions holomorphes est holomorphe (par
passage a la limite sous le signe exp olog), et les zéros du produit sont exactement les a,,
avec les multiplicités souhaitées. O

Corollaire 10.20 (Forme générale d’une fonction entiére). Toute fonction entiére f
admet une factorisation de la forme

f(z) = 2mes? H E,, (f) ;
n=1 e

ot m > 0 est Uordre du zéro en 0, (a,) sont les zéros non nuls de f, et g est une
fonction entiére.

10.4.1 Factorisation du sinus

L’exemple le plus classique de produit de Weierstrass est la factorisation de sin(7z).

Théoréme 10.21 (Produit d’Euler pour le sinus). Pour tout z € C :

sin(mz) = 7z ﬁ (1 - 2—Z> . (10.1)

n=1

Démonstration. Les zéros de sin(7z) sont les entiers z = n € Z, chacun simple. Par le
théoréeme de Weierstrass (avec p, = 1 pour assurer la convergence, car > 1/n* < o) :

ad z Z = Z z
sin(mz) = 5 e9(2) H B, (_) Fy (_) — 902 H (1 _ _) eI . (1 + _) ez
nel n —nNn nel n n

Les facteurs exponentiels se simplifient deux a deux, et on obtient :
: — 902 _Z
sin(rz) = ze 1_[1 (1 n2) :
n=

Il reste & montrer que g(z) = log7 (constante). En divisant par z et prenant la limite
z—0:

lim sin(r2) =71 =90 H 1=¢90
z—0 z 1 ’

donc ¢(0) = log . On peut montrer que ¢'(z) = 0 en comparant les dérivées logarithmiques
des deux membres : la dérivée logarithmique de sin(7z) est 7w cot(mz), et celle du produit
(avec le facteur z) est 1/z+ > 2, 22/(2* —n?), ce qui donne exactement le développement
en série partielle de 7 cot(mz) (identité classique). Donc ¢'(2) = 0 et g est constante, d’oil
eI = . O
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Corollaire 10.22 (Formule de Wallis). En évaluant (10.1) en z =1/2 :

t=sn(5) =511 (1-5) =T 11 =

n—=

ce qui donne la formule de Wallis :

w_ﬁ (2n)? 22 4-4 6-6
2 1l@n-1)@n+1) 1-3 3.5 5.7

n=1

Im

-3 -2 -10 1 2 3

Zéros de sin(mz) : les entiers Z

10.5 Fonctions méromorphes et décomposition de Mittag-
LefHler

Définition 10.23 (Fonction méromorphe). Une fonction f est méromorphe sur un
ouvert {2 C C si elle est holomorphe sur €2 privé d’un ensemble discret S C €2, et si
chaque point de S est un pole de f.

L’ensemble des fonctions méromorphes sur {2 forme un corps pour les opérations
d’addition et de multiplication.

Exemple 10.24 (Fonctions méromorphes classiques). (i) Toute fonction ration-
nelle P(z)/Q(z) est méromorphe sur C.

(ii) tanz = sin z/ cos z est méromorphe sur C, avec des poles simples en z = 7/2+n7
(n €Z).

(iii) La fonction I' d’Euler est méromorphe sur C, avec des poles simples en z =
0,—1,-2,...

(iv) mcot(mz) est méromorphe avec des poles simples en z € Z.

Le théoréme de Mittag-Leffler est ’analogue « additif » du théoréme de Weierstrass :
la ot Weierstrass prescrit les zéros d’une fonction entiére, Mittag-Leffler prescrit les parties
principales aux poles d’une fonction méromorphe.
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Théoréme 10.25 (Théoréme de Mittag-Leffler). Soit (b,,),>1 une suite de points
distincts de C avec |b,| — +00, et pour chaque n, soit P, une partie principale
(¢’est-a-dire un polynome en 1/(z — b,) sans terme constant) :

P =3 b

k=1

Alors il existe une fonction méromorphe f sur C dont les seules singularités sont des
poles en les b, avec partie principale P, en chaque b,,. Plus précisément, il existe des
polynomes p,(z) tels que

o0

f(2) =Y (Pa(2) = pa(2))

n=1

converge uniformément sur tout compact de C\ {by, bo,...}.
De plus, la fonction méromorphe la plus générale ayant ces parties principales est de
la forme f(z) + g(2), ou g est une fonction entiére arbitraire.

FEsquisse de preuve. L’idée est de soustraire a chaque P,(z) un polynéme p,(z) (le début
de son développement de Taylor en 0) pour assurer la convergence.

Pour n assez grand, |b,| > 0 et P,(z) est holomorphe dans le disque D(0, |b,| /2). On
développe P,(z) en série de Taylor au voisinage de 0 :

P.(z) = Zamkzk pour |z| < |by].
k=0
On choisit p,(2) = 329, v, x2* (troncature a Pordre d,). Pour |z| < R < |b,| :

oo R dn+1 1
Pn — Pn < n Rk < Cn T 1—R/Ib.I
[P (2) — pu(2)] < Z || RY < (!bn!) 1— R/ |by|

k=dn+1

En choisissant d,, assez grand (par exemple d,, = n), on assure |P,(z) — p,(2)| < 27" sur
|z| < R pour tout R fixé et n assez grand. La convergence uniforme sur les compacts en
résulte. ]

Exemple 10.26 (Décomposition de 7 cot(rz)). La fonction 7 cot(rz) est méromorphe
sur C avec des poles simples en z = n € Z, chacun de résidu 1. La partie principale en
z=n est ﬁ Par le théoréme de Mittag-Leffler (ou par un calcul direct) :

1 /(1 1 1 ~— 22
trs) = & _ - = 10.2
™ cot(mz) z+;<z—n+z+n) z+;z2—n2 (102)

Cette série converge uniformément sur tout compact de C \ Z.

\.

Justification de (10.2). Posons g(z) = Wcot(wz)—%—anzl (£ + Zin) On montre que g
est bornée : elle est holomorphe (les singularités sont levées) et périodique de période 1. Sur

la bande {z : 0 < Re(z) < 1, |[Im(2)| > 1}, mcot(mz) — Fmi quand Im(z) — +oo, et les
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termes —— + L = Z22_Zn2 — 0. Donc la différence h(z) = mcot(mz) — 2 = > ( L +-1)

z—n | ztn ) ) n=1\z—n ' z+4n
est entiére (les poles s’annulent) et bornée, donc constante par Liouville. Comme h(z) — 0
quand z — 0 (par parité), cette constante est 0. ]

10.6 Fonctions elliptiques : un apercu

Définition 10.27 (Fonction elliptique). Une fonction elliptique est une fonction
méromorphe sur C qui est doublement périodique : il existe deux nombres complexes
w1, ws, R-linéairement indépendants, tels que

f(z+wi) = f(2) et f(z+ws)=f(z) pour tout z € C.
Le réseau associé est A = Zw, + Zws, et le parallélogramme fondamental est

IT = {tlwl 4+ towy 1 0 < t1,lo < 1}

Proposition 10.28 (Propriétés élémentaires). Soit f une fonction elliptique non
constante de réseau A. Alors :

(i) f a un nombre fini de poles dans I1 (et de méme pour les zéros).
(i) La somme des résidus de f dans 11 est nulle.

(ii) f a au moins deux poles dans I1 (comptés avec multiplicité) ; en particulier, il
n’existe pas de fonction elliptique holomorphe non constante.

(iv) Le nombre de zéros de f dans I est égal au nombre de péles (comptés avec
multiplicité). Ce nombre commun est appelé ['ordre de f.

Démonstration. (i) L’adhérence II est compacte et les poles sont isolés, donc il n’y en a
qu’un nombre fini.

(ii) Par le théoréme des résidus, > Res = QLM $or f(2) dz. Par double périodicité, les
contributions des cotés opposés s’annulent.

(iii) Si f n’a pas de pole, elle est entiére et doublement périodique, donc bornée sur
IT, donc bornée sur C par périodicité. Par Liouville, f est constante. Si f a un seul pole
simple, son résidu est non nul, contredisant (ii). Donc f a au moins deux péles (ou un
pole d’ordre > 2).

(iv) Appliquer le principe de 'argument a 911 (avec le méme argument de cancellation
par périodicité). ]

Définition 10.29 (Fonction p de Weierstrass). La fonction p de Weierstrass
associée au réseau A est

@(2)=%+ > (ﬁ—é)

weA\{0}
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Proposition 10.30 (Propriétés de @). La fonction p est une fonction elliptique
d’ordre 2 par rapport au réseau A. Elle est paire (p(—z) = p(z)), et son unique pole
dans 11 est un pole double en z = 0. De plus :

9=

et p satisfait I’équation différentielle

() = 49 — g2 — gs, (10.3)

0l gg =60 ow ™t et g3 =140 w ™’ sont les invariants du réseau.

w2 w1 + wsy

0 w1

Parallélogramme fondamental et réseau A

10.7 Exercices

Exercice 10.1 (Ordre de croissance). Calculer I'ordre de croissance des fonctions entiéres
suivantes :

(a) f(z)=¢"

(b) 9(2) =2 020 oo

(c) h(z) = (\/_ ) (Veriﬁer d’abord que h est entiére),
(@ k() =TI, (1+2).

Exercice 10.2 (Application de Liouville généralisé). Soit f entiére telle que | f(z)| < Ce®!
pour tout z € C, avec C,a > 0. Montrer que f est d’ordre au plus 1 et de type au plus a.
Soit de plus f telle que f(n) = 0 pour tout n € N. Montrer que f = 0.
Indication : considérer g(z) = f(z)/sin(7z) et montrer que g est entiére bornée.

Exercice 10.3 (Formules pour ((2k)). En développant 7 cot(nz) en série de Laurent au
voisinage de z = 0 et en utilisant la décomposition (10.2), montrer que

0 1 (_1)k+1(27r)2k:
“—~n 2(2k)!

N . L4 . 2
o By, sont les nombres de Bernoulli. En déduire Y07, -5 =T et 3> | 4 = 2
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Exercice 10.4 (Produit de Weierstrass pour 1/T"). La fonction 1/T°(2) est entiére avec

des zéros simples en z = 0, —1,—2,... Montrer que
1 — 2672 ﬁ <1 + i) e*Z/n
['(2) vt n ’

ol v = lim,, s (Zk 1 k — log n) est la constante d’Euler—Mascheroni.
Indication : identifier les zéros, appliquer Weierstrass avec p,, = 1, et déterminer le
facteur exponentiel e9*) par des arguments de croissance.

Exercice 10.5 (Théoréme de Mittag-Leffler — application). Construire une fonction
méromorphe sur C dont les seuls poles sont les entiers positifs n > 1, avec partie principale
ﬁ en chaque n. Donner une expression en série.

Indication : con&dererZ (( L

—— — % et montrer la convergence.
z—n) n

Exercice 10.6 (Petit théoréme de Picard — applications). (a) Montrer que si f est en-
tiere et Re(f(z)) > 0 pour tout z, alors f est constante.

(b) Montrer que si f est entiére et f(z) ¢ R~ pour tout z, alors f est constante.

(c) Montrer que si f est entiére et |[f(z)] # 1 pour tout z, alors f est constante.
(Indication : f(C) est connexe.)

Exercice 10.7 (Fonctions elliptiques élémentaires). Soit A = Z + Zi le réseau des entiers
de Gauss.

(a) Montrer que la fonction p associée satisfait p(iz) = —p(2). En déduire que g3 =0
dans 'équation (10.3).

(b) Quelles sont les valeurs de p aux demi-périodes wq/2 = 1/2, wy/2 = i/2 et (w; +
wy)/2=(141)/27

Exercice 10.8 (Théoréme de Casorati-Weierstrass). Soit a une singularité essentielle
isolée de f. Montrer que pour tout € > 0, 'image f(D(a,¢) \ {a}) est dense dans C.

Indication : supposer le contraire, c’est-a-dire qu’il existe wy et 6 > 0 tels que
|f(2) —wo| > § au voisinage de a. Considérer g(z) = 1/(f(z) — wp) et montrer que
a est un pole ou une singularité effagable de f, contradiction.

Exercice 10.9 (Produit de Blaschke). Soit (a,),>1 une suite dans le disque unité D avec
> (1 —an|) < oo et a, # 0 pour tout n. Montrer que le produit de Blaschke

n=1
[eS)

converge uniformément sur tout compact de D et définit une fonction holomorphe bornée
sur D dont les zéros sont exactement les a,,.

Indication : montrer que ‘1 _ lenl | an—z
an 1—anz

< C(1 —ay|) sur tout compact de D.
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