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Préface

L’algebre linéaire est I'une des branches les plus fondamentales et les plus omniprésentes des
mathématiques modernes. Ses concepts — espaces vectoriels, applications linéaires, matrices,
déterminants, valeurs propres — forment le socle sur lequel reposent de vastes pans de ’analyse,
de la géométrie, de la physique, de I'informatique et de 'ingénierie.

Ces notes de cours s’adressent aux étudiants de premiere et deuxiéme année de licence en
mathématiques ou en école d’ingénieurs. Elles supposent une connaissance solide des mathéma-
tiques du lycée (calcul, fonctions, trigonométrie) ainsi que des notions élémentaires de théorie
des ensembles et de logique.

Philosophie de ce cours. Nous avons cherché a maintenir un équilibre constant entre ri-
gueur algébrique et intuition géométrigue. Chaque concept abstrait est illustré par des exemples
concrets, des figures et des applications. Les démonstrations sont completes : nous estimons
qu’apprendre a lire et a écrire des preuves est un objectif aussi important que la maitrise des
techniques de calcul.

Organisation. Le cours se compose de neuf chapitres, dont voici la structure logique :

[Ch. 0 Préliminaires}

[Ch. 1 Espaces Vectoriels}

T

[Ch. 2 Applications linéaires [Ch. 3 Systemes linéaires]

\ /

[Ch. 4 Déterminants]

ECh. 5 Valeurs propres}

T

[Ch. 6 Produits scalaires [Ch. 8 Forme de Jordan}

T~

[Ch. 7 Théoreme spectral}

vii
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Le chapitre 0 (Préliminaires) peut étre parcouru rapidement par les étudiants déja familiers
avec les notions de base. Le chapitre 8 (Forme normale de Jordan) est un chapitre avancé, destiné
aux étudiants souhaitant approfondir le sujet.

Exercices. Chaque chapitre se termine par une série d’exercices classés par difficulté :

o — exercices de base (vérification directe des définitions),
o — exercices intermédiaires (applications des théorémes),
. — exercices avancés (problemes de synthése, questions ouvertes).

Note historique. L’algebre linéaire, telle que nous la connaissons aujourd’hui, s’est développée
progressivement du XVIII® au XX siécle. Les contributions majeures incluent : les travaux de
Gauss sur ’élimination (1809), la théorie des déterminants de Cauchy (1815), la découverte
des valeurs propres par Cauchy et Sylvester, les formes canoniques de Jordan (1870), et la
formalisation axiomatique des espaces vectoriels par Peano (1888) et Banach (1920).

Février 2026
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Notation

Nous rassemblons ici les notations utilisées tout au long de ce cours. Le lecteur est invité a
s’y référer en cas de doute.

Symbole Signification

Ensembles de nombres

N Entiers naturels {0,1,2,...}

7 Entiers relatifs

Q Nombres rationnels

R Nombres réels

C Nombres complexes

K Corps de base (en général R ou C)

t, Corps fini a p éléments

Espaces et structures

K™ Espace des n-uplets sur K

M,, ,(K) Espace des matrices n x p a coefficients dans K
M, (K) Matrices carrées n x n

GL,,(K) Groupe linéaire (matrices inversibles)

P, (K) Espace des polynomes de degré < n
L(E,F) Espace des applications linéaires de E dans F
End(E) Endomorphismes de E (= £(E, E))
Applications linéaires et matrices

Ker f Noyau de f

Im f Image de f

rg(f), rg(A) Rang d’une application linéaire ou d’une matrice
Id, I, Application identité, matrice identité n x n
AT Transposée de A

A* Transposée conjuguée (adjointe) de A

AL Inverse de A

tr(A) Trace de A

det(A) Déterminant de A

Espaces vectoriels

Vect(vy, ..., vy) Sous-espace engendré par vy, ..., vy,

dim F Dimension de F

codim F' Codimension de F' dans E

EFEaoF Somme directe

E/F Espace quotient

E* Dual de E

ix
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Symbole Signification

B = (e, €,) Base de F

rn

Produit scalaire et normes

(u,v) Produit scalaire de u et v

] Norme de v

u L u et v sont orthogonaux

Ft Orthogonal de F

Valeurs propres

Spec(f) Spectre de f (ensemble des valeurs propres)
£, Sous-espace propre associé a A

X5(A) Polyndme caractéristique de f

ey Polynéme minimal de f

Notations diverses

= Egalité par définition

0, Symbole de Kronecker
sgn(o) Signature d’une permutation o
S, Groupe symétrique sur {1,...,n}




Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

L’algebre linéaire repose sur un socle de notions que l'on suppose généralement acquises :
ensembles, applications, relations, et surtout les structures algébriques élémentaires que sont les
groupes, les anneaux et les corps. Ce chapitre zéro a pour vocation de rappeler et de préciser
ces outils, afin que le lecteur dispose d’un langage commun et rigoureux pour la suite du cours.

Nous y revisiterons également les principales techniques de démonstration — preuve directe,
contraposée, raisonnement par ’absurde, récurrence — qui seront utilisées de maniére intensive
dans les chapitres suivants.

Le lecteur déja a l'aise avec ces prérequis pourra parcourir ce chapitre rapidement, en s’at-
tardant sur les exercices pour vérifier sa maitrise.

1.1 Ensembles

Définition 1 (Ensemble)

Un ensemble est une collection d’objets, appelés éléments, réunis selon un critere bien
défini. On note x € E le fait que z est un élément de F, et x ¢ E le contraire.

On rappelle les ensembles de nombres classiques :

NcZcQcRcC.

Définition 2 (Opérations ensemblistes)

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.
(i) Réunion : AUB:={z € E|xcAoux € B}.
(ii) Intersection : ANB:={z € E|x€ Aetx € B}.
(iii) Différence : ANB:={z € E|xz € Aetax ¢ B}.

)

)

)
(iv) Complémentaire : A°:= E\ A.
(v) Produit cartésien : A x B:={(a,b) |a€ A, b€ B}.
)

(vi) Ensemble des parties : P(E):={A|ACE}.
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Exemple 3 (Parties de {1,2,3})

Soit E = {1,2,3}. Alors

P(E) =10, {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.

On a |P(E)| = 2% = 8. Plus généralement, si E est fini de cardinal n, alors |P(E)| = 2.

Proposition 4 (Lois de De Morgan)

Soient A, B C E. Alors :

(AUB)=A°NB° et (ANB)°= A°UB°.

Démonstration. Montrons la premiere égalité. Soit x € E.

r€(AUB) < ¢ AUB
= ¢ Aetx ¢ B
< zreAetxe B
<~ x € A°N B“.

La seconde se démontre de maniére analogue (ou par application de la premiére au complémen-
taire). O

1.2 Applications

Définition 5 (Application)

Soient E et F' deux ensembles. Une application (ou fonction) de E dans F' est une regle
f qui, a chaque élément = € E, associe un unique élément f(z) € F. On note

f+E—F, z = f(x).

L’ensemble E s’appelle ’ensemble de départ (ou domaine), et F' 1'ensemble d’arrivée (ou
codomaine).

Définition 6 (Image et image réciproque)

| '

Soit f: E — F une application.
(i) L’image directe d'une partie A C F est f(A):={ f(z) |z € A}.
(ii) L’image réciproque d’une partie B C F est f1(B):={x € E| f(x) € B}.

(iii) L’émage de f est Im f := f(E).

Définition 7 (Injectivité, surjectivité, bijectivité)

Soit f: E — F une application.
(i) f est injective si Vzq,x9 € E, f(x)) = f(xy) = 27 = x,.

(ii) f est surjectivesi Vy € F, Jx € E, f(x) =y (autrement dit, Im f = F).




1.3. Relations

(iii) f est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Exemple 8 (Exemples fondamentaux)

2 n’est ni injective (car f(—1) = f(1) = 1) ni

(a) L’application f: R — R, z — x
surjective (car —1 ¢ Im f).

(b) L’application g: R — R, z > z? est surjective mais pas injective.

(c) L’application h: R, = R, z = 2?2 est bijective, de réciproque h™1: y - VY-

| r
\

Définition 9 (Composition)
Soient f: £ — F et g: F — G deux applications. La composée de f et g est 'application

goft EG,  ze g(f(@)).

Proposition 10 (Composition et injectivité/surjectivité)

Soient f: E— F et g: F — G.
(i) Sigo f est injective, alors f est injective.
(ii) Si go f est surjective, alors g est surjective.

(iii) g o f est bijective si et seulement si f est injective et g est surjective et Im f = F
(c’est-a-dire f bijective et g bijective).

\.

Démonstration. (i) Supposons g o f injective. Soient x,,z, € E tels que f(zy) = f(z,). Alors
9(f (1) = 9(f (), donc (go f)(w1) = (g o f)(), A0 , = i, par injeckivité de go f.

(7i) Supposons g o f surjective. Soit z € G. 1l existe x € E tel que g(f(z)) = z. En posant
y = f(z) € F, on obtient g(y) = z, donc g est surjective.

Le point (iii) se déduit des deux premiers (exercice). O

1.3 Relations

Définition 11 (Relation binaire)

Une relation binaire sur un ensemble F est un sous-ensemble X C F x E. On note x Ry
pour (z,y) € R.

1.3.1 Relations d’équivalence

Définition 12 (Relation d’équivalence)

Une relation ~ sur F est une relation d’équivalence si elle vérifie :
(i) Réflexivité : Vo € E, z ~ x.
(ii) Symétrie : Vz,y€e E, z~y = y~ .

(iii) Transitivité : Vz,y,z€ E, (zr~yety~z) = =~ 2.
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La classe d’équivalence de x est T := {y € E | y ~ x }. L’ensemble quotient est E/~ :=
{z|zeE}.

Exemple 13 (Congruence modulo n)

Sur Z, la relation définie par
a=b (modn) < n|(a—0>)

est une relation d’équivalence. L’ensemble quotient est Z/nZ = {(_),1,... , N — 1}, I'en-
semble des classes de congruence modulo n. Par exemple, pour n = 3 :

0={.,-6,-3,0,36,..}, 1={.,-5-2147.}, 2={.,-4,-1,2538,..}.

1.3.2 Relations d’ordre

Définition 14 (Relation d’ordre)
Une relation < sur E est une relation d’ordre si elle vérifie :
(i) Réflexivité : Vo € E, z < x.
(ii) Antisymétrie : Vz,y € E, (z<yety<z) = z=uy.
(iii) Transitivité : Vz,y,z € E, (z<yety<z) = z <z

L’ordre est total si Va,y € E,on ax <y ouy < x;sinon il est partiel.

Exemple 15 (Ordres classiques)

| r

(a) L’ordre usuel < sur R est un ordre total.

(b) L’inclusion C sur P(FE) est un ordre partiel (deés que |E| > 2, il existe des parties
incomparables).

(c) La divisibilité a | b sur N* est un ordre partiel.

1.4 Structures algébriques
Cette section introduit les trois structures fondamentales — groupe, anneau, corps — en

insistant sur les axiomes et les exemples concrets. En algebre linéaire, le corps de base (souvent
R ou C) joue un role central; il est donc essentiel d’en comprendre les propriétés.

1.4.1 Groupes

Définition 16 (Loi de composition interne)

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application x: £ x F — E. On
note x x y 'image du couple (z,y).




1.4. Structures algébriques

Définition 17 (Groupe)

Un groupe est un couple (G, *) ot G est un ensemble non vide et * est une loi de compo-
sition interne sur GG vérifiant :

(G1) Associativité : Va,b,c € G, (axb)xc=ax (b*c).
(G2) Elément neutre : de € G, Va € G, axe=exa=a.
(G3) Symétrique : Va € G, 3a’ € G, axad' =d xa=e.
Le groupe est dit abélien (ou commutatif) si de plus :

(G4) Commutativité : Va,b € G, axb=bx*a.

Exemple 18 (Groupes classiques)

(a) (Z,+) est un groupe abélien, d’élément neutre 0. Le symétrique de a est —a.

(b) (Q*, x) est un groupe abélien, d’élément neutre 1. Le symétrique de a # 0 est 1/a.

(c) (6,,,0), le groupe des permutations de {1,...,n}, est un groupe non abélien des que
n > 3, d’ordre n!.

(d) (GL,,(R), x), le groupe des matrices inversibles n x n a coefficients réels, est un
groupe non abélien dés que n > 2.

Proposition 19 (Unicité du neutre et des symétriques)

Dans un groupe (G, x) :

(i) ’élément neutre est unique;

(ii) pour tout a € G, le symétrique de a est unique.

\. J

Démonstration. (i) Soient e et e’ deux éléments neutres. Alors e = e x ¢’ = €', puisque €’ est
neutre a droite et e est neutre a gauche.

(it) Soient a’ et a” deux symétriques de a. Alors '’ =a’ xe =a’"x (a*a”) = (a’ xa) * a”
exa” =a”

oo

1.4.2 Anneaux

Définition 20 (Anneau)

Un anneau est un triplet (A, +, X) ol A est un ensemble muni de deux lois de composition
internes vérifiant :

(A1) (A,+) est un groupe abélien (de neutre 0,).

(A2) Associativité de x : Va,b,c€ A, (axb) xc=ax(bxc).
(A3) Elément unité : 31, € A, Vac€ A, 1, xa=ax1, =a.
(A4) Distributivité : Va,b,c € A,

ax((b+c)=axb+axc et (a+b)xc=axc+bxec.
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e

l L’anneau est commutatif si de plus a X b = b X a pour tous a,b € A.

Certains auteurs n’exigent pas l’existence d’un élément unité; on parle alors d’anneau
unitaire lorsque 14 existe. Dans ce cours, tous nos anneaux seront unitaires.

Exemple 22 (Anneaux classiques)
(a) (Z,+, x) est un anneau commutatif.
(

(¢) (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.

)

b) (M, (R),+, x) est un anneau non commutatif pour n > 2.
)

) ?

d

anneau des polyndémes R[X] est un anneau commutatif.

1.4.3 Corps

Définition 23 (Corps)

Un corps est un triplet (K, +, x) tel que :

(C1) (K,+, x) est un anneau commutatif.

(C2) K possede au moins deux éléments : 0y # 1y.

(C3) Inverse multiplicatif : Va € K\ {0y}, Ja ' €K, axa! =1.

Autrement dit, (K\ {0y}, X) est un groupe abélien.

Dans ce cours, la lettre K désignera toujours un corps, le plus souvent R ou C. Tous les
espaces vectoriels, toutes les matrices, toutes les applications linéaires seront définis sur
un corps K. La compréhension des axiomes de corps est donc indispensable.

1.5 Les axiomes de corps en détail

Récapitulons de maniére systématique. Un corps (K, +, x) satisfait les axiomes suivants, pour
tous a,b,c € K :



1.5. Les axiomes de corps en détail

Axiome Addition Multiplication

Associativité (a+b)+c=a+(b+c) (axb)xc=ax(bxc)

Commutativité a+b=0b+a axb=bxa
Elément neutre a+0=a axl=a
Inverse a+(—a)=0 axalt=1 (a#0)

Distributivité  ax (b+c¢)=axb+axc
Non-trivialité ~— 0#1

Proposition 25 (Propriétés élémentaires d’un corps)

Dans un corps (K, +, x) :
(i) VaeK, 0xa=0.
(ii) Va,b e K, (—a) xb=—(a xb) =ax (=b).

(iii) Va,b € K, axb=0 = a=0oub=0 (intégrité).

Démonstration. (i) Ona 0xa = (0+0) xa=0xa+0 x a. En ajoutant —(0 x a) des deux
cOtés, on obtient 0 = 0 X a.

(ii)) Onaa x b+ (—a) xb=(a+ (—a)) xb=0xb=0, donc (—a) x b =—(a x b).

(iii) Supposons a # 0. Alors a™! existe, et b =1 xb = (a7t xa) xb=a?!x (axb) =
a”'x0=0. O

1.5.1 Le corps R des nombres réels

Exemple 26 (Le corps R)

L’ensemble R des nombres réels, muni de ’addition et de la multiplication usuelles, forme
un corps. C’est le corps le plus familier ; il possede en outre une structure d’ordre compa-
tible : pour tous a, b, c € R,

a<b = a+c<b+ec, (a<betc>0) = ac<bec.

On dit que R est un corps ordonné. De plus, R vérifie I’axiome de la borne supérieure :
toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure. Cette propriété le
distingue de Q et sera cruciale en analyse.

1.5.2 Le corps C des nombres complexes
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Définition 27 (Nombres complexes)

L’ensemble des nombres complexes est
C:={a+bi|la,beR},

ol i est un symbole vérifiant 2 = —1. Les opérations sont :

(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+ d)i,
(a+bi) x (¢ +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

| r

Exemple 28 (Inverse dans C)

Soit z =2+ 3i € C, z # 0. Son inverse est
L1 2-3  2-3i 2 3.

z = - — 1.

T 2+43i (2+3i)(2—3i) 4+9 13 13

On utilise la formule générale : si z = a + bi # 0, alors 271 = :Q;flf;.

Contrairement & R, le corps C ne peut pas étre muni d’un ordre total compatible avec
les opérations. En revanche, C est algébriguement clos : tout polynéme non constant
a coefficients complexes admet au moins une racine dans C. Ce résultat fondamental,
le théoréme de d’Alembert—-Gauss, sera au coeur de la théorie spectrale (chapitre 1 et
chapitres ultérieurs).

1.5.3 Les corps finis [,
Définition 30 (Corps fini [))

Soit p un nombre premier. Le corps fini [, est 'ensemble 7 /pZ = {(_), 1,..,p— 1} muni
de I'addition et de la multiplication modulo p.

Proposition 31 (Z/pZ est un corps si et seulement si p est premier)

| r

L’anneau (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

. J

Démonstration. _(:>) Si n n’est pas premier, écrivons n = ab avec 1 < a,b < n. Alors a # 0 et
b # 0, mais a X b = ab = 0. L’anneau possede des diviseurs de zéro, donc n’est pas un corps.
(«) Sip est premier, soit a € Z/pZ avec a # 0, c’est-a-dire p { a. Par le théoréme de Bézout,

il existe u,v € Z tels que au 4+ pv =1, d’ou a x u = 1. Ainsi a est inversible.

O

Exemple 32 (Tables d’opérations de [3)

Dans F3 = {0,1,2} :

+]0 1 2 x [0 1 2
0[0 1 2 00 0 0
11 20 10 1 2
2|2 0 1 2|0 2 1




1.6. Techniques de démonstration

On vérifie que 17! =1et 271 =2 (car 2x 2 =4 =1 (mod 3)).

Exemple 33 (Le corps [;)

Dans [ = {0,1,2,3,4}, calculons les inverses multiplicatifs :

171=1, 271=3 2x3=6=1), 31=2, 41=4 (4x4=16=1).

On peut faire de Ialgebre linéaire sur [ : par exemple, résoudre un systeme d’équations
linéaires a coeflicients dans [ 5.

Remarque 34 (Caractéristique d’un corps)

La caractéristique d’'un corps K, notée car(K), est le plus petit entier p > 0 tel que
1 + -+ 1 = Oy, ou 0 si un tel entier n’existe pas. On a car(R) = car(C) = car(Q) =0
~——

p
et car(F,,) = p. Lorsque car(K) > 0, elle est nécessairement un nombre premier.

1.6 Techniques de démonstration

Les démonstrations sont le coeur des mathématiques. Dans ce cours, nous rédigerons des
preuves completes et nous attendons du lecteur qu’il en fasse autant dans les exercices. Rappelons
les techniques les plus courantes.

1.6.1 Preuve directe

Remarque 35 (Méthode)

Pour montrer P = @, on suppose P vraie et on en déduit () par une chaine d’implica-
tions logiques.

Exemple 36 (Preuve directe)

Enoncé. Si n est pair, alors n? est pair.
Preuve. Supposons n pair : il existe k € Z tel que n = 2k. Alors n? = (2k)? = 4k? =
2(2k?). Comme 2k? € Z, on a que n? est pair.

1.6.2 Preuve par contraposée

Remarque 37 (Méthode)

L’implication P = (@ est logiquement équivalente & sa contraposée =) — —P. On
peut donc montrer P —> (@ en supposant —() et en déduisant —P.

Exemple 38 (Preuve par contraposée)

Enoncé. Si n? est impair, alors n est impair.
Preuve (par contraposée). On montre : si n est pair, alors n? est pair. Or c’est exac-
tement le résultat de I'exemple 36. ([
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1.6.3 Preuve par ’absurde

Remarque 39 (Méthode)

Pour montrer une proposition P, on suppose —P et on en déduit une contradiction. On
conclut alors que P est vraie.

Exemple 40 (/2 est irrationnel)

Enoncé. v2 ¢ Q.

Preuve. Supposons par absurde que v2 € Q. Il existe alors p,q € Z, ¢ # 0, avec
pged(p, ¢) = 1, tels que v/2 = p/q. En élevant au carré : 2¢°> = p2. Donc p? est pair, ce
qui implique que p est pair (par contraposée du fait que le carré d’un impair est impair).
Ecrivons p = 2k. Alors 2¢2 = 4k2, soit ¢2 = 2k2. Ainsi ¢ est pair. Mais alors p et ¢ sont
tous deux pairs, ce qui contredit pged(p, q) = 1.

1.6.4 Raisonnement par récurrence

Remarque 41 (Méthode)

Pour montrer qu’une propriété P(n) est vraie pour tout n > ny :
(1) Initialisation : Vérifier que P(n,) est vraie.
(2) Hérédité : Montrer que pour tout n > ny, P(n) = P(n+1).

On conclut par le principe de récurrence que P(n) est vraie pour tout n > n,.

Exemple 42 (Somme des entiers)

. X - n(n+1)
Enoncé. Pour tout n > 1, Z k= —gq
k=1

Preuve par récurrencel.
ono . . . . _ _ 12
Initialisation (n =1) : >, k=1= 7.
Hérédité. Supposons la formule vraie au rang n > 1. Alors

n+1

;k= ;k +(n+1) = (”2 b (n2 ) _(n )2(71 )

=n(n+1)/2

ce qui est la formule au rang n + 1.

Remarque 43 (Récurrence forte)

Dans la récurrence forte (ou compléte), 'hypotheése de récurrence porte sur tous les rangs
précédents : on suppose P(ng), P(ng+1), ..., P(n) pour en déduire P(n+1). Cette variante
est parfois indispensable (par exemple pour la factorisation en nombres premiers).

10



1.7. Exercices

1.7 Exercices

Exercice 44 ( Opérations ensemblistes)

Soient A ={1,2,3,4,5}, B={3,4,5,6,7} et E ={1,2,...,10}. Déterminer :
(a) AUB, ANB, A\ B, B\ A;
(b) A¢, B¢, (AUB)¢, (AN B)°;

(c) Vérifier les lois de De Morgan (proposition 4) sur cet exemple.

Exercice 45 ( Injectivité et surjectivité)

Pour chacune des applications suivantes, dire si elle est injective, surjective, bijective.
Justifier.

f:Z—>27,n 2n.

(a
(b

g:Z—=2Z,ni—n+3.
h:R—R, z+ 23— 2.

(c

(d) : R=>R,, ze”.

Exercice 46 ( Tables de [-)

(a) Construire la table de multiplication de % = {1,2,3,4,5,6}.

)
)
)
)

(b) En déduire l'inverse de chaque élément non nul.

(¢) Résoudre I'équation 3z + 5 = 2 dans [.

Exercice 47 ( Composition de bijections)

Soient f: E — F et g: F — G deux bijections. Montrer que go f est une bijection et que
(gof)t=flog

Exercice 48 ( Sous-groupes de (Z,+))

Montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont exactement les ensembles de la forme nZ :=
{nk|keZ}, pour n € N.
Indication : utiliser la division euclidienne.

Exercice 49 ( Récurrence — inégalité de Bernoulli)

Montrer par récurrence que pour tout z > —1 et tout n € N :

(14+2)" > 1+ na.

11
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Exercice 50 ( Corps fini [, et parité)

Dans le corps F, = {0,1},ona 1+1=0.
(a) Ecrire les tables d’addition et de multiplication de F,.

(b) Résoudre le systéme linéaire suivant sur [, :

rT+y+z=1,
r+2=0,
y+z=1

(c) Interpréter la résolution en termes de parité.

Exercice 51 ( Q(v/2) est un corps)
Soit Q(v2) := {a+b\/§|a,b€ Q}

(a) Montrer que Q(v/2) est stable par addition et multiplication.

(b) Montrer que tout élément non nul de Q(v/2) admet un inverse dans Q(v/2).

Indication : montrer que si a + byv/2 # 0 avec a,b € Q, alors a® — 2b% # 0, puis
conjuguer.

(¢) En déduire que (Q(v/2), +, x) est un corps. Quelle est sa caractéristique ?

| '

Exercice 52 (  Automorphismes de groupes)

Soit (G, *) un groupe. Un automorphisme de G est une bijection ¢: G — G telle que
plaxb) = @(a)* p(b) pour tous a,b € G.

(a) Montrer que ’ensemble Aut(G) des automorphismes de G, muni de la composition,
est un groupe.

(b) Déterminer Aut(Z/nZ,+) pour n = 2,3,4.

Résumé du chapitre

Ce qu’il faut retenir.

1. Ensembles. Maitriser les opérations U, N, \, x, P(FE), ainsi que les lois de De Morgan.

2. Applications. Savoir caractériser injectivité, surjectivité et bijectivité. Savoir composer
des applications et utiliser les propriétés de la composition.

3. Relations. Distinguer relation d’équivalence (classes, quotient) et relation d’ordre (to-
tal ou partiel).

4. Structures algébriques.

e Groupe : un ensemble avec une loi associative, un neutre et des symétriques.

12



1.7. FEzxercices

o Anneau : deux lois (addition formant un groupe abélien, multiplication associative
avec unité, distributivité).

e (Corps : un anneau commutatif ou tout élément non nul est inversible.

5. Exemples de corps. Q, R, C (caractéristique 0), F,, pour p premier (caractéristique p).
En algebre linéaire, K désigne le corps de base.

6. Techniques de démonstration.

e Preuve directe : supposer P, déduire Q).
o Contraposée : montrer =) — —P.
o Absurde : supposer —P, obtenir une contradiction.

o Récurrence : initialisation + hérédité.

13
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Chapitre 2

Espaces vectoriels et sous-espaces

Introduction

L’algebre linéaire est née de I’étude des vecteurs du plan et de I'espace. Dans R?, un vecteur
v = (x,y) peut étre additionné & un autre vecteur et multiplié par un scalaire réel, et ces
deux opérations satisfont des régles naturelles : 'addition est commutative et associative, la
multiplication par un scalaire se distribue sur les sommes, etc. Les mémes regles s’appliquent
dans R3.

Mais ces opérations ne sont pas I’apanage de la géométrie. Les matrices, les polynomes, les
fonctions continues, les suites réelles — tous ces objets peuvent étre additionnés entre eux et
multipliés par un scalaire, et les mémes regles algébriques sont satisfaites. L’idée fondamentale
de lalgebre linéaire est de dégager un cadre abstrait — celui d’espace vectoriel — qui unifie tous
ces exemples et permet de les étudier avec les mémes outils.

Ce chapitre constitue le fondement sur lequel repose ’ensemble du cours. Nous y définissons
les espaces vectoriels et leurs sous-espaces, puis nous développons les notions de famille libre,
famille génératrice, base et dimension. Ces concepts sont indispensables pour tout ce qui suit :
applications linéaires, matrices, déterminants, valeurs propres.

Y u+v

Fig. 2.1 : Combinaison linéaire de deux vecteurs dans R2.

2.1 Espace vectoriel sur un corps

2.1.1 Définition axiomatique

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps (voir section 1.4.3). Les éléments de K sont appelés
scalaires. En pratique, le lecteur pourra penser & K =R ou K = C.

15
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Définition 1 (Espace vectoriel)

Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est un triplet (E,+,:) ou E est un
ensemble non vide, +: ExE — FE est une loi de composition interne (1'addition vectorielle)
et -: K x E — E est une loi de composition externe (la multiplication par un scalaire),
satisfaisant les axiomes suivants :

Axiomes d’addition.
(EV1) Associativité : Vu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w).
(EV2) Commutativité : Vu,v € E, u+v=1v+u.
(EV3) Elément neutre : 30 € B, Vu € F, u+0 = u.
(EV4) Opposé : Vu e E, 3(—u) € E, u+ (—u) = 0.
Autrement dit, (E, +) est un groupe abélien.

Axiomes de multiplication scalaire.
(EV5) Compatibilité : Va,f € K, Vu e E, a- (S u) = (af) - u.
(EV6) Elément unité : Vu e E, 1 - u = u.
(EV7) Distributivité (scalaire) : Va € K, Vu,v e E, a- (u+v) =a-u+a-v.

(EV8) Distributivité (vecteur) : Vo, €K, Vu e E, (a+f) - u=a-u+f-u.

Les éléments de E sont appelés vecteurs.

On omet généralement le point - et on écrit au au lieu de « - u. La multiplication scalaire
n’est pas une loi de composition interne : elle prend un scalaire dans K et un vecteur dans
E, et renvoie un vecteur dans F.

Proposition 3 (Propriétés immédiates)

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tous a € Ket u € F :

Démonstration. (i) On a 0y -u = (0g + Oy) - u = Oy - u+ O - u par (EV8). En ajoutant I’opposé
de Oy - u des deux cotés, on obtient 0 = O - u.

(i) Onaa-0=a-(0+0)=a-0+ «a-0 par (EVT7), dott 0 = - 0 en simplifiant.

(7ii) On calcule u+ (—1y) -u = 1y -u+ (—1y) -u = (1x + (—1y)) -u = Oy - w = 0 par (i). Donc
(—1y) - u est Popposé de wu.

(iv) Supposons a # 0y. Alors a™! existe dans K, et u= 1y -u= (o tla) - u=a' " (a-u) =
a~!-0=0 par (ii). O

1

16



2.1. FEspace vectoriel sur un corps

2.1.2 Exemples fondamentaux

Exemple 4 (L’espace K")

L’ensemble des n-uplets
K" = {(‘Tla'--?mn) | Ly € [K}

muni de I'addition composante par composante
(@155 @) + W15 Up) = (T + Y155 T +4y)
et de la multiplication scalaire
a(xy,...,z,) = (azq, ..., az,)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est 0 = (0, ..., 0). C’est 'exemple le plus fonda-
mental ; pour n = 2 et n = 3, il correspond aux vecteurs du plan et de ’espace.

Exemple 5 (L’espace des matrices M, ,(K))

L’ensemble M, ,(K) des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans K, muni de
l'addition matricielle et de la multiplication par un scalaire, est un K-espace vectoriel. Le
vecteur nul est la matrice nulle 0, .

Exemple 6 (L’espace des polyndmes)

(a) L’ensemble K[X] de tous les polynémes a coefficients dans K, muni de ’addition des
polynomes et de la multiplication par un scalaire, est un K-espace vectoriel.

(b) Pour tout n € N, le sous-ensemble
K,[X] = {P € K[X]|degP <n}U{0}

des polynomes de degré au plus n (incluant le polynéme nul) est un K-espace vec-
toriel.

Exemple 7 (Espaces de fonctions)

Soit X un ensemble non vide. L’ensemble F(X,K) := {f]| f: X — K} de toutes les
fonctions de X dans K, muni des opérations

(f+9)(@) = f@)+g(x),  (af)(z)=af(),

est un K-espace vectoriel. De méme, si K = R, les ensembles suivants sont des R-espaces
vectoriels :

e C°R,R), espace des fonctions continues;
e C*(R,R), I'espace des fonctions k fois dérivables & dérivée k-itme continue;

o C*(R,R), 'espace des fonctions indéfiniment dérivables.
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Exemple 8 (Espace des solutions d’un systéme homogéne)

Soit A € M, ,(K). L’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene AX =0 :

S={Xekr|AX =0}

est un K-espace vectoriel (c’est un sous-espace de KP, comme nous le verrons dans la
section 2.2).

Exemple 9 (L’espace des suites)

L’ensemble KM de toutes les suites (u,,),~ & valeurs dans K, muni de I'addition terme &
terme et de la multiplication scalaire, est un K-espace vectoriel.

L’ensemble N muni de I'addition usuelle n’est pas un espace vectoriel sur R : d’une part,
il n’y a pas d’opposé (—3 ¢ N), et d’autre part, la multiplication scalaire par un réel ne
reste pas dans N (5 -3 =3 ¢ N).

2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 11 (Sous-espace vectoriel)

Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F' C FE est un sous-espace vectoriel de E (en
abrégé : s.e.v.) si F', muni des opérations induites par E, est lui-méme un K-espace vec-
toriel.

La vérification directe de tous les axiomes est lourde. Le théoréme suivant fournit un critere
simple et efficace.

Théoréme 12 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)

Soit F un K-espace vectoriel et F' C E. Alors F' est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

(i) F # 0 (ou, de maniére équivalente, 0 € F);
(ii) Yu,v € F, u+v € F (stabilité par addition);
(iii) Ya € K, Yu € F, au € F (stabilité par multiplication scalaire).

De maniére équivalente, les conditions (ii) et (iii) peuvent étre remplacées par la condition
unique :

(ii") Vo, B €K, Yu,v € F, au+ fv € F (stabilité par combinaison linéaire).

\

Démonstration. (=) Si F' est un s.e.v. de E, alors F' contient son vecteur nul, qui doit étre 0
(car 0 = 0y - u = Op pour tout u € F'). Les propriétés (ii) et (iii) découlent du fait que + et -
sont des lois sur F.

(<) Supposons (i), (ii), (iii). Puisque F # 0, il existe u € F. Par (iii), Oy -u = 0 € F. Par
(iii), (—1y) - v = —u € F pour tout u € F, donc tout vecteur de F' admet un opposé dans F.
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Par (ii), F' est stable par addition. Les axiomes (EV1)—(EVS8) sont satisfaits dans F' car ils le
sont dans E et F' C E. Ainsi (F',+, ) est un K-espace vectoriel.

L’équivalence entre (ii)+(iii) et (ii’) est immédiate : (ii’) avec o = 8 = 1 donne (ii), et (ii’)
avec = 0 donne (iii) ; réciproquement, si (ii) et (iii) sont vérifiées, alors au € F et v € F' par
(iii), puis au + fv € F par (ii). O

Exemple 13 (Sous-espaces de R?)

Les sous-espaces vectoriels de R? sont :
o {0}, le sous-espace nul (un point);
« les droites vectorielles passant par 'origine ;
¢ les plans vectoriels passant par ’origine ;
e R3 lui-méme.

Par exemple, D = {¢(1,2,3)|t€ R} est une droite vectorielle, et P =
{(z,y,2) e R? | z+y+2z=0} est un plan vectoriel.

Veot(1,1,1)

T+ =
1

Fig. 2.2 : Un plan vectoriel et une droite vectorielle dans R3.

Exemple 14 (Sous-espaces de K[X])

Soit n € N. L’ensemble K, [X] des polynémes de degré < n est un sous-espace vectoriel
de K[X] :

« 0=0¢K,[X];
o sidegP <netdegQ <mn, alors deg(P + Q) < n;
o si deg P < n, alors deg(aP) < n pour tout a € K.

En revanche, { P € K[X] | deg P =n} n’est pas un sous-espace : il ne contient pas le
polynéme nul, et n’est pas stable par addition (la somme de deux polynomes de degré n
peut avoir un degré inférieur).

Exemple 15 (Noyau d’une application linéaire)

Nous verrons au chapitre 2 que le noyau et I'image d’une application linéaire sont des
sous-espaces vectoriels. Pour I'instant, vérifions-le dans un cas particulier : soit ¢: R?> — R
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Algeébre Linéaire

définie par p(z,y,2) = 2x — y + 3z. Alors
Kergoz{(x,y,z) cR3 | 2:1:—y+3zz()}

est un sous-espace vectoriel de R? (c’est le plan d’équation 2z — y + 3z = 0). En effet,
0 € Kergp, et si u,v € Kerp et a € R, alors p(au +v) = ap(u) + ¢(v) = 0, donc
au+v € Ker p.

Proposition 16 (Propriétés élémentaires des sous-espaces)

Soit E' un K-espace vectoriel.

(i) {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (appelés sous-espaces triviaur).
(ii) Tout sous-espace vectoriel F' de E contient 0.

(iii) Si F est un s.e.v. de E et G est un s.e.v. de F, alors G est un s.e.v. de E.

\. J

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont immédiats d’apres le théoreme 12. Pour (iii), G est
non vide et stable par combinaison linéaire dans F', donc aussi dans E puisque les opérations
sont les mémes. O

2.3 Intersection et somme de sous-espaces

2.3.1 Intersection

Proposition 17 (Intersection de sous-espaces)

Soit E un K-espace vectoriel et (F});.; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors

l'intersection m F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

Démonstration. Posons F' = (1), _, F;. Puisque 0 € F; pour tout i € I, on a 0 € I, donc F' # 0.
Soient u,v € F et a, f € K. Pour tout i € I, u,v € F;, donc au + v € F; (car F; est un s.e.v.).
Ainsi au 4+ pv € F. Par le théoréme 12, F est un s.e.v. de E. O

En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vecto-
riel. Par exemple, dans R?, soient F = {(¢,0) |t € R} (Paxe des abscisses) et G =
{(0,t) |t e R} (Paxe des ordonnées). Alors (1,0) € FUG et (0,1) € F U G, mais
(1,0)+(0,1) =(1,1) ¢ FUG.

2.3.2 Somme de sous-espaces

Définition 19 (Somme de sous-espaces)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. La somme de F et
G est ’ensemble
F+G={u+v|jueF,veG}.
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2.4. Somme directe et sous-espaces supplémentaires

Plus généralement, si F\, ..., F, sont des sous-espaces de E,

Fi++4+F ={u ++u,|u €F,}.

\

Proposition 20 (La somme est un sous-espace)

F + G est un sous-espace vectoriel de E. De plus, c’est le plus petit sous-espace de E
contenant a la fois F et G.

Démonstration. F + G est un s.e.v. Le vecteur 0 = 0+ 0 € F + G, donc F + G # (). Soient
w; =u; +v; et wy = uy + v, dans F + G (avec u; € F, v; € G) et o, f € K. Alors

ow; + Bwy = (auy + Puy) + (avy + Buy) € F+G.
EF eG
Minimalité. On a F C F + G (car tout u € F s'écrit u=u+0) et G C F+ G. Si H est un

s.e.v. contenant F' et GG, alors pour tout u € F et v € G, on a u,v € H, donc u+v € H, d’ou
F+GCH. O

2.4 Somme directe et sous-espaces supplémentaires

Définition 21 (Somme directe (interne))

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F + G est directe
si tout vecteur w € F + G s’écrit de maniere unique sous la forme w = u + v avec u € F
et v € G. On note alors F & G.

Théoréme 22 (Caractérisation de la somme directe)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) La somme F' + G est directe.
(ii) F NG ={0}.

(iii) Pour tous u € F' et ve G, si u+v =0, alors u =0 et v = 0.

.

Démonstration. (i)=(ii). Soit w € F'NG. Alors w sécrit w = w+ 0 (avec w € F, 0 € G) et
w=0+w (avec 0 € F, w € G). Par unicité de la décomposition, w = 0.

(ii)=(iit). Siu+v=0avecu € F, v € G, alors u = —v € G. Donc u € F NG = {0}, d’ou
u=0etv=0.

(7ii)=>(i). Supposons w = u; +v; = uy+v, avec u; € F, v, € G. Alors (u; —ug)+(v;—vy) =0
avec u; — uy € F' et vy —vy € G. Par hypothese, u; —uy = 0 et v; — vy = 0, donc u; = uy et
v; = V5. La décomposition est unique. (]

Définition 23 (Sous-espaces supplémentaires)

Deux sous-espaces F' et G de F sont dits supplémentaires (dans F) si E = F @ G, c’est-
a~dire si :
E=F+G et FNnG={0}.

On dit aussi que G est un supplémentaire de F' dans E.
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Exemple 24 (Supplémentaires dans R?)

Soient F' = {(z,y,0) |z,y € R} (le plan z = 0) et G = {(0,0,z2) | z € R} (Paxe Oz).
Alors R?* = F®G : tout (z,vy,2) € R? s’écrit de manieére unique comme (z,y, 0) + (0,0, 2),
et FNG ={(0,0,0)}.

Un sous-espace admet en général plusieurs supplémentaires. Par exemple, dans R?, la
droite F' = Vect((1,0)) admet pour supplémentaire toute droite G = Vect((a,b)) avec

b+ 0.

La notion de somme directe se généralise a un nombre fini quelconque de sous-espaces.

Définition 26 (Somme directe de plusieurs sous-espaces)

Soient F1, ..., F, des sous-espaces de E. On dit que la somme F) +---+ F,. est directe, et on
note F; @---@ F,, si tout vecteur w € F) +---+ F,. s’écrit de maniere unique w = u; +---+u,
avec u; € Fj.

Proposition 27 (Caractérisation de la somme directe multiple)

La somme F} + -+ + F, est directe si et seulement si pour tout j € {1,...,r} :

Fyn(Fy 4+ Fp oy + F + -+ F,) ={0}.

De maniere équivalente, si u + --- +u, = 0 avec u; € F}, alors u; = -+ = u,. = 0.

Démonstration. La preuve suit le méme schéma que celle du théoréme 22. Montrons 1’équivalence
avec la condition sur 'unicité.

(=) Siu;+-+u, = 0avec u; € F;, on a aussi 0+---4+0 = 0. Par unicité de la décomposition,
u; = 0 pour tout <.

(<) Siug+ -+ u, =uj + - +u, avec u;,u;, € F;, alors (uy —uj) + -+ (u, —u.) = 0 avec
u; —u, € F;. Par hypothese, u;, — u, = 0 pour tout i, soit u; = u;. O

2.5 Combinaisons linéaires et sous-espace engendré

Définition 28 (Combinaison linéaire)

Soit E un K-espace vectoriel. Soient vy, ...,v, € E et oy, ..., a,, € K. Le vecteur
n
W= V] + QaUy + -+ + 0, = E ,;v;
i=1

est appelé combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v,, a coefficients o, ..., a,,.

Définition 29 (Sous-espace engendré)

Soit S C E une partie (éventuellement infinie). Le sous-espace engendré par S, noté

22



2.6. Familles libres

Vect(S), est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant S. De maniére équivalente :
Vect(S) = {ajv; ++a,v, [ neEN, v, €S, a; EK}.

Par convention, Vect()) = {0}.
Si S = {vy,...,v,} est finie, on note Vect(vy,...,v,,).

Proposition 30 (Vect(S) est l’intersection de tous les sous-espaces contenant

S)

Pour toute partie S C F :

Démonstration. Notons V l'intersection du membre droit. Par la proposition 17, V' est un s.e.v.
de E, et S CV (car S C F pour chaque F' dans U'intersection). Donc V est un s.e.v. contenant
S. Par définition, Vect(S) C V (car Vect(S) est le plus petit tel s.e.v.).

Inversement, Vect(S) est un s.e.v. contenant S, donc il apparait parmi les F' de 'intersection,
d’ou V' C Vect(95). O

Exemple 31 (Sous-espace engendré dans R?)

Soient v; = (1,0, 1) et v, = (0,1, —1). Alors

Vect(vy,vy) = {a(1,0,1) + 8(0,1,—1) | o, BER} = { (e, B,a— B) | ¢, € R} .

C’est un plan passant par l'origine dans R?, d’équation x —y — z = 0 (on vérifie que

a—pf—(a—=p)=0).

Définition 32 (Famille génératrice)

Soit E un K-espace vectoriel. Une famille (v;),.; de vecteurs de E est dite génératrice de
E si Vect((v;),e1) = E, c’est-a-dire si tout vecteur de E est combinaison linéaire de la
famille.

Exemple 33 (Famille génératrice de R?)

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est génératrice de R® : tout (z,y,2) € R3 s’écrit
x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1). La famille ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) est également géné-
ratrice (le vérifier en exercice).

2.6 Familles libres
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Définition 34 (Famille libre (linéairement indépendante))

Une famille (vq,...,v,,) de vecteurs de E est dite libre (ou linéairement indépendante) si
la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison triviale :

vy + -+ a,v, =0 = o ==aq, ZO[K'

Une famille qui n’est pas libre est dite liée (ou linéairement dépendante).

La famille (vq,...,v,,) est liée si et seulement s’il existe des scalaires aq, ..., a,, € K, non

tous nuls, tels que a;v; + - + «,,v,, = 0. De maniere équivalente, I'un des vecteurs est
combinaison linéaire des autres.

Proposition 36 (Propriétés des familles libres)
(i
(ii

) La famille vide est libre (par convention).
)
(iii) Toute famille contenant le vecteur nul 0 est liée.
)
)
)

Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

(iv) Toute famille contenant un vecteur en double est liée.

(v

(vi

Une famille (v) réduite & un seul vecteur est libre si et seulement si v # 0.

Une famille (vq,vy) est liée si et seulement si v; et v, sont colinéaires (I'un est
multiple scalaire de 1'autre).

\. y

Démonstration. (i) Par convention, il n’existe pas de combinaison linéaire non triviale de la
famille vide.

(ii) Si une sous-famille admet une relation de dépendance linéaire non triviale, on peut la
compléter en ajoutant des coefficients 0 pour les vecteurs absents, ce qui donne une relation de
dépendance non triviale de la famille entiere, contredisant sa liberté.

(i) Si v; = 0, la relation 0-v; + - +1-v; + -+ 0-v, = 0 est non triviale.

(iv) Si v; = v; avec i # j, la relation avec o; = 1, a; = —1 et les autres coefficients nuls est
non triviale.

(v) av = 0 implique & = 0 ou v = 0. Donc (v) est libre si et seulement si v # 0.

(vi) (vy,vy) est liée ssi il existe (aq,ay) # (0,0) avec ayv; + ayvy = 0. Si oy # 0, alors
vy = —(ay/ay)vy. Siay # 0, alors vy = —(ay /ay)vy. O

Exemple 37 (Famille libre dans R?)

Montrons que & = (e;, ey, €3) avec e = (1,0,0), e, = (0,1,0), e5 = (0,0,1) est libre.
Supposons
al(la an) + a2(0’ 170) + a3<0707 ]-) = (Oa Oa 0)

Alors (o, o, a3) = (0,0,0), d’ou la liberté.

\. J

Exemple 38 (Famille libre de polynémes)

Dans R[X], la famille (1,X,X?, ..., X") est libre : si ag + oy X + - + @, X" = 0 (le
polynéme nul), alors oy = o; = -+ = v, = 0 par identification des coefficients.




2.7. Bases

Théoréme 39 (Caractérisation des familles liées)

La famille (vy, ..., v,
lindaire des précédents : il existe j € {2,...,n} tel que v; € Vect(vy,...,v; ;).

v,,) (n > 2) est liée si et seulement si I'un des vecteurs est combinaison

Démonstration. (<) Immédiat : si v; = Zl azvz, alors Z a;v; —v; = 0 est une relation
non triviale.
(=) Soit ayvy + -+ + a,v,, = 0 une relation non triviale. Soit j le plus grand indice tel que
a; #0.Si j =1, alors a;v; = 0 avec oy # 0, donc v; = 0 € Vect(l), ce qui n’est pas tout & fait
la forme souhaltlee Cependant, si v; = O la famille est liée de maniere triviale. Pour j > 2, on
e

aau;=—) 7 au, dou v —Z ( a;/a;)v; € Vect(vy, ..., v q). O

2.7 Bases

Définition 40 (Base)

Une famille (vy, ...,v,,) de vecteurs d'un K-espace vectoriel E est une base de E si elle est
a la fois libre et génératrice.

Théoréme 41 (Caractérisation d’une base)

Soit B = (vy,...,v,) une famille de vecteurs de E. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) B est une base de E.

(ii) Tout vecteur v € E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de
Vgy ooy Up
v=oqv; + o, Qq, ..., 0, € K uniques.

Démonstration. (i)=(ii). La famille est génératrice : tout v € E s’écrit v = ) a;v;. Supposons
deux décompositions : > a,v; = > B;v;. Alors 3 (a; — B;)v; = 0, et la liberté de B impose
a; — B; = 0 pour tout 7, d’ol 'unicité.

(7i)=(i). L’existence de la décomposition implique que B est génératrice. L’unicité implique
la liberté : si ) . a;v; = 0, c’est la méme décomposition que ). 0-v; = 0, donc ; = 0 pour tout
i. O

Définition 42 (Coordonnées)

Si B = (vyq,...,v,) est une base de F et si v = ayv; +--+ v, les scalaires (ay, ..., a,,) €

rrn

K™ sont les coordonnées (ou composantes) de v dans la base B.

Exemple 43 (Base canonique de K")

La base canonique de K" est & = (eq,...,e,) ou e, = (0,...,0,1,0,...,0) (le 1 est en
position 4). Les coordonnées de v = (x4, ..., x,) dans & sont précisément (x,...,x,).
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Exemple 44 (Base canonique de K, [X])

La base canonique de K,[X] est (1, X, X2 ..., X"). Les coordonnées du polynome P =
ag+a,; X + -+ a, X" sont (ag,a,...,a,).

Exemple 45 (Base de M ,(R))

L’espace M4(R) des matrices 2 x 2 admet pour base canonique :

1 0 01 0 0 0 0
E11:<0 0>aE12:<0 O)’E21:(1 0)»E22:<0 1)-

Les coordonnées de A = (%) sont (a,b, ¢, d).

2.8 Dimension

Le résultat fondamental suivant garantit que toutes les bases d’un espace vectoriel ont le
méme nombre d’éléments.

Lemme 46 (Lemme de Steinitz (lemme d’échange))

Soit E un K-espace vectoriel engendré par une famille (gy,...,9,) de n vecteurs. Soit
(v1, ..., v,) une famille libre de E. Alors :
(i) p <n.

(ii) On peut remplacer p des g; par les v; pour obtenir une famille génératrice de E.

. J

Démonstration. On procede par récurrence sur p.

Initialisation (p = 0) : il n’y a rien & montrer.

Hérédité. Supposons le résultat vrai pour p — 1 vecteurs libres, et soit (vq, ... ,vp) une famille
libre de E. Par hypothese de récurrence appliquée a (vq,...,v, 1), on peut supposer (quitte a
renuméroter) que (vy, ...,V 1,7y, -, 9,) st génératrice de £, et p—1 < n.

Puisque cette famille engendre F, il existe oy, ..., a, 1, B, ..., 3, € K tels que
Up = 01Uy +oe Op 1Up1 + Bpgp + o+ IBngn‘

Affirmons qu’au moins un f3; est non nul. En effet, si tous les §; étaient nuls, on aurait v, =

v + -+ a,_jv, 4, ce qui contredirait la liberté de (vy,...,v,).
Soit j, € {p,...,n} tel que ’Bjo #+ 0. On peut exprimer gj, en fonction de vy, ..., v, et des
autres g; (J # Jjo)- En renumérotant, on suppose j, = p, et on obtient que (vy, ... Vs Gpi1s - v Gn)

engendre E. De plus, p < n (car on a besoin d’au moins un 8, non nul, ce qui requiert n > p). [0

Théoréme 47 (Invariance de la dimension)

Si un K-espace vectoriel E admet une base finie, alors toutes ses bases ont le méme nombre
d’éléments.

Démonstration. Soient B = (vq,...,v,) et B" = (wy,...,w,,) deux bases de E. La famille B’
est libre et B est génératrice, donc m < n par le lemme 46. Inversement, B est libre et B’ est
génératrice, donc n < m. D’ou m = n. |
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Définition 48 (Dimension)

Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.
Le nombre d’éléments de toute base de E s’appelle la dimension de E et se note dimy F
ou simplement dim E.

Par convention, dim {0} = 0.

Théoréme 49 (Existence de bases)

Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base. Plus précisément :

(i) Toute famille génératrice finie contient une base (on peut en extraire une sous-famille
qui est une base).

(ii) Toute famille libre peut étre complétée en une base.

Démonstration. (i) Soit (g, ..., g, ) une famille génératrice de E. Si elle est libre, c’est une base.
Sinon, I'un des g; est combinaison linéaire des autres (par le théoréme 39) ; on peut le retirer et
la famille restante engendre encore E. On itére ce procédé (qui termine car la famille diminue
strictement a chaque étape) jusqu’a obtenir une famille libre, qui est alors une base.

(ii) Soit (vy,...,v,) une famille libre de E, et (g;,...,g,) une famille génératrice de E (qui
existe car E est de dimension finie). On peut, par le procédé d’échange du lemme 46, compléter

(V1 ee s vp) en une famille génératrice en lui adjoignant certains des g;. La famille obtenue est
génératrice ; on en extrait une base par (i) en ne retirant aucun des v, (car ils forment une famille
libre). O

Exemple 50 (Dimensions classiques)

(a) dim K™ = n (base canonique (e, ...,e,)).
(

) y€n

b) dimK,[X]=n+1 (base (1,X,..., X"™)).

(¢) dim M, ([K) =np (base (E;;)1<icn, 1<j<p)-
)

(d) K[X] est de dimension infinie (la famille (1, X, X2, ...) est libre, donc dim K[X] > n

pour tout n).

7
~
’,
.
’,
.
.
1
\

Théoréme 51 (Théoréme de la dimension pour les sous-espaces)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et soit F' un sous-espace vectoriel de
E. Alors :

(i) F est de dimension finie et dim F' < dim E.

(ii) dim F' = dim E si et seulement si F' = E.

Démonstration. (i) Toute famille libre de F' est aussi une famille libre de E, donc a au plus

= dim E éléments (par le lemme 46). Soit (vy,...,v,) une famille libre de F de cardinal
maximal (un tel maximum existe car p < n). Montrons qu’elle engendre F' : si un vecteur w € F'
n’était pas dans Vect(vy, ..., v,), alors (vq, ..., v, w) serait libre dans I’ (car w ¢ Vect(vy, ..., v,)),
ce qui contredirait la maximalité de p. Donc Vect(v,...,v,) = F, et B est une base de F avec

»Yp
dimF =p <n.
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(i) Si dim F' = dim E = n, soit (vy,...,v,,) une base de F. C’est une famille libre de n

r n
vecteurs dans E de dimension n, donc c’est une base de E (par la proposition 52 ci-dessous).

D’ou F = Vect(vy,...,v,) = E. O
Proposition 52 (Critéres de base en dimension n)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit (vy,...,v,) une famille de n vecteurs

de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (vy,...,v,,) est une base de E.
(ii) (vy,...,v,) est libre.

(iii) (vq,...,v,,) est génératrice.

Démonstration. (i)=(ii) et (i)=(iii) sont évidents.

(i)=(i). Soit B’ une base de E (de cardinal n). La famille (vq,...,v,,) est libre et B est
génératrice de cardinal n. Par le lemme 46, on peut remplacer les n vecteurs de B’ par les
v, (puisque p = n) pour obtenir une famille génératrice. Mais cette famille est précisément
(vq,...,v,,), qui est donc & la fois libre et génératrice : c’est une base.

(iii)= (7). Si (vq, ..., v,,) est génératrice, on peut en extraire une base par le théoreme 49 (i).
Cette base a dim E = n éléments. Puisqu’on part de n vecteurs et qu’on ne peut en retirer aucun
(la base extraite a aussi n éléments), la famille de départ est elle-méme une base. (]

2.9 Dimension de la somme — formule de Grassmann

Théoréme 53 (Formule de Grassmann)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un K-espace vectoriel E.
Alors F 4 G est de dimension finie et

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

Démonstration. Posons r = dim(F NG), p=dimF et ¢ = dim G. Soit (wy, ..., w,) une base de
FNG.
Puisque F' N G est un s.e.v. de F, on peut compléter cette famille en une base de F' : soit

(Wq, ..o, Wy Ug, ..., uy) une base de F, avec s =p — .
De méme, soit (wy,...,w,,vq,...,v,) une base de G, avec t = q¢ —r.
Affirmons que B = (Wy, ... , Wy, Uqy ..., Ug, Vq, ..., V) €St une base de F + G.

B est génératrice de F+ G. Tout © € F+ G s’écrit x = f+gavec f € Fet g€ G. Or f est
combinaison linéaire des w; et des u;, et g est combinaison linéaire des w; et des vj. Donc x est
combinaison linéaire des w;, u;, vy.

B est libre. Supposons

i=1

s s t
S vw D e+ v = 0.
=1 k=1

Posons h = ZZ=1 Brv, = — 2;1 YW, — ijl a;u;. Le membre droit appartient a F' (car les w;
et u; sont dans F'). Le membre gauche appartient & G (car les v, sont dans ). Donc h € F'NG.
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Puisque (wy, ..., w,) est une base de F'N G, il existe §;,...,0, € K tels que h = > §,w

=1 "1 1"

D’ou
t T
Z/Bkvk - Z o;w; = 0.
k=1 =1
Puisque (wy, ..., w,,vy,...,v,) est une base de G (donc libre), on en déduit §; =+ =, =0 et
0y =-=9,=0.
Il reste 2;1 vw,; + Zj.:l aju; = 0. Puisque (wy, ..., w,,uy, ..., u,) est une base de F' (donc
libre),onay, = =v,=0et oy =-+=a, =0.

Tous les coefficients sont nuls : B est libre.

Ainsi B est une base de F' + G, et

dm(F+G)=r+s+t=r+(p—r)+(q@—r)=p+qg—r=dmF +dimG—dim(FNG). O

Si FNG = {0} (somme directe), alors dim(F & G) = dim F + dim G.

Démonstration. C’est le cas dim(F N G) = 0 de la formule de Grassmann. O

Soient F un espace de dimension finie n et F' un sous-espace de F de dimension p. Tout
supplémentaire G de F' a pour dimension n — p.

Démonstration. Si E = F @ G, alors n =dimFE =dimF +dimG = p+dimG, d’ou dimG =
n—p. ]

Soient F' et G deux sous-espaces d’un espace FE de dimension finie. Alors £ = F & G si
et seulement si 'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) E=F+GetdimE =dimF +dimG;
(ii) FNG = {0} et dim F = dim F' + dim G.
Démonstration. Dans les deux cas, la formule de Grassmann donne la condition manquante.
(i) Si E = F+G et dim F = dim F' + dim G, la formule de Grassmann donne dim(F NG) =
dim F'+ dim G — dim(F 4+ G) = dim £ — dim E = 0, donc F' NG = {0}.

(i1) St FNG = {0} et dim F' 4+ dim G = dim E, alors dim(F' + G) = dim F + dim G = dim F
par Grassmann, donc F' + G = E par le théoréme 51 (ii). O

2.10 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 57 (Rang d’une famille de vecteurs)

Soit (vy,...,v,) une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Le

rang de cette famille est la dimension du sous-espace engendré :

rg(vy, ..., v,) = dim Vect(vy, ..., v,,).
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Proposition 58 (Propriétés du rang)

Soit (vy, ..., v,) une famille de vecteurs de E.
(i) 0 <rg(vy,...,v,) < min(p,dim E).
(ii) rg(vy, ..., v,) = p si et seulement si la famille est libre.
(iii) rg(vq,...,v,) = dim E si et seulement si la famille est génératrice.
(iv) rg(vy,...,v,) = p = dim E si et seulement si la famille est une base.

Démonstration. (i) Le rang est la dimension de Vect(vy,...,v,), qui est un s.e.v. de E. Donc
rg < dim E. De plus, (vy,...,v,) est une famille génératrice de Vect(vy, ...,v,), donc toute base
extraite a au plus p éléments.

(ii) La famille est libre ssi elle est une base de Vect(vy, ..., v,), ce qui arrive ssi dim Vect(vy, ..., v,) =
.

(iii) La famille est génératrice ssi Vect(vy, ..., v,) = E, soit rg = dim E.

(iv) Combine (ii) et (iii). O

2.11 Applications

2.11.1 Espaces de solutions

Proposition 59 (Dimension de ’espace des solutions)

Soit A € M, ,(K) une matrice de rang r. L’ensemble des solutions du systéme homogene
AX = 0 est un sous-espace vectoriel de KP de dimension p — 7.

Ce résultat fondamental, appelé théoréme du rang, sera démontré au chapitre 2 dans le cadre
général des applications linéaires. Pour l'instant, admettons-le et voyons-en une application.

Exemple 60 (Espace des solutions d’un systéme)

Considérons le systeme homogene sur R :

x4+ 2y—2z=0,
2z + 4y — 22 = 0.

La matrice du systéme est A = (12 1), de rang 1 (la seconde ligne est le double de la
premieére). L’espace des solutions est donc de dimension 3—1 = 2. En résolvant, on trouve
r=—2y+z dou:

S={(2y+2zuy,2) |y z€R}=Vect((—2,1,0), (1,0,1)).

La famille ((—2,1,0),(1,0,1)) est une base de S.
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2.11.2 Espaces de polynomes

Exemple 61 (Polyndémes pairs et impairs)

Soit E = R,[X] (n € N). Posons

F={PeFE|P(-X)=PX)} (polyndmes pairs),
G={PeFE|P(—X)=—-PX)} (polynomes impairs).
Alors F' et GG sont des sous-espaces de F, et £ = F & G.

En effet, F NG = {0} (si P est a la fois pair et impair, P(X) = —P(X) pour tout X,
donc 2P =0, d’ou P = 0 car car(R) = 0). De plus, tout P € E s’écrit

P(X)+ P(—X) P(X)—P(—X)
2 * 2 '
eF G

P(X) =

Sin=2m,onadmF =m+1etdimG =m, dot dimF +dimG = (m+1)+m =
2m+1=n+1=dmFE.Sin=2m+1,onadimF =m+ 1 et dimG = m + 1, dou
dimF +dimG=2m+2=n+1=dimFE.

. J

2.11.3 Somme directe — illustration géométrique

w=u-+v

RR=F®G

Fig. 2.3 : Décomposition d'un vecteur selon deux sous-espaces supplémentaires dans R2.

2.12 Exercices

Exercice 62 ( Vérification des axiomes)
Montrer que ’ensemble F = R? muni des opérations
(xlayl) D (any2) = (xl + T2y Yy + y2)7 a® (xay) = (Oé.’E, ay)

est un R-espace vectoriel. Identifier le vecteur nul et 'opposé de (z,y).

Exercice 63 ( Espace vectoriel ou non ?)

Pour chacun des ensembles suivants, munis des opérations usuelles d’addition et de mul-
tiplication scalaire, dire s’il s’agit d’un R-espace vectoriel. Justifier.
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) Ey={(z,9) eR? |z +y=0}.

) By ={(z,9) eR?* |z +y=1}
(c) Bs={(z,y) eR?*|zy=0}.

)

)

Exercice 64 ( Sous-espace vectoriel)

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de I'espace ambiant
indiqué :

(a) F={(z,y,2) €R®| 2 —2y+ 2 =0} dans R>.
(b) G={A e MyR)|tr(A) =0} dans M,(R).
(c) H={PeRy[X]| P(1) =0} dans Ry[X].

Exercice 65 ( Famille libre ou liée)

| r
\

Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées. Si la famille est liée, exhiber une
relation de dépendance linéaire.

(&) ((
(b) ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,~1)) dans R3.
(c) (1
(d) (

1,2),(3,6)) dans R2.

,14+X,1+ X + X?) dans R,[X].

T

e, e2* e3%) dans CO(R, R).

Exercice 66 ( Base et coordonnées)

(a) Vérifier que B = ((1,1),(1,—1)) est une base de R?.
(b) Exprimer le vecteur v = (3,5) dans la base B (trouver ses coordonnées).

(c) Montrer que B’ = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) est une base de R? et trouver les coor-
données de (2,3,5) dans B’.

Exercice 67 ( Intersection et somme)

Dans R*, soient
F = Veet((1,0,1,0), (0,1,0,1)),
G = Vect((1,1,0,0), (0,0,1,1)).
(a) Déterminer dim F' et dim G.

(b) Déterminer une base de F'NG.

(¢) En déduire dim(F + G) par la formule de Grassmann.
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(d) La somme F + G est-elle directe ?

| r
\

Exercice 68 ( Somme directe de sous-espaces)
Dans R3, soient F' = { (z,y,2) |z +y=0} et G = Vect((1,1,1)).

a) Montrer que F' est un sous-espace de dimension 2 et déterminer une base de F.

(a)
(b) Montrer que F'N G = {0}.
(c) En déduire que R* = F @ G.
)

(d) Décomposer le vecteur (2,3,5) € R® en u +v avecu € F et v € G.

| '

Exercice 69 ( Dimension d’un espace de matrices)
Soit E = M, (R), et soient

$,(R)={AcE|AT=A} (matrices symétriques),
A R)={A€E|AT=—-A} (matrices antisymétriques).

(a) Montrer que §,(R) et A,,(R) sont des sous-espaces de E.
(b) Calculer dim§,,(R) et dim A, (R).
(c) Montrer que E =8, (R) ® 4,,(R).

Exercice 70 ( Sous-espace engendré et rang)
On consideére les vecteurs de R* :
v, =(1,2,1,0), vy,=(1,1,0,1), wv3=(3,52,1), wv,=(0,1,1,—1).
(a) Montrer que (vy, vy, v3,v,) est liée en exhibant une relation de dépendance.
(b) Déterminer le rang de cette famille.

(c) En extraire une base de Vect(vy, vy, v3,v,).

Exercice 71 ( Formule de Grassmann)

| r

Dans R*, soient
F={(z,y,2t) eR? |x+y=0, z—t=0},
G={(z,y,2t) ER* |z —2=0, y+t=0}.
(a) Déterminer des bases de F' et G, et calculer leurs dimensions.
(b) Déterminer une base de F'N G et calculer sa dimension.

)
)

(c) Vérifier la formule de Grassmann.
)

(d) La somme F + G est-elle directe ? Est-elle égale a R*?
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Exercice 72 (  Supplémentaire dans R, [X])

Soient n > 1 et F = {P € R [X]| P(0) = P(1) = 0}.
(a) Montrer que F' est un sous-espace de R, [X] et calculer sa dimension.
(b) Trouver un supplémentaire G de F' dans R,,[X] et en donner une base.

(c) Pour n = 3, décomposer le polynéme P =1+ X + X2+ X% en f+ g avec f € F et
g€ G.

| r
\

Exercice 73 ( Dimension infinie)
(a) Montrer que K[X] est de dimension infinie.

(b) Montrer que I'espace C°(]0, 1], R) des fonctions continues sur [0, 1] est de dimension
infinie.

Indication : montrer que les fonctions 1, z,z2, ... forment une famille libre.

(c) Montrer que I'espace RY des suites réelles est de dimension infinie.

Exercice 74 ( Une somme qui n’est pas directe)

| '

Dans R3, soient F;, = Vect((1,0,0),(0,1,0)), F, = Vect((0,1,0),(0,0,1)) et Fy =
Vect((1,0,0),(0,0,1)).

(
(

a) Montrer que F} + F, + F; = R3.

)
b) Montrer que F; N F; = {0} n’est pas vérifié pour tous i # j.
(c) La somme F; + F,, + Fj est-elle directe ? Justifier.

)

(d) Comparer avec la condition de la proposition 27.

| r
\

Exercice 75 ( Lemme de Steinitz appliqué)
Soit E = R3 et B = (eq, e, €5) la base canonique. Soit v; = (1,1,0), vy = (0,1, 1).
(a) Vérifier que (vy,vy) est libre.

(b) Appliquer le procédé du lemme 46 pour compléter (vy,v,) en une base de R® en
utilisant les vecteurs de B.

(c) Combien de fagons y a-t-il de choisir le troisiéme vecteur parmi {e;,e,,e5} pour
obtenir une base ?

Résumé du chapitre

Ce qu’il faut retenir.

1. Espace vectoriel. Un K-espace vectoriel est un ensemble E muni d’une addition (qui
en fait un groupe abélien) et d’une multiplication par un scalaire de K satisfaisant les
axiomes de compatibilité, d’élément unité et de distributivité.
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10.

11.

Sous-espace vectoriel. F' C F est un s.e.v. ssi F' # () et F est stable par combinaison
linéaire.

. Intersection et somme. L’intersection de sous-espaces est un s.e.v. La somme F + G

est le plus petit s.e.v. contenant F' et . La réunion n’est en général pas un s.e.v.

. Somme directe. F'+ G est directe ssi F NG = {0}. On note F® G. Si E = F &G,

on dit que F' et G sont supplémentaires.

. Famille libre. (ayv; + -+ a,,v, =0) = (a; =0 Vi).

. Famille génératrice. Tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille.

Base. Famille a la fois libre et génératrice. Tout vecteur s’y décompose de maniere
unique (coordonnées). En dimension finie n : famille libre de n vecteurs <= famille
génératrice de n vecteurs <= base.

. Dimension. Nombre d’éléments de toute base (invariant). dim K" = n, dimK, [X] =

n+ 1, dim M, ,(K) = np.

. Formule de Grassmann. dim(F' + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Rang. Le rang d'une famille (v, ...,v,) est dim Vect(vy, ..., v,).
Théoremes-clés.

o Lemme de Steinitz (échange) — une famille libre a au plus autant d’éléments
qu’une famille génératrice.
o Toute famille libre peut étre complétée en une base.

o dim F < dim FE, avec égalité ssi F' = E.
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Chapitre 3

Applications linéaires et matrices

Introduction

L’algebre linéaire est, en un sens, I’étude des applications linéaires : ces transformations qui
respectent la structure d’espace vectoriel. Avant d’en donner la définition formelle, observons
quelques exemples géométriques dans le plan R?.

Considérons les transformations suivantes du plan :

)

xcos@—ysin@)

e larotation d’angle 6 autour de I’origine, qui envoie le vecteur ) sur .
Y xsinf + ycosd

e la réflexion par rapport a ’axe des abscisses, qui envoie (z) sur (_xy) ;

la projection orthogonale sur ’axe des abscisses, qui envoie (f;) sur (g) ;

I’homothétie de rapport A, qui envoie (i) sur (i\\gy:)

Ces quatre transformations partagent deux propriétés remarquables : elles envoient la somme
de deux vecteurs sur la somme des images, et le produit d’'un vecteur par un scalaire sur le
produit du scalaire par I'image. C’est précisément cette double compatibilité qui caractérise les
applications linéaires.

Y Y
fv)
=) v A
\ f(es) fley)
> x > T
€
Vecteurs originaux Rotation de 7/4

Fig. 3.1 : Effet d’une rotation de /4 sur les vecteurs du plan.
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Y Y
v
} f(es)
I € A
> x 5 x
p(v) €1
Projection sur Ox Cisaillement (k= 1)

Fig. 3.2 : Projection orthogonale et cisaillement : deux transformations linéaires.

3.1 Définition d’une application linéaire

Définition 1 (Application linéaire)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f: E — F est dite linéaire si
elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Additivité : Vu,ve E, f(u+v)= f(u)+ f(v).
(ii) Homogénéité : VA € K, Vue E, f(Au) =\ f(u).
De maniere équivalente, f est linéaire si et seulement si :
VA\peK, YuveE, fu+4upv)=X\f(u)+pupf(v).

On note £(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E' dans F. Lorsque E = F, on
parle d’endomorphisme et I'on note End(E) := £(E, E).

On emploie parfois les termes morphisme d’espaces vectoriels, opérateur linéaire (surtout
lorsque E' = F') ou homomorphisme. En anglais, on dit linear map ou linear transforma-
tion.

Proposition 3 (Propriétés élémentaires)
Soit f: E — F une application linéaire. Alors :
(i) f(0g)=0p.
(ii) Vue E, f(—u)=—f(u).

n

(iii) Pour toute combinaison linéaire finie : f (Z )\iui) = Z:.L:l A; f(u,).
=1

Démonstration. (i) On a f(0g) = f(0-0g) =0 f(0g) =0p.
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(i) f(—u) = f((=1) -u) = (=1) - f(u) = —f(u).

(iii) Par récurrence immédiate a partir de 'additivité et de 'homogénéité.

O

Si E est de dimension finie et si B = (e, ..., e,,) est une base de E, alors une application
linéaire f: E — F est entiérement déterminée par les images f(e;),..., f(e, ). En effet,
pour u = Zyzl z;e;,ona f(u) = Z?zl x; f(e;). Réciproquement, la donnée de n vecteurs
quelconques f, ..., f, € F définit une unique application linéaire f € £L(E, F) telle que

f(e;) =£; pour tout i.

3.2 Exemples fondamentaux

Exemple 5 (Rotation dans R?)
Soit Ry: R? — R? la rotation d’angle 6 autour de l'origine. Pour u = (;c), on a

xcosf — ysinf
xsinf +ycosb)

Ry(u) = (

Vérifions la linéarité. Soient u = (ml), v = <x2

) et A € R. Alors :
Y1

Y2
(21 + x4) cost — (y; + yy)sind
(xq + 25)sinf + (y; + yo) cos
Axq cos — Ay, sinf

Az sin @ + Ay, cos 6

Ry(u+v) = = Ry(u) + Ry(v),
( )

Ry(Au) = ( = ARy(u).

Donc R, est un endomorphisme de R

| r
\

Exemple 6 (Projection orthogonale)

La projection orthogonale p: R? — R? sur l'axe des abscisses est définie par p (i) =

g . C’est une application linéaire : on vérifie aisément que p(u + v) = p(u) + p(v) et
p(Au) = Ap(u). De plus, pop = p : c’est un projecteur (ou idempotent).

Exemple 7 (Dérivation)

Soit E' = R,,[X] I'espace des polynémes de degré au plus n a coefficients réels. L’application
dérivation
D: R,[X] = R,_1[X], P P

est linéaire : (P4 Q)" = P'+ Q" et (AP)" = AP’. Son noyau est I’ensemble des polynomes
constants et son image est R, _;[X] tout entier.
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Exemple 8 (Intégration)
L’application

I:¢([0,1,R) = R, f|—>/1f(t)dt
0

est linéaire (par linéarité de l'intégrale de Riemann). Ici, 'espace de départ est de dimen-
sion infinie et ’espace d’arrivée est de dimension 1.

Exemple 9 (Multiplication par une matrice)

| r

Soit A € M, ,,(K) une matrice a m lignes et n colonnes. L’application
fa: K" — K™, x = Ax

est linéaire : A(x +y) = Ax + Ay et A(Ax) = X Ax. Nous verrons que, réciproquement,
toute application linéaire entre espaces de dimension finie peut se représenter par une
telle multiplication matricielle (section 3.8).

Exemple 10 (Trace d’une matrice)

L’application
n
tr: Mn([K)—)IK, A:(a”)l—)zau
=1

est linéaire : tr(A + B) = tr(A) + tr(B) et tr(AA) = A tr(A4).

3.3 Noyau et image

Définition 11 (Noyau)

Soit f: E — F une application linéaire. Le noyau de f est

Kerf:={ueFE| f(u)=0x}.

| r

Définition 12 (Image)
Soit f: E — F une application linéaire. L’image de f est

Imf:={f(u)|ueE}={weF|3uckE, flu=w}.

7

Théoréme 13 (Le noyau et I’image sont des sous-espaces vectoriels)

Soit f: E — F une application linéaire.
(i) Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

(ii) Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration. (i) Le noyau est non vide car f(05) = 0p, donc 0 € Ker f. Soient u, v € Ker f
et A € K. Alors

fla+Av) = fu) + A f(v) =0p +A0p =0p,
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donc u + Av € Ker f. Ainsi Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
(7i) L’image est non vide car 0p = f(0g) € Im f. Soient wy, w, € Im f et A € K. Il existe
u;,u, € E tels que f(u;) = wy et f(uy) = w,. Alors

Wi+ Aw, = f(uy) + A f(uy) = f(u; + Auy) € Im f.

Donc Im f est un sous-espace vectoriel de F. O
E F
4 ) 4 )
Im f
oV f
— T O f(V)
[ ] OF
\/W
- J - J

Fig. 3.3 : Noyau et image d’une application linéaire f: E — F.

Définition 14 (Rang)

Soit f: E — F une application linéaire. Le rang de f est la dimension de son image :

rg(f) = dim(Im f).

Proposition 15 (Image d’une famille génératrice)

Soit f: £ — F linéaire. Si (uy, ..., u,) engendre E, alors (f(uy), ..., f(u,)) engendre Im f.
En particulier, si B = (e, ..., €,,) est une base de E, alors

Im f = Vect(f(ey), ..., f(e,))-

Démonstration. Soit w € Im f. Il existe u € E tel que f(u) = w. Comme (uy, ..., u,) engendre F,
on peut écrire u = Zle ANu;, dou w = f(u) = le N f(u;). O
3.4 Théoreme du rang

Le résultat suivant est I'un des théorémes les plus importants de ’algebre linéaire. Il relie la
dimension de I'espace de départ, celle du noyau et celle de I'image.

Théoréme 16 (Théoréme du rang)

Soit f: E — F une application linéaire avec E de dimension finie. Alors Ker f et Im f
sont de dimension finie et

dim F = dim Ker f + dim Im f = dim Ker f + rg(f).
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Démonstration. Posons n = dim E et r = dim Ker f.

Etape 1. Le noyau Ker f est un sous-espace vectoriel de E (théoreme 13), donc il est de
dimension finie avec r < n. Choisissons une base (uy, ..., u,) de Ker f.

Etape 2. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette base en une
base de F :
B=(uy,...,u,,Vq,...,V,)

our+s=n, cest-a-dire s =n —r.

Etape 3. Montrons que (f(v,),..., f(v,)) est une base de Im f. Cela établira dimIm f =
s =n—r, d’ou le résultat.

FEtape 3a — Famille génératrice. Soit w € Im f. Il existe x € F tel que f(x) = w.
Décomposons x dans la base B :

T S
i=1 =1

Par linéarité de f :

w=fx) =3 o fu)+ B F(vy) =B f(v))

Donc (f(vy),..., f(v,)) engendre Im f.
Etape 3b — Liberté. Supposons que Z;zl B; f(v;) = Op. Par linéarité, cela signifie
f(ijl B; Vj) = 0p, c’est-a-dire 22:1 B;v; € Ker f. Il existe donc des scalaires oy, ..., a, € K

tels que
D Bvi=D o,
j=1 i=1
soit
T S
D (Ca)u+ Y v, =0p
i=1 Jj=1
Comme (ul, ey, Vq,...,V,) est une base de E, tous les coefficients sont nuls : en particulier,
By = =ps= 0 La famllle (f(vy),..., f(vy)) est donc libre.
Conclusion. (f(vy),..., f(v,)) est une base de Im f, ot dimIm f =s=n—r =dim F —
dim Ker f. O

Si dim F = n et dim F' = m, alors pour toute application linéaire f: F — F :

rg(f) < min(n,m).

Démonstration. Onarg(f) =dimIm f < dimF =mcarIm f C F et rg(f) = n—dimKer f < n
car dim Ker f > 0. O

3.5 Injectivité, surjectivité, isomorphismes
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3.5.  Imjectivité, surjectivité, isomorphismes

Proposition 18 (Caractérisation de ’injectivité)

Soit f: E — F une application linéaire. Alors

f est injective <= Ker f = {05} .

Démonstration. (=) Supposons f injective. Soit u € Ker f, alors f(u) = 0p = f(0y). Par
injectivité, u = 0.

(<) Supposons Ker f = {05}. Soient u, v € E tels que f(u) = f(v). Par linéarité, f(u—v) =
0p, doncu—veKerf={0g5}, dontu=v. O

Proposition 19 (Caractérisation de la surjectivité)

Soit f: E — F une application linéaire. Alors
f est surjective <= Im f = F.

En dimension finie, cela équivaut a rg(f) = dim F'.

Définition 20 (Isomorphisme)

Un isomorphisme d’espaces vectoriels est une application linéaire bijective. Si un isomor-
phisme f: E — F existe, on dit que F et F sont isomorphes et 'on note E ~ F (ou
Ex=F).

Théoréme 21 (Bijectivité en dimension finie)

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n, et soit f: £ — F
linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective.
(ii) f est surjective.

(iii) f est bijective (isomorphisme).

\

Démonstration. Posons n = dimE = dim F. Par le théoréme du rang (théoreme 16), n =
dim Ker f + rg(f).

(i)=(iii) : Si f est injective, dimKer f = 0, donc rg(f) = n = dim F', et f est surjective,
donc bijective.

(ii)=(iii) : Si f est surjective, rg(f) = dim F' = n, donc dimKer f = 0, et f est injective,
donc bijective.

(iii)=>(i) et (iii)=-(ii) sont triviales. O

Corollaire 22 (Isomorphisme et dimension)

Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils ont la
méme dimension. En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe
a K™,

Démonstration. (=) Si f: E = F est un isomorphisme, alors rg(f) = dim F et dimKer f = 0,
d’ot dim E = dim F'.
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(<) Si dim F = dim F' = n, choisissons une base (eq,...,e,) de E et une base (f;,...,f,)

rtn
de F. L’application f définie par f(e;,) = f; pour tout 7 est un isomorphisme (exercice : le

vérifier). O

Proposition 23 (L’inverse d’un isomorphisme est linéaire)

Si f: E — F est un isomorphisme, alors f~': F' — FE est aussi une application linéaire
(et donc un isomorphisme).

Démonstration. Soient w,,wy € F et A € K. Posons u; = f~!(w;), de sorte que f(u;) = w;.
Alors

fug +Auy) = f(ug) + A f(ug) = wy + Awy.

Donc f~1(wy +Awy) = uy + Aug = f~H(wy) + A f~ (wy). O

Définition 24 (Automorphisme)

Un automorphisme de E est un isomorphisme de E dans lui-méme. L’ensemble des auto-
morphismes de E est noté Aut(E) ou GL(E).

3.6 Composition d’applications linéaires

Proposition 25 (La composée d’applications linéaires est linéaire)

Soient f: E — F et g: ' — G deux applications linéaires. Alors go f: EE — G est linéaire.

Démonstration. Soient u,v € E et A € K. Alors
(g f)u+Av) =g(flu+Av)) = g(f(u) + A f(v))
= g9(f(W) +Ag(f(v)) = (g f)(w) + A(ge f)(v).
O
Soient f: F— F, g: FF— G et h: G — H des applications linéaires.
(i) Associativité : ho(go f) = (hog)o f.
(ii) Elément neutre : foldy = f et Idpof = f.

(iii) Inégalité de Sylvester pour le rang : rg(go f) < min(rg(f),rg(g)).

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont immédiats. Pour (iii), on a Im(g o f) = g(f(E)) C
g(F) =1Img, donc rg(go f) < rg(g). Par ailleurs, Im(go f) = g(Im f) et la restriction de g & Im f
a un rang au plus dim(Im f) = rg(f), donc rg(g o f) < rg(f). O
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3.7. L’espace vectoriel L(E, F)

3.7 L’espace vectoriel £L(F, F)

Théoréme 27 (£L(E, F) est un espace vectoriel)

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. L’ensemble £(E, F') des applications linéaires de
FE dans F', muni des opérations :

(f +9)(u) := f(u) + g(u),
(Af)(a) := X f(u),

est un K-espace vectoriel. L’élément nul est ’application nulle u - 0.

.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que f+ g et Af sont linéaires lorsque f,g € L(E,F) et A € K,
puis que les axiomes d’espace vectoriel sont satisfaits. La vérification est directe a partir de la
structure d’espace vectoriel de F. O

Proposition 28 (Dimension de £(FE, F))

Si dim E = n et dim F' = m, alors

dim £(E, F) = nm.

Démonstration. Choisissons des bases (e, ...,e,) de E et (f;,...,f, ) de F. Pour 1 <i <n et

1 < j < m, définissons f;; € L(E, F) par f;;(e;) = d;.f; (ot d;;, est le symbole de Kronecker).
La famille (f;;)1<i<pn, 1<j<m forme une base de £(FE, F), donc dim £(E, F') = nm. O

Lorsque E = F,’ensemble End(E) = £(F, F) est non seulement un espace vectoriel, mais
aussi un anneau pour la composition : la composition joue le réle de la multiplication,
Idj est I’élément unité, et la distributivité vient de la linéarité. C’est un anneau non
commutatif en général (dés que dim E > 2).

3.8 Matrice d’une application linéaire

Définition 30 (Matrice associée a une application linéaire)

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies n et m respectivement, munis
de bases B = (eq,...,e,) et € = (f,...,f,,). Soit f € L(E, F).
Pour chaque j € {1,...,n}, on décompose f(e;) dans la base € :

f(ej) = Z Qij f;.
i=1

La matrice de f relativement aur bases B et C est la matrice A = (a,;) € M, ,,(K) dont
la j-eme colonne contient les coordonnées de f(e;) dans la base €. On la note

MB,C’(f) = A

Lorsque E = F et B = €, on écrit simplement M 5(f).
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Proposition 31 (Lien entre application linéaire et produit matriciel)

. J oA . n
Avec les notations précédentes, si u = Zj_l z;

(x1,...,2,)" € K" dans la base B, alors f(u) a pour vecteur de coordonnées Y = AX € K™
dans la base €, ot A = M 5 e(f).

e; a pour vecteur de coordonnées X =

7 . n n n m m n
Démonstration. Ona f(u) = f(zjzl oy ej) = ijl T, fe;) = ijl iy =00 (ijl aijxj> f,.
La i-eme coordonnée de f(u) dans € est donc y; = Z?:;l a;;T;, ce qui est exactement la i-eme
composante du produit AX. O

Exemple 32 (Matrice de la rotation)

La rotation R, de R? dans la base canonique £ = (e;,e,) a pour matrice :

cos —sinf
Mg(Ro) - (sin9 cosf ) '
cos 0 —sin6
En effet, Ry(e;) = (sinH) et Ry(ey) = < cos @ )

| r
\

Exemple 33 (Matrice de la projection)

La projection orthogonale p sur ’axe des abscisses dans R? a pour matrice dans la base

canonique :
10

Exemple 34 (Matrice de la dérivation)

| r

Soit D: Rs3[X] — R4[X] la dérivation, dans la base B = (1, X, X2, X3). On a D(1) = 0,
D(X) =1, D(X?) = 2X, D(X?) = 3X2. Donc :

0
0
0

S O O
S O NN O
o w o o

Théoréme 35 (Isomorphisme £(E,F) ~M,, . (K))

m,n Y

L’application
(I):L'(EvF)_)Mm,n(lK)a fHMB,C’(f)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus :
(1) Mpe(f+9)=Mge(f) + Mzelg).
(i) Mpe\f) =AMpe(f)
(iii) Si g: FF — G et D est une base de G, alors Mz 5(go f) = Me p(g) - Mg e(f).

Démonstration. La linéarité de ® découle des points (i) et (ii), qui se vérifient par identification
des coefficients. L’injectivité vient du fait que si M 5 o(f) = 0, alors f(e;) = 0 pour tout j, donc
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f = 0. La surjectivité vient du fait que toute matrice A définit une application linéaire f par
f(ej) = Z, az’jfi'

Pour (iii), les colonnes de M 5 5(g© f) sont les coordonnées de (go f)(e;) = g(f(e;)) dans D.
Si Mge(f) = Aet Mep(g) = B, alors f(e;) = >, apfy et g(f(e;) = X2, ap;g(fy)
>y g oo bigdy = >0 (32, biray;) d;, ce qui donne la matrice BA.

ool

3.9 Changement de base

Définition 36 (Matrice de passage)

Soient B = (eq,...,e,) et B’ = (e, ...,e),) deux bases de E. La matrice de passage de B
a B’ est la matrice

Py g = MB(IdE)B,za/
dont la j-eme colonne contient les coordonnées de e; dans la base B. Autrement dit, si
n

| r

Proposition 37 (Propriétés des matrices de passage)

(i) Pg_,p est inversible et (PB%B,)_I = Py _ 3.

(if) Si X est le vecteur de coordonnées de u dans B et X’ est celui dans B’, alors
/ . / -1
X:PB_)B/X,SOItX :(PB—)B/) X.

(iii) Pour trois bases B,B’,B” : Py .50 = Py .5 - Py 5n.

Démonstration. (i) La matrice Pp_, 5 est la matrice de I'identité Id de la base B’ vers la base
B. Comme Idj est un isomorphisme, sa matrice est inversible. De plus, Py _ 5 - Py _ 5 est la
matrice de Idg o Idp = Id; dans la base B, qui est la matrice identité I,,.

(ii) Soitu =) x,;€; = Zj z’e’. Enremplacant € = 3 p;;e;, on obtient u =}, (ZJ pijl‘;> e;,
d'ou z; = Zj Py, cest-a-dire X = PX".

(7ii) Résulte de la multiplicativité du passage : X = Py .z X' et X' = Py 5 X", dou
X:.Pzg_)B/'Pg/_)g//X”. D

Théoréme 38 (Formule de changement de base)

Soit f € End(FE). Soient B et B’ deux bases de E, et soit P = Py 5 la matrice de
passage. Si A = M z(f) est la matrice de f dans B, alors la matrice de f dans B’ est

A =My(f)=P AP,

Démonstration. La matrice de f dans B est Mg/ (f) = Mg g (Idgofeldg). Or Idg de B vers
B a pour matrice P et de B vers B’ a pour matrice P~!. Par la formule de composition des
matrices (théoreme 35, (iii)) :

My (f) =P~ My(f)- P =P AP

O

Définition 39 (Matrices semblables)

Deux matrices A, B € M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible
P € GL,,(K) telle que B = P~1AP. Les matrices semblables représentent le méme endo-
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\

l morphisme dans des bases différentes.

Si f: E — F avec B, B’ bases de E et C,C’ bases de F, et si P = Pg_ 5, Q = Po_er,
alors :

My e (f) = Q' Mge(f): P.

3.10 Opérations sur les matrices

Dans cette section, on rappelle les opérations algébriques fondamentales sur les matrices et
leurs propriétés.

3.10.1 Addition et multiplication scalaire

Définition 41 (Addition et multiplication scalaire)

Soient A = (a;;), B = (b;;) € M,, ,(K) et A € K.
(ii) Multiplication scalaire : A := (A a;;).

L’ensemble M, ,,(K) muni de ces opérations est un K-espace vectoriel de dimension mn.
2

3.10.2 Produit matriciel

Définition 42 (Produit de deux matrices)

Soient A = (a;;) € M,, ,(K) et B = (by,) € M, ,(K). Le produit AB est la matrice
C = (cix) € M, ,,(K) définie par

P
Cik::zaijbjk? 1<i<m, 1<k<n.
j=1

| '

Proposition 43 (Propriétés du produit matriciel)
Pour des matrices de tailles compatibles :
(i) Associativité : (AB)C = A(BC).
(ii) Distributivité : A(B+C)= AB+ AC et (A+ B)C = AC + BC.

(iii) Elément neutre : [, A = A et AI,, = A (pour A € M, 1 (K)), ott I, est la matrice
identité.

(iv) Compatibilité scalaire : A\(AB) = (AA)B = A(\B).

(v) Non-commutativité en général : AB #+ BA en général.




8.11. Matrices inversibles

Exemple 44 (Non-commutativité)

. (11 (0 0
SmentA—(O 0) etB—(1 1).Alors

11 0 0
an- (L1, man ()

On a AB # BA.

3.10.3 Transposition

Définition 45 (Transposée)

Soit A = (a;;) € M,, . (K). La transposée de A est la matrice AT = (a;;) € M,,,,(K)
obtenue en échangeant lignes et colonnes.

Proposition 46 (Propriétés de la transposée)

| r

Pour A, B de tailles compatibles et A € K :
(i) (A+B)' = AT+ BT.
(i) (AA)" = AAT.

)T

(iii) (A7) = A.

(iv) (AB)" = BT - AT (inversion de l'ordre).

\.

Démonstration. Les points (i)—(iii) sont immédiats par définition. Pour (iv), le coefficient (3, j)
T
de (AB)  est (AB)ji = Zk ajkbki = Zk(BT)ik(AT)kj = (BT : AT)ij'

O

3.11 Matrices inversibles

Définition 47 (Matrice inversible)

Une matrice A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice B € M, (K) telle que
AB = BA = I,,. On note alors B = A~!. L’ensemble des matrices inversibles d’ordre n
est noté GL,, (K).

Proposition 48 (Caractérisations de I’inversibilité)

Pour A € M ,,(K), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible.
(ii

) L’application x — Ax de K™ dans K™ est bijective.
(iii) Les colonnes de A forment une base de K.

)

)

(iv) rg(A) = n.

(v) Ker(A) = {0} (ou 'on identifie A a I’application linéaire correspondante).
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Proposition 49 (Propriétés de ’inverse)

Soient A, B € GL,,(K) et A € K*.

(i) (AB) ' =B"!.4"L
(i) (A" = A.
(ili) (AA)"" =A"tAL,

(iv) (A1) ="

Démonstration. (i) (AB)(B7*A™!) = A(BB"H)A ' = A, A= = AA™! = I,. De méme pour
le produit dans I'autre sens.

(ii) Résulte de A1 - A=1,et A- A1 =1,.

(iii) AMA)ATAH = (A A HAA Y =1,,.

() AT- (A=A A) =1,"=1,. O

n

Exemple 50 (Inverse d’une matrice 2 x 2)

Soit A = (g Z) avec ad — be # 0. Alors

1 d —b
A7l = .
ad — be (—c a )
La quantité det A = ad — be est le déterminant de A (nous ’étudierons en détail au
chapitre suivant).

L’ensemble GL,,(K), muni de la multiplication matricielle, est un groupe (non abélien
pour n > 2). C’est le groupe linéaire général.

3.12 Espaces duaux (introduction)

Définition 52 (Espace dual)

Soit E un K-espace vectoriel. L’espace dual de E est ’espace
E* := L(E,K).

Les éléments de E* sont appelés formes linéaires sur E.

Exemple 53 (Formes linéaires sur R™)

Toute forme linéaire sur R est de la forme p(x) = a,z; + ayzy + -+ + a,,z,, pour des
scalaires ay, ..., a, € R fixés. On peut I'écrire ¢(x) = aT x ot a = (ay,...,a,)".
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3.13. Applications

Définition 54 (Base duale)

Soit B = (ey, ..., €,,) une base de E (de dimension finie). La base duale de B est la famille
B* = (e}, ..., e}) de formes linéaires définies par

. 1 sii=yj,
€, (ej) =0;; = {

0 siij].

Proposition 55 (La base duale est une base de E*)

La famille B* = (e}, ..., e}) est une base de E*. En particulier, dim E* = dim E, et donc
E*~F.
Toute forme linéaire p € E* se décompose de maniére unique :

n
0=> ole)el.
=il

Démonstration. Liberté. Supposons 2?21 A;e; = 0 (la forme nulle). En évaluant en e; : 0 =
Z?:;[ A ej(e;) = Z?:l A;0;; = A;. Done A; = 0 pour tout j.
Famille génératrice. Soit ¢ € E* et posons i = Z?Zl p(e;)e;. Pour tout j : ¢(e;)

Zyzl ©(e;)d;; = p(e;). Comme ¢ et 9 coincident sur une base de E, elles sont égales. O

Le bidual E** = (E*)* contient les formes linéaires sur les formes linéaires. En dimension
finie, 'application canonique ¢: E — E**, définie par t(u)(p) = ¢(u), est un isomorphisme
naturel (qui ne dépend pas du choix d’une base). On identifie souvent E & E** par cet
isomorphisme.

3.13 Applications

3.13.1 Transformations en infographie

En infographie 2D et 3D, les transformations géométriques (translations, rotations, homothé-
ties, projections) sont réalisées par multiplication matricielle. Pour pouvoir exprimer les trans-
lations (qui ne sont pas linéaires) sous forme matricielle, on utilise les coordonnées homogénes :
un point (z,y) du plan est représenté par le vecteur (x,y,1)T € R3.

Exemple 57 (Transformations 2D en coordonnées homogénes)

10 ¢t
(a) Translation de vecteur (t,,t,):T= |0 1 ¢,
0 0 1

cosf —sinf 0
(b) Rotation d’angle § : R = | sinf cosf 0
0 0 1
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s, 0 0
(c) Homothétie de facteurs (s,,s,): S=10 s, 0
0 0 1

La composition de ces transformations revient a multiplier les matrices. Dans un moteur
graphique, ’ensemble des transformations appliquées a un objet est stocké dans une seule
matrice.

3.13.2 Apercu des chaines de Markov

Exemple 58 (Chaine de Markov simple)

Un systéme peut se trouver dans deux états S; ou Sj. A chaque étape, la probabilité de
transition de S; a S; est donnée par la matrice de transition :

0,7 04
P — 9 I
(0,3 0,6) ’
ol p;; est la probabilité de passer de I’état j a I’état ¢. Chaque colonne somme a 1 (matrice
stochastique). Si x,, est le vecteur de probabilités d’état a I’étape k, alors x;, ; = Px,.
Les puissances P* décrivent I’évolution & long terme. La recherche d’un état stationnaire

X tel que Px = x revient & chercher un vecteur propre associé a la valeur propre 1 —
sujet que nous approfondirons dans un chapitre ultérieur.

3.14 Exercices

Exercice 59 ( Vérification de linéarité)

Pour chacune des applications suivantes, dire si elle est linéaire. Justifier.
(a) f: R? =R, (z,y) — 2z — 3y.
(b) g: R2 = R, (z,y) = 22 + .

(
d

)
)
c) h: R? - R?, (z,y) = (z + 1, y).
) p: R3 = R (z,y,2) = (z — 2, 2y + 2).
)

(e) ¥: Ry[X] — Ry[X], P P — P(0).

| r

Exercice 60 ( Noyau et image)
Soit f: R® — R? définie par f(z,y,2) = (x +y — 2, 2z +y + 2).
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer Ker f (en donner une base).
(c) Déterminer Im f.
)

(d) Vérifier le théoreme du rang.




3.14. FEzercices

Exercice 61 ( Matrice d’une application linéaire)

Soit f: R® — R? définie par f(z,y,2) = (x + 2y, 3y — 2).

(a) Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques.
(b) Calculer f(1,—1,2) de deux manieres : directement et par produit matriciel.

(c) Déterminer le rang de f.

Exercice 62 ( Projections)

Soit p: R?* — R définie par p(x,vy,2) = (z,y,0).

Montrer que p est linéaire.

(a
(

)

b) Vérifier que pop = p.

(c) Déterminer Ker p et Im p.
)

(d) Montrer que R? = Kerp @ Im p.

Exercice 63 ( Injectivité et surjectivité)

Soit f: R® — R3 'endomorphisme défini par f(z,y,2) = (z +vy, y+ 2, © + 2).
(a) Ecrire la matrice de f dans la base canonique.
(b) f est-elle injective ? Surjective 7 Bijective ?

(c) Si f est bijective, trouver f~1.

Exercice 64 ( Dérivation et intégration)

Soit E = R4[X] muni de la base B = (1, X, X?, X3).

(a) Ecrire la matrice de D: P P’ dans B.

(b) Ecrire la matrice de I: P fOX P(t)dt dans B (I'image est dans R,[X]; prendre la
base € = (1, X, X2, X3, X*%)).

(c) Calculer le produit DI (comme endomorphisme de E en restreignant au degré < 3).
Que constate-t-on 7

Exercice 65 ( Changement de base)

31
1 3

Soit f: R? — R? I'endomorphisme de matrice A = dans la base canonique &. Soit

. ({1 (1
7= () (4))
(a) Ecrire la matrice de passage P de & & B'.

(b) Calculer P~1.
(c) Calculer A’ = P~1AP. Que remarque-t-on ?
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(d) Interpréter géométriquement l’action de f.

D ——
 S—

Exercice 66 ( Espace dual)

Soit F = R3 muni de la base canonique & = (e,, ey, e;).
(a) Ecrire la base duale & = (e, e}, %) explicitement (comme formes linéaires).
(b) Soit ¢: R® = R, (x,y, 2) = 2x — y + 32. Exprimer ¢ dans la base duale.
(¢) Soit B =((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)). Calculer la base duale B*.

| r

Exercice 67 ( Théoréme du rang — applications)

(a) Soit f € End(FE) avec dim E = n. Montrer que Ker f N Im f = {0} si et seulement
siKer f@®Imf=FE.

(b) Soit f € End(E) tel que fo f = f (projecteur). Montrer que F = Ker f @ Im f.

c) Soit f € End(E) tel que rg(f) = 1. Montrer qu’il existe A € K tel que f? = \f.
(c)

Indication : choisir une base adaptée au noyau et a 'image.

Exercice 68 ( Matrices et applications linéaires)
Soient A € M, ,,(K) et B € M, ,(K).
(a) Montrer que rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).

(b) Montrer que rg(A) +rg(B) —n < rg(AB) (inégalité de Sylvester).

Indication : appliquer le théoreme du rang a la restriction de f, a Im(fp).

(c) En déduire que si A € M,,(K) avec rg(A) = n — 1, alors rg(A4%) > n — 2.

Exercice 69 ( Endomorphismes nilpotents)

Un endomorphisme f € End(E) est dit nilpotent s’il existe k € N* tel que f* = 0
(Papplication nulle). Le plus petit tel k est I'indice de nilpotence.

(a) Montrer que si f est nilpotent d’indice k, alors k¥ < dim F.
Indication : considérer la suite {0} C Ker f C Ker f2 C -
(b) Montrer que si f est nilpotent, alors Id + f est un automorphisme.
Indication : écrire 'inverse comme une somme finie Zf;ol (=1)'f.
(c) Soit E = R3 et f défini par f(z,y,2) = (y,2,0). Vérifier que f est nilpotent, déter-

miner son indice, et calculer (Id + f)
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3.14. FEzercices

Résumé du chapitre

Ce qu’il faut retenir.

1. Application linéaire. f: E — F est linéaire si f(Au+ pv) = Af(u) + uf(v). Elle est
entierement déterminée par les images d’une base.

2. Noyau et image. Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels. f est injective ssi

Ker f = {0}.

3. Théoréme du rang. dim F = dim Ker f+rg(f). C’est 'outil principal pour déterminer
injectivité et surjectivité en dimension finie.

4. Isomorphismes. En dimension finie égale, injectivité < surjectivité < bijectivité.
Deux espaces de méme dimension sont isomorphes.

5. Matrice d’une application linéaire. La j-éme colonne de M 5 (f) contient les co-
ordonnées de f (ej) dans €. La composition correspond au produit matriciel.

6. Changement de base. Si P est la matrice de passage, A’ = P~ AP. Deux matrices
sont semblables ssi elles représentent le méme endomorphisme.

7. Matrices inversibles. A € GL,,(K) ssi rg(A) = n ssi Ker A = {0} ssi les colonnes de
A forment une base.

8. Espace dual. E* = £(FE,K) est l'espace des formes linéaires. En dimension finie,
dim £* = dim F.

9. Formules clés.
o dimL(E,F)=dimE -dim F.

o 1g(g° f) < min(rg f,rgg).

« (AB) '=B1. 4!, (AB)"

=BT. AT,
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Chapitre 4

Systemes d’équations linéaires et éli-
mination de Gauss

Introduction

Les systemes d’équations linéaires apparaissent dans pratiquement tous les domaines des
mathématiques appliquées et des sciences. En physique, ’analyse des circuits électriques conduit
a des systeémes linéaires via les lois de Kirchhoff ; en économie, les modéles d’équilibre de Leontief
se ramenent a la résolution d’un systéme Ax = b; en informatique, les moteurs de recherche,
la compression d’images et I'apprentissage automatique reposent tous, in fine, sur la résolution
efficace de systemes linéaires de grande taille.

Ce chapitre introduit un outil fondamental pour I’étude de ces systemes : 1’élimination de
Gauss, un algorithme systématique qui raméne tout systeme linéaire a une forme échelonnée
facile a résoudre. Nous établirons le lien entre le rang d’une matrice et ’existence de solutions
(théoréeme de Rouché-Capelli), et nous montrerons que l’ensemble des solutions d’un systéme
linéaire possede une structure géométrique précise : c’est un sous-espace affine.

Tq e
20 —x9 =0
1,2)
T xy =4
T, 1it1 2
T+ Ty =3 T+ xy =2
Systéme compatible déterminé Systéme incompatible

Fig. 4.1 : Interprétation géométrique d’un systéme de deux équations a deux inconnues : solution
unique (gauche) ou absence de solution (droite).
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4.1 Systémes d’équations linéaires

4.1.1 Définition et notation

Définition 1 (Systéme d’équations linéaires)

d’équations de la forme :

ay1%y + 19Ty + - + ay,x, = by,

91T + 9Ty + -+ + A9, T, = by,

U127 + Ap2T2 + et ATy = bm’

inconnues.

Un systeme de m équations linéaires a n inconnues sur un corps K est un ensemble

ou les coefficients a;; € K et les seconds membres b; € K sont donnés, et les z; sont les

(4.1)

J

4.1.2 Ecriture matricielle

Le systéme (4.1) se réécrit de maniére compacte sous la forme

Ax = b,
ou
a1 Qg9 A1n xl
Qg1 Qg2 Aoy . n
A: . . : GM’ITL,TL(I](>7 X = : G[K )
n
A1 G2 Ao,

(4.2)

La matrice A est la matrice des coefficients du systéme. La matrice augmentée est la matrice
(A|b) € M,, ,1(K) obtenue en juxtaposant b comme colonne supplémentaire :

app  Qpo Ay | by

a a a b
(A|b) = 21 22 2n 2

aml am2 amn bm

Définition 2 (Solution d’un systéme)

Un vecteur s = (s, ...

des solutions est
S={xe€ekK"|Ax=Db}.

,8,,) € K™ est une solution du systeme (4.2) si As = b. L’ensemble

Le systéme est dit compatible (ou consistant) si 8 # (), et incompatible sinon.
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4.2. Opérations élémentaires sur les lignes

4.1.3 Systémes homogénes et non homogeénes

Définition 3 (Systéme homogéne)

Le systeéme (4.2) est dit homogeéne si b = 0, c’est-a-dire si toutes les constantes du second
membre sont nulles. Le systéme homogene associé a (4.2) est :

Ax = 0. (4.4)

Un systeme homogene est toujours compatible car x = 0 est solution. Cette solution est
dite triviale. La question est donc de savoir s’il existe des solutions non triviales.

Proposition 5 (Solutions d’un systéme homogéne)

L’ensemble des solutions du systeme homogeéne Ax = 0 est un sous-espace vectoriel de
K™. C’est exactement le noyau Ker(A) de 'application linéaire x +— Ax.

Démonstration. Posons f: K" — K™, x + Ax. L’application f est linéaire (cf. chapitre 3).
L’ensemble des solutions de Ax = 0 est Ker(f), qui est un sous-espace vectoriel de K™ d’apres
la chapitre 3. O

4.2 Opérations élémentaires sur les lignes

L’idée clé de I’élimination de Gauss est de transformer un systéme en un systéme équivalent
(c’est-a-dire ayant le méme ensemble de solutions) mais de forme plus simple. Les transformations
autorisées sont les opérations élémentaires sur les lignes.

Définition 6 (Opérations élémentaires sur les lignes)

Soit M € M,, ,,(K). On appelle opérations élémentaires sur les lignes les trois types de
transformations suivants :

(i) Echange de deux lignes : L; L; (i #j).
(ii) Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L, < AL, (A € K*).

(iii) Ajout d’un multiple d’une ligne & une autre : L, - L, +AL; (A € K, i # j).

Proposition 7 (Conservation de I’ensemble des solutions)

Les opérations élémentaires sur les lignes ne modifient pas I’ensemble des solutions du
systéme linéaire. Autrement dit, si la matrice augmentée (A" | b") est obtenue & partir de
(A | b) par une suite d’opérations élémentaires, alors les systémes Ax = b et A’x = b’
ont le méme ensemble de solutions.

Démonstration. Chaque opération élémentaire correspond a la multiplication a gauche par une
matrice inversible £ € GL,,(K) (matrice élémentaire). Ainsi A’x = b’ s’écrit EAx = Eb.
Comme E est inversible, EAx = EDb si et seulement si Ax = b (il suffit de multiplier & gauche
par E~1). Par composition, toute suite finie d’opérations élémentaires préserve ’'ensemble des
solutions. O
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Exemple 8 (Matrices élémentaires)

Dans M3 3(R), les trois types de matrices élémentaires sont :

010 1 00 1 00
ELIHL2 =100}, EL2<—3L2 =103 0f, EL3HL3+2L1 =10 10
0 01 0 01 2 01

: R =il _
Chacune est inversible ; par exemple, EL3 Lyt2L, = EL3 “Ls—2L,"

4.3 Forme échelonnée et forme échelonnée réduite

Définition 9 (Pivot)

Soit M = (m;;) une matrice. Pour une ligne L; non nulle, le pivot de L; est le premier
coefficient non nul de cette ligne, c’est-a-dire m;; ot j = min {k | m;;, #0}.

Définition 10 (Forme échelonnée (en lignes))

| r

Une matrice est sous forme échelonnée (ou forme échelonnée en lignes, row echelon form)
si:

(i) toutes les lignes nulles sont en bas de la matrice ;

(ii) le pivot de chaque ligne non nulle est strictement & droite du pivot de la ligne
précédente.

Si, de plus :
(iii) chaque pivot vaut 1;

(iv) chaque pivot est le seul élément non nul de sa colonne;

la matrice est sous forme échelonnée réduite (reduced row echelon form, abrégée RREF).

Exemple 11 (Formes échelonnées)

La matrice suivante est sous forme échelonnée (les pivots sont encadrés) :

La forme échelonnée réduite correspondante est :

0 —13 0
0 4 0
0 0 0

0 0 0 0
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4.4. Elimination de Gauss

Théoréme 12 (Unicité de la forme échelonnée réduite)

Toute matrice A € M,, ,,(K) est équivalente par lignes a une unique matrice sous forme
échelonnée réduite.

Démonstration. Existence. L’algorithme de Gauss—Jordan (section 4.5) produit une forme éche-
lonnée réduite en un nombre fini d’opérations élémentaires.

Unicité. Soient R et R’ deux formes échelonnées réduites de A, de sorte que R = PA et
R’ = QA pour des matrices inversibles P et ). Comme R et R’ sont équivalentes par lignes, il
existe S inversible telle que R" = SR. Montrons que R = R’.

Les colonnes pivots de R et R’ sont identiques : en effet, la colonne j de R (resp. R’) est
une colonne pivot si et seulement si elle n’est pas combinaison linéaire des colonnes précédentes
de R (resp. R’), propriété qui ne dépend que de I’espace des colonnes, lequel est le méme pour
R et R’ (car elles sont équivalentes par lignes et I’espace des lignes est préservé, ce qui entraine
que les relations de dépendance entre colonnes sont identiques).

Notons j; < jy < -+ < j, les indices des colonnes pivots communs. Pour £ = 1,...,r, la
colonne j;, de R est le vecteur e, de R™ (vecteur avec 1 en position k et 0 ailleurs), et de méme
pour R’. Pour une colonne non pivot j, les coeflicients de la colonne j dans R sont déterminés
de fagon unique par les relations de dépendance linéaire entre les colonnes de A, qui sont les
mémes pour R et R’. Donc R = R’. O

4.4 Elimination de Gauss

L’élimination de Gauss (ou méthode du pivot de Gauss) est un algorithme qui transforme
la matrice augmentée (A | b) en une forme échelonnée par des opérations élémentaires sur les
lignes.

4.4.1 Algorithme

Etape 1. Choix du pivot. On considére la colonne la plus & gauche qui contient un élément
non nul sous la ligne courante (ou sur cette ligne). Si un tel élément se trouve sur une
ligne L, avec k > i (ou i est la ligne courante), on effectue 1’échange L; <> L.

aj,

Etape 2. Elimination. Pour chaque ligne L, avec j > i, on effectue L; «— L, — *L;, ce qui

273

annule le coefficient en position (j,1).

Etape 3. Itération. On passe a la ligne suivante i < i+ 1 et on recommence & Pétape Etape
1. tant qu’il reste des lignes et des colonnes a traiter.

Le résultat est une matrice sous forme échelonnée. On résout alors le systeme par substitution
arriére (back substitution).

4.4.2 Exemple détaillé

Exemple 13 (Elimination de Gauss sur un systéme 3 x 3)

Résolvons le systeme :
2.’171 +.’L‘2_x3 = 8,

_31171 — To + 2%3 = —11,
_2.7:1 + 1'2 + 2.7}'3 = —3
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Matrice augmentée :

Etapel:L2<—L2+%L1, Ly« Ly+ Ly

21 -1]|8
0 3 3 |1
0 2 115
Etape 2 : Ly < Ly — 4L, :
1 —-1¢8
11
3 7 |1
0 —-1]1

Substitution arriére :
L] L3 . _IS == ]., d’Ofl 333 = _1.
o Ly:iz,+1(-1)=1,doux,=3.

e L :2z, +3—(—1)=8, dota; =2.

L’unique solution est (z,,z,,23) = (2,3, —1).

\.

Exemple 14 (Systéme avec infinité de solutions)

Résolvons :

Ty — 229 + 13 =0,
2z, + 1y — T3 = 3,
4z, —3xy + 25 = 3.
Matrice augmentée :
(1 — i 0) Ll (1 — i 0) Ly LoaL (1 — i 0)
21 -1{13|——|| 0 5 3|3 |—| 0 5 —-3|3 |.

4 -3 1 |3 4 -3 1 |3 0 5 3|3

1 =2 110
0 5 3|3 |.
0 0 010

On a deux pivots et trois inconnues : x5 est une variable libre. En posant x5 =t € R :

3+ 3t 3+ 3t 6+6t—5t 641
Ty = ———, x1:2-T—t: 3 =

Puis Ly <~ Ly — L, :

L’ensemble des solutions est :

1 6 1 1
5|2 + 5|2 € {x,+tv|teR},

qui est une droite affine de R3.
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4.5.  Elimination de Gauss—Jordan

4.5 Elimination de Gauss—Jordan

L’élimination de Gauss—Jordan prolonge I’élimination de Gauss pour obtenir la forme éche-
lonnée réduite (RREF). Apres avoir obtenu une forme échelonnée par 1’algorithme de Gauss, on
effectue les étapes supplémentaires suivantes :

Etape 1. Normalisation des pivots. Pour chaque ligne non nulle L, de pivot a;;, on effectue

130
L, + I%HLz pour rendre le pivot égal a 1.

Etape 2. Elimination vers le haut. En partant du dernier pivot et en remontant, pour
chaque pivot en position (i, ), on annule tous les coefficients au-dessus du pivot :
Ly < Ly — ay;L; pour k <.

Exemple 15 (Gauss—Jordan complet)

Reprenons la matrice échelonnée de 'exemple 13 :

2 1 —1]|8
101

0 5 35 |1

0 0 —1]1

Normalisation : L; + %Ll, Ly <+ 2Ly, Ly <+ —Lj:

1 1
11 1|4
01 1
00 1|-1

Elimination vers le haut : L, < L, — L, puis L, + L; + 1L, puis Ly «+ Ly — 3L, :

1 0 0] 2
01 0| 3 .
00 1]-1

On lit directement la solution : (z, x4, z5) = (2,3, —1).

4.6 Rang d’une matrice

Définition 16 (Rang d’une matrice)

Le rang d’une matrice A € M, ,,(K), noté rg(A), est le nombre de pivots dans toute
forme échelonnée de A. De maniére équivalente :

(i) rg(A) est la dimension de I’espace vectoriel engendré par les lignes de A (rang ligne) ;

(ii) rg(A) est la dimension de l’espace vectoriel engendré par les colonnes de A (rang
colonne) ;

(iii) rg(A) = dim(Im(f)), ou f: K* — K™, x > Ax.
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L’égalité entre le rang ligne et le rang colonne est un résultat fondamental. On 1’établit
en remarquant que les opérations élémentaires sur les lignes ne changent pas les relations
de dépendance linéaire entre les colonnes, et que dans une forme échelonnée, les colonnes
pivots forment une famille libre de cardinal égal au nombre de lignes non nulles.

Proposition 18 (Propriétés du rang)

Soit A € Mm,n(lK). Alors :
(i) 0 < rg(A) < min(m,n).

(i) rg(A) = rg(AT).

(iii) Si P € GL,,,(K) et Q € GL,,(K), alors rg(PAQ) = rg(A).
)

(iv) Pour A carrée d’ordre n : A est inversible si et seulement si rg(A4) = n.

J

Démonstration. (i) est immédiat. (ii) découle de I’égalité rang ligne = rang colonne. (iii) : la
multiplication & gauche par P inversible correspond a des opérations élémentaires sur les lignes
(qui ne changent pas le rang), et la multiplication a droite par @ inversible correspond & des
opérations élémentaires sur les colonnes (qui ne changent pas le rang non plus). (iv) : A est
inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite est I, c’est-a-dire si et seulement si elle
a n pivots. O

4.7 Théoreme de Rouché—Capelli

Le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréme de Rouché—Capelli (ou Kronecker—
Capelli dans la tradition allemande), fournit le critére fondamental d’existence de solutions.

Théoréme 19 (Théoréme de Rouché—Capelli)

Soit Ax = b un systéme linéaire avec A € M, ,,(K) et b € K™. Alors :
(i) Le systéme est compatible si et seulement si rg(A) =rg(A4 | b).

(ii) Lorsque le systeme est compatible, la dimension de l’ensemble des solutions du
systéeme homogene associé Ax = 0 est n —rg(A).

(iii) En particulier, la solution est unique si et seulement si rg(A) = n.

\

Démonstration. (i) Le systéme Ax = b est compatible si et seulement si b appartient a I’espace
des colonnes de A, c’est-a-dire si b € Im(A). Or b € Im(A) si et seulement si 'ajout de b
comme colonne supplémentaire ne change pas la dimension de ’espace des colonnes, c’est-a-dire
rg(A | b) = rg(A).

Inversement, si b ¢ Im(A), alors b est linéairement indépendant de l’espace des colonnes de
A, et rg(A| b) =1g(A) +1 >rg(A).

(it) Posons r = rg(A) et considérons I’application linéaire f: K™ — K™, x + Ax. On a Im(f)
de dimension r, et le théoreme du rang (cf. chapitre 3) donne :

dim(Ker(f)) =n —dim(Im(f)) =n —r.
Or Ker(f) est exactement I’ensemble des solutions du systéeme homogene.
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4.8. Structure de ’ensemble des solutions

(i4i) La solution est unique si et seulement si I’ensemble des solutions du systéme homogene
est réduit a {0}, c’est-a-dire dim(Ker(f)) = 0, ce qui équivaut a r = n. O

Si le systeme Ax = b (A € M,, ,,(K)) est compatible, I'ensemble des solutions est para-
métré par n —rg(A) parametres libres.

4.8 Structure de ’ensemble des solutions

Théoréme 21 (Structure affine des solutions)

Soit Ax = b un systeme linéaire compatible, et soit x, une solution particuliere. Alors
I’ensemble des solutions est le sous-espace affine :

8§ =x,+Ker(A) = {x,+h|heKer(4)}. (4.5)
Autrement dit, toute solution x du systéme s’écrit de maniére unique :
X =X, + Xy,

ol x,, est une solution particuliere de Ax = b et x;, est une solution du systeme homogene
Ax = 0.

Démonstration. Montrons la double inclusion.

(2) Soit h € Ker(A). Alors A(x, +h) = Ax, + Ah=b +0=b, doncx, +hes.

(C) Soit x € 8. Posons h = x —x,,. Alors Ah = Ax — Ax, =b —b =0, donc h € Ker(4),
et x =x, +h € x, + Ker(A).

Unicité de la décomposition. Six = x,+h; = x,+h, avec h;, h, € Ker(4), alorsh; = h,. [

Le théoreme 21 dit que ’ensemble des solutions est une « copie translatée » du noyau de
A. En dimension finie :

o Sirg(A)=n:8={x,} est un point.
o Sirg(A) =n—1:8§ est une droite affine.
o Sirg(A) =n—2: 8 est un plan affine.

o En général : § est un sous-espace affine de dimension n —rg(A).

4.9 Représentation paramétrique des solutions
Lorsqu’un systéme compatible admet des variables libres, on exprime les variables liées (cor-

respondant aux colonnes pivots) en fonction des wvariables libres (correspondant aux colonnes
non pivots).
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Ker(A)

Fig. 4.2 : L’ensemble des solutions & = x,, + Ker(A) est un translaté du noyau.

Exemple 23 (Représentation paramétrique)

Considérons le systeme de rang 2 a 4 inconnues :
12 0 —1] 3
001 3 |—-2)"

Les colonnes pivots sont les colonnes 1 et 3; les variables libres sont x4 et x,. En posant
Ty =28,y =1:

3—2s+1 3 = 1
s 0 1 0
x=1 _o_3 |=|_9 +s 0 +1 3| s,t e K.
t 0 0 1
S——— S———
X v, Vo

Les vecteurs v et v, forment une base de Ker(A), et § est un plan affine de K*.

4.10 Interprétation géométrique

4.10.1 Systemes 2 x 2

Chaque équation linéaire en deux inconnues a,z; + ayz5 = b définit une droite dans R?. Un
systeme de deux équations correspond a l'intersection de deux droites :

o Un point si les droites sont sécantes (rg(A) = 2).
o Une droite si les droites sont confondues (rg(A) =1 et rg(A | b) =1).

o L’ensemble vide si les droites sont paralleles distinctes (rg(A) =1 et rg(A | b) = 2).

4.10.2 Systémes 3 x 3

Chaque équation linéaire en trois inconnues définit un plan dans R3. Un systéme de trois
équations correspond a l'intersection de trois plans.
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4.11.

solution unique

T3

Fig. 4.3 : Trois plans en position générale dans R? se coupent en un unique point.

4.11 Applications

4.11.1 Réseaux de flux

Exemple 24 (Réseau routier)

Considérons un réseau de quatre carrefours A, B, C, D reliés par des routes & sens unique.
A chaque carrefour, le flux entrant doit égaler le flux sortant (conservation du flux).
100 7N T 60
N
Ty Lo
50
D
o0 S 9
Les équations de conservation sont :
A: 100+ 2z, = x4, x; —xy = 100,
B: $1=$2+60, $1_$2:60,
C: 562+50=£I?3, (E2—$3:—50,
D: z3 = x4 +90. T3 — 14 = 90.
La matrice augmentée se réduit en :
1 0 0 —1]100
0 1 0 —1/| 40
0 01 —1/| 90
00 0 O 0
Le rang est 3 avec 4 inconnues : il y a un parametre libre z, = ¢t. L’ensemble des solutions
est :
La contrainte ¢ > 0 (flux positifs) n’est pas une condition linéaire, mais elle limite le
parametre.
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4.11.2 Circuits électriques

Exemple 25 (Lois de Kirchhoff)

Dans un circuit & deux mailles partageant une branche commune, les lois de Kirchhoff
(loi des nceuds et loi des mailles) donnent un systéme linéaire dont les inconnues sont les
courants I, I,, I;. Par exemple, avec des résistances Ry = 2Q, R, = 4Q), Ry = 6 et
des tensions V; =12V, V, =8V :

I, —I,—I;=0 (loi des nceuds),
21, +6I; =12 (maille 1),
41, — 6I; =8 (maille 2).

La résolution par Gauss donne (I, I, I5) = (15—8, 15—3, 1)=(3,6;26; 1,0) A.

4.11.3 Apercgu : moindres carrés

Lorsqu’un systéme surdéterminé Ax = b (avec m > n) n’a pas de solution exacte, on cherche
le vecteur x* qui minimise |Ax — b|>. Ce probléme de moindres carrés conduit aux équations
normales :

ATAx* = Ab, (4.6)
qui forment un systéme linéaire carré de taille n x n. Ce sujet sera développé dans le chapitre
sur les espaces euclidiens.

Résumé du chapitre

1. Un systéme linéaire Ax = b se représente par sa matrice augmentée (A | b).

2. Les opérations élémentaires sur les lignes (échange, multiplication par un scalaire non
nul, ajout d’un multiple) ne changent pas ’ensemble des solutions.

3. L’élimination de Gauss transforme la matrice augmentée en forme échelonnée; le
prolongement de Gauss—Jordan produit la forme échelonnée réduite (unique).

4. Le rang rg(A) est le nombre de pivots dans une forme échelonnée.

5. Théoréme de Rouché—Capelli : le systéme est compatible si et seulement si rg(A) =
rg(A | b); dans ce cas, I'ensemble des solutions est paramétré par n — rg(A) variables
libres.

6. Structure des solutions : si x, est une solution particuliere, alors § = x, + Ker(A)
(sous-espace affine).

7. Les systemes linéaires modélisent des problemes concrets : réseaux de flux, circuits élec-
triques, moindres carrés, etc.
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4.11. Applications

Exercices

Exercice 26 (Résolution par Gauss )
Résoudre le systéme suivant par élimination de Gauss :

1‘1+2.’L‘2+3$3 :97
2.731—2132-1-1'3:8,

Exercice 27 (Forme échelonnée réduite )

| '

Mettre la matrice suivante sous forme échelonnée réduite :

1 3 5 7
A=|[2 4 6 8
35 79

En déduire le rang de A.

Exercice 28 (Systéme homogéne )

| V

Déterminer ’ensemble des solutions du systéme homogene :

fEl—.’L'2—|-2£E3—1‘4=O,
2331+."E2—:E3+$4=O,

Donner une base du noyau de la matrice des coefficients.

r
\

Exercice 29 (Compatibilité d’un systéme )
Déterminer pour quelles valeurs du parametre a € R le systéme suivant est compatible :

ml+$2+.’1)3:1,
T, + 2z9 + 325 = 3,
T, + 3z9 + azg = 5.

Exercice 30 (Systéme paramétrique )

| '

Résoudre en fonction du parametre A € R :

)\1‘1+w2+$3=1,
.’L‘1+$2+)\.’E3:1.

Distinguer les cas selon les valeurs de .

~
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Exercice 31 (Calcul de rang )

Calculer le rang des matrices suivantes en fonction de o € R :

12 3 111 1
A=|45 6|, A,=[12 3 4].
78 9 13 a 10

Exercice 32 (Structure affine )

On considere le systeme Ax = b avec :

1101 2
A=l0 11 1|, b=][1].
121 2 3

a) Vérifier que le systéme est compatible.

(
(b) Trouver une solution particuliére.

(c) Déterminer une base de Ker(A).

)
)
)
)

(d) Ecrire I'ensemble des solutions sous la forme § = x, + Vect(...).

Exercice 33 (Réseau de flux )

Dans le réseau ci-dessous, les flux entrants et sortants aux nceuds sont indiqués :

T
S
A

B
Iz
02
T3
P

Flux externe entrant en A : 200 ; flux externe sortant en B : 80; flux externe sortant en
C :120.

(a) Ecrire le systéme de conservation du flux.

(b) Résoudre le systéme et interpréter.

Exercice 34 (Inversibilité et rang )

Soit A € M, (K) une matrice carrée. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) A est inversible.

(i) rg(A) =n.
(iii) Le systéeme Ax = b a une unique solution pour tout b € K.
)

(iv) Le systeme homogene Ax = 0 n’a que la solution triviale.




4.11. Applications

Exercice 35 (Gauss—Jordan et inverse )

Utiliser I’élimination de Gauss—Jordan pour calculer 'inverse de la matrice :

1 2 1
A=12 5 3].
1 3 3

Indication : appliquer Gauss—Jordan d la matrice augmentée (A | I3).

Exercice 36 (Systémes et applications linéaires )
Soit f: R* — R? 'application linéaire définie par :
F(xq, 29,23, 24) = (1 + o + 23 + x4, 22 + 5 — X5 + 224, 321 + 225 + 4).
(a) Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques.
(

)

b) Calculer rg(f) et dim(Ker(f)).

(c) Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
)

(d) L’équation f(x) = (1,2,3) a-t-elle des solutions? Si oui, les déterminer toutes.

| r

Exercice 37 (Théoréme de Rouché—Capelli )
Soit A € M,, ,(K) et b € K™. On suppose que rg(A4) =rg(A | b) = 1.
(a) Montrer que si r = n, la solution est unique.

(b) Montrer que si r < n et si vq,...,v,_, est une base de Ker(A), alors toute solution
s’écrit :

X=X, ttvy++t, v, ., ty,...,t,_, €K

(c) En déduire que le nombre de solutions est soit 0, soit 1, soit infini (lorsque K est
infini).

Exercice 38 (Systéme surdéterminé et moindres carrés )

On mesure les points (0,1), (1,2), (2,4), (3,5) et on cherche la droite y = a + bz au sens
des moindres carrés.

(a) Ecrire le systéme surdéterminé Ax = b correspondant.
(b) Former les équations normales ATAx* = ATb.

(c) Résoudre et déterminer la droite de régression.
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Chapitre 5

Déterminants

Introduction

Le déterminant est I'un des invariants les plus fondamentaux de 'algebre linéaire. Il associe
a toute matrice carrée un scalaire qui encode des informations essentielles : inversibilité, volume,
orientation.

Avant d’en donner la construction rigoureuse, observons les cas les plus simples. Pour une
matrice 2 X 2 :

a b
A= (c d) , det(A) = ad — be.

Ce nombre apparait naturellement en géométrie : si u = (a,c) et v = (b,d) sont les colonnes
de A, alors |det(A)| est l'aire du parallélogramme engendré par u et v, et le signe de det(A)
détermine 'orientation du couple (u,v).

De plus, la matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Cette caractérisation se
généralise a toute dimension : le déterminant d’'une matrice n x n est un scalaire qui s’annule
exactement lorsque la matrice est singuliere.

La construction du déterminant en dimension quelconque repose sur le groupe symétrique
G,, et la notion de signature d'une permutation. C’est pourquoi nous commencons ce chapitre
par une étude des permutations.

Aire du parallélogramme = |ad — bc|

Fig. 5.1 : L’aire du parallélogramme engendré par les colonnes d’une matrice 2 x 2 est |det(A)|.
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5.1 Permutations et groupe symétrique

5.1.1 Définitions fondamentales

Définition 1 (Permutation)

Soit m € N*. Une permutation de lensemble {1,2,...,n} est une bijection
o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. L’ensemble de toutes les permutations de {1,2,...,n},
muni de la composition, forme un groupe appelé le groupe symétrique et noté S,,.

Le cardinal de &,, est n! (factorielle de n). On note une permutation o par la notation en
deux lignes :

7= (ott) o) - otm):

Exemple 2 (Permutations de G;)

Le groupe G4 contient 3! = 6 éléments :
Id — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
- \1 2 3)° 1 3 2)° 21 3)° 231/ \312)" \3 2 1)

5.1.2 Transpositions

Définition 3 (Transposition)

Une transposition est une permutation 7 € &,, qui échange exactement deux éléments et
laisse tous les autres fixes. On la note 7 = (i j) avec ¢ # j.

Proposition 4 (Décomposition en transpositions)

Toute permutation o € &,, peut s’écrire comme composée d’un nombre fini de transposi-

tions :
U:TloTQO“'OTk.

La décomposition n’est pas unique, mais la parité du nombre de transpositions est toujours

la méme.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu'un cycle (a; a5 -+ a,) se décompose en transpositions :

(ay ay -~ a,) = (ay a,)o(ay a,_1) oo (ay ay).

Comme toute permutation est un produit de cycles a supports disjoints, on obtient la décom-
position voulue.

= alj)=o(d) s
= H1 cicjen =i Chaque transposition

change le signe de P, donc P(c) = (—1)¥ pour toute décomposition o = 7; o --- o 7,.. La parité
de k est ainsi indépendante de la décomposition choisie. O

Pour la parité, considérons l'application P(o)
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5.1.3 Signature

Définition 5 (Signature d’une permutation)

La signature d’une permutation o € G,, est définie par :
o(j) —a(i)
sgn(o) := (—1)N(0) = H —
I<i<jen J ¢

ot N(o) est le nombre d’inversions de o, c’est-a~dire le nombre de couples (i, j) avec i < j
et o(i) > o(j).
Si sgn(o) = +1, la permutation est dite paire; si sgn(o) = —1, elle est dite impaire.

Proposition 6 (Propriétés de la signature)

La signature est un morphisme de groupes sgn: 6, — {+1,—1} :
(i)
(i)
)
)

sgn(Id) = +1.

w0

(
gn(o o 1) =sgn(o) -sgn(r) pour tous 0,7 € S,,.
(iii) sgn(7) = —1 pour toute transposition 7.

(

(iv) sgn(o—t) = sgn(o) pour tout o € &,,.

Démonstration. (i) L’identité n’a aucune inversion, donc sgn(Id) = (—1)% = 1.

(i) Pour o, 7 € &,, on a :

= sgn(o) - sgn(7).

11 (0o7)(y) = (o°7)(@) _ I1 U(TT(J)) - :(T(Z)) TI () = 7(9)

(7ii) Soit 7 = (a b) avec a < b. Parmi les couples (i, j) avec i < j, le couple (a,b) est inversé,
et pour chaque élément ¢ avec a < ¢ < b, les deux couples (a, ¢) et (¢, b) changent simultanément
de statut. Le nombre total d’inversions créées est donc impair (il vaut 2(b —a — 1) + 1), d’ou

sgn(7) = —1.
(iv) Comme oo~ ! =1d, on a sgn(o) - sgn(c~ ') = 1, ce qui donne sgn(o~ ') =sgn(os). O

Exemple 7 (Calcul de signatures)

Considérons o = ; Z :; 3 € 6,. Les inversions sont : (1,3) caro(1) =2 > 0(3) = 1;
(2,3) car 0(2) = 4 > o(3) = 1; (2,4) car 0(2) = 4 > 0(4) = 3. Donc N(o) = 3 et
sgn(o) = (—1)® = —1 : la permutation est impaire.

On vérifie: 0 = (124 3) = (13)o(14)o(1 2), produit de 3 transpositions, ce qui confirme
sgn(o) = —1.
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5.2 Définition du déterminant

5.2.1 Formule de Leibniz

Définition 8 (Déterminant (formule de Leibniz))

Soit A = (a;;) € M, (K). Le déterminant de A est le scalaire :

det(A) := Z SgN(0) A1 (1) B2,5(2) *** Cno(n) = Z Sgn(0>Hai,a(i)'
i=1

UGGn UEGn

La somme porte sur les n! permutations de &,,. Pour n = 2, cela donne 2! = 2 termes;
pour n = 3, 3! = 6 termes; pour n = 10, plus de 3,6 millions de termes. La formule de
Leibniz est donc utile pour les démonstrations théoriques, mais peu efficace pour le calcul
pratique en grande dimension.

Exemple 10 (Déterminant 2 x 2)

Pour n =2, &, = {Id, (1 2)}. La formule donne :

det (Z Z) =sgn(Id)a-d+sgn((12))b-c=ad—be.

Exemple 11 (Déterminant 3 x 3)

Pour n = 3, la formule de Leibniz donne (régle de Sarrus) :

ap; G2 Qi3
det | ag; gy o3 | = G11G92a335 + 12093031 + 13091039
Q31 Q32 0A33

— Q13092031 — Q12091033 — G11023032.

5.2.2 Caractérisation par les formes multilinéaires alternées

On peut caractériser le déterminant de maniére axiomatique, sans passer par les permuta-
tions. Notons C},...,C, € K" les colonnes d’une matrice A € M, (K), de sorte que A = (C |

Définition 12 (Forme multilinéaire alternée)

Une application ¢: (K™)™ — K est dite :
(i) multilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses n variables (les autres étant fixées) ;

(ii) alternée si elle s’annule deés que deux de ses arguments sont égaux

o(...,C,...,C,...) = 0.
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5.8.  Propriétés fondamentales

Si ¢ est multilinéaire et alternée, alors échanger deux arguments change le signe :

SD(... 5 C’L? ey C], ...) = _80(... 7Cj7 ceey C’L’ ...).

EIl eﬁlet7 0 ES (p(... 5 CZ +C]7 eey C’L +CJ7 ...) = (p(... ,C,L', ey 0]7 ...) +(p(... ’Cj’ ceey 017 ...) paI‘
multilinéarité et le fait que ¢ s’annule sur les termes avec deux arguments identiques.

Théoréme 14 (Caractérisation axiomatique du déterminant)

Il existe une unique application det: M, (K) — K qui est :
(i) multilinéaire par rapport aux colonnes;
(ii) alternée;
(iii) normalisée : det(I,) = 1.

Cette application coincide avec la formule de Leibniz.

.

Démonstration. Ezistence. La formule de Leibniz définit une application det qui vérifie les trois
c s, 2 e 2 oy 2 7 . n s .
propriétés. La multilinéarité résulte du fait que chaque terme Hizl a; »(;) est linéaire en chaque
colonne. Le caractere alternée provient du fait que si deux colonnes C; = Cj, (j # k), on peut
apparier les permutations o et o o (j k) qui contribuent des termes opposés. La normalisation
det(I,) = 1 se vérifie puisque seule l'identité contribue un terme non nul.
Unicité. Soit ¢ vérifiant (i)—(iii). En notant ey, ..., e,, la base canonique de K™ et en écrivant
C;= 2?21 a;; €;, la multilinéarité donne :
n
90(017""071) = Z A1 @(eila"-’ein)'
iy =1
Le caractere alternée impose p(e; ,...,€; ) =0 dés que deux indices coincident. Donc seuls les
n-uplets (iy,...,7,) qui sont des permutations de (1,...,n) subsistent. Pour une permutation
0, 00 & P(€4(1)s s E(n)) = 8g0(0) p(€q, ..., €,) = sgn(o) par (iii). On retrouve la formule de
Leibniz. O

5.3 Propriétés fondamentales

5.3.1 Multilinéarité par rapport aux lignes et colonnes

Le déterminant est multilinéaire par rapport aux colonnes par construction. Nous verrons
dans la section 5.5.1 qu’il est aussi multilinéaire par rapport aux lignes.

Proposition 15 (Effet des opérations élémentaires)

Soit A € M, (K).

(i) Echange de deux colonnes (ou lignes) : det(..,C;,..,Cy,..) =

.
—det(...,Chy ey Cjy o).

(ii) Multiplication d’une colonne (ou ligne) par A\ € K : det(...,\C},...) =
Adet(.., 05, )-

(iii) Ajout d’un multiple d’une colonne (ou ligne) & une autre : det(...,C; +
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)\Ck, ?Ck:7 ...) = det(... ,C'

Gooee

oY

Démonstration. (i) C’est la propriété d’antisymétrie (voir remarque 13).
(7i) C’est '’homogénéité de la multilinéarité en la colonne j.

(441) Par multilinéarité : det(..., C;+ACy, ..., Cy, ...) = det (..., Cj, ..., O, )+ A det (..., O, oo, O, o

Le second terme est nul car deux colonnes sont égales. O

Corollaire 16 (Colonne nulle ou colonnes proportionnelles)

(i) Si A possede une colonne (ou ligne) nulle, alors det(A) = 0.

(ii) Si A possede deux colonnes (ou lignes) proportionnelles, alors det(A) = 0.

5.3.2 Déterminant d’un produit

Théoréme 17 (Multiplicativité du déterminant)

Pour toutes matrices A, B € M ,,(K) :

det(AB) = det(A) - det(B).

Démonstration. Si det(B) = 0, alors B n’est pas inversible, donc rg(AB) < rg(B) < n, ce qui
implique que AB n’est pas inversible et det(AB) = 0 = det(A) - det(B).
Si det(B) # 0, considérons l'application ¢: M, (K) — K définie par p(A) := dg;g‘(g)”). Alors
¢ est multilinéaire alternée par rapport aux colonnes de A (car la multiplication & droite par B
_ det(B) _

opére linéairement sur les colonnes) et ¢(I,,) = der(m) — 1 Par I'unicité du théoreme 14, p(A) =

det(A), d’ou det(AB) = det(A) - det(B). O

Corollaire 18 (Déterminant de ’inverse)

Si A € GL,,(K), alors :

Démonstration. On a A- A~ =1, donc det(A) - det(A™!) = det(I,,) = 1. O

Corollaire 19 (Déterminant de matrices semblables)

Si A et B sont semblables (i.e. B= P AP pour P € GL,,(K)), alors det(A) = det(B).

Démonstration. det(B) = det(P~1) - det(A) - det(P) = #(P) -det(A) - det(P) = det(A). O
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5.4. Développement selon une ligne ou une colonne

5.4 Développement selon une ligne ou une colonne

5.4.1 Mineur et cofacteur

Définition 20 (Mineur et cofacteur)

Soit A = (a;;) € M, (K) avec n > 2.

(i) Le mineur M,;; est le déterminant de la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en sup-
primant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

(ii) Le cofacteur (ou complément algébrique) est A;; := (—1)"* M.

5.4.2 Développement de Laplace

Théoréme 21 (Développement selon une ligne ou une colonne (Laplace))

Soit A = (a;;) € M, (K) avec n > 2.

(i) Développement selon la i-éme ligne :

j =1

n
Jj=1 J

(ii) Développement selon la j-éme colonne :

Le résultat est indépendant du choix de la ligne ou de la colonne.

\

Démonstration. Montrons le développement selon la i-eme ligne. D’apres la formule de Leibniz :

det(A4) = Z sgn(o) H Ao or(k)-
k=1

oces,,

On regroupe les termes selon la valeur j = o(i) :

det(A) = Zaij Z sgn(o) H Uk o ()
k=1

j=1 oc6, =1
a(i)=j ket
Il faut montrer que la somme intérieure vaut (—1)""7M;;.

Fixons j et considérons une permutation o avec o(i) = j. Pour ramener la i-eéme ligne en
premiere position et la j-eme colonne en premiere position, on effectue ¢ — 1 échanges de lignes
adjacentes et j — 1 échanges de colonnes adjacentes, ce qui contribue un facteur (—1)1-1 =
<_1>i+j .

Plus précisément, a chaque o € G, avec o (i) = j, on associe bijectivement une permutation ¢’
de &,,_; sur les indices restants {1,...,n}\{i} = {1,...,n}\ {4}, avec sgn(c) = (—=1)""7 sgn(o’).
La somme intérieure devient :

Z Sgn(O’/) Hak/J/(k/) = (—1>l+‘7 ]\41‘7
K’

0’e6,,
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D’ou le résultat. Le développement selon une colonne se démontre de maniére analogue (ou en
appliquant le résultat & AT, cf. proposition 24). O

Exemple 22 (Développement d’un déterminant 3 x 3)

Calculons le déterminant suivant en développant selon la premiere ligne :

2 1 3
det |0 —1 4 :2det(_1 4)—1det(0 4)+3det(0 _1>.
= 2 -1 5 —1 5 2

On calcule : 2(1—8)—1(0—20)+3(0+5) = 2(—7) —1(—20) + 3(5) = —14+20+ 15 = 21.

Remarque 23 (Stratégie de calcul)

En pratique, on développe selon la ligne ou la colonne qui contient le plus de zéros,
afin de minimiser le nombre de termes a calculer. On peut aussi effectuer des opérations
élémentaires sur les lignes et colonnes pour créer des zéros avant le développement.

5.5 Propriétés complémentaires

5.5.1 Déterminant de la transposée

Proposition 24 (Déterminant de la transposée)

Pour toute matrice A € M, (K) :

det(AT) = det(A).

Démonstration. Notons B = AT, de sorte que b;j = aj;. Alors :

det(B) = Z sgn(a)Hbi’a(i) = Z sgn(o)HaU(i)’i.
i=1 i=1

oe6,, oe6,,

En posant 7 = o1 (et donc sgn(7) = sgn(c)), et en réindexant le produit par j = o (i), c’est-a-
dire i = 7(j) :

det(B) = Z sgn(T) f[aj’T(j) = det(A). O

T€EG,,

Remarque 25 (Conséquence importante)

Cette propriété signifie que tout résultat établi pour les colonnes vaut aussi pour les
lignes (et réciproquement). En particulier, le déterminant est aussi multilinéaire alternée
par rapport aux lignes.
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5.6. Comatrice et régle de Cramer

5.5.2 Matrices triangulaires

Proposition 26 (Déterminant d’une matrice triangulaire)

Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le produit de ses
coefficients diagonaux :

n

det(A) = H Q-

i=1
En particulier, det(I,,)) = 1 et det(A\I,,) = A™.

Démonstration. Si A est triangulaire supérieure (a,; = 0 pour 7 > j), alors dans la formule de

ij
Leibniz, un terme H?zl a; »(;) st non nul seulement si o(7) > i pour tout 4. La seule permutation
de {1,...,n} vérifiant o (i) > i pour tout i est I'identité (car 2?11 o(i) = Z?Zl i impose o (i) = 1).
Donc det(A) = sgn(Id) [[., a;; = H?:l ;. O

=1 it

5.5.3 Matrices par blocs

Proposition 27 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs)

Soient A € M ,(K), B € M ,(K) et C € M, ,(K). Alors :

det (‘g g) — det(A) - det(B).

De méme :

- (é g) — det(A) - det(B).

A C
0 B

i_1 ™M o(;) est non nul seulement si o(i) < p pour ¢ < p (car m; ; = 0 pour i > pet j <p
seulement si le bloc est nul, mais ici le bloc inférieur gauche est nul). Plus précisément, pour
i>p,onam,;;=0sij<p,donco(i) > p. Ainsi o doit préserver {1,...,p} et {p+1,...,p + g},
ce qui implique que o se décompose en 0, € &, et 05 € G, avec sgn(o) = sgn(oy) - sgn(oy). Le
(j)» et la somme donne det(A) - det(B). O

Démonstration. Notons M = ( ) € M, ,(K). Dans la formule de Leibniz, un terme

p+q

produit se factorise alors en Hle Qo (i) " Hj.zl bj.o,

5.6 Comatrice et regle de Cramer

5.6.1 Comatrice (matrice adjointe)

Définition 28 (Comatrice)

Soit A = (a;;) € M, (K). La comatrice (ou matrice des cofacteurs) de A est la matrice
Com(A) € M, (K) dont le coefficient (4, j) est le cofacteur A;; = (—1)""7M,;.
La matrice adjointe (adjugate en anglais) est :

~

A= (Com(A))".

Son coefficient (i,7) est donc Aj;; = (—1)"7Mj;.
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Théoréme 29 (Formule de la comatrice)

Pour toute matrice A € M, (K) :

A-A=A-A=det(A)-I

ne

Démonstration. Calculons le coefficient (7, k) du produit A - A

n

(A-A)y = Zaij <A>jk = Zaij Akj = Zaij (‘UkHMk]"
j=1 J=1

J=1

Cas i =k : C'est exactement le développement de det(A) selon la i-éme ligne (théoreme 21).

Cas i # k : La somme Z;;l aij(—l)k“'Mkj est le développement selon la k-éme ligne du
déterminant de la matrice A" obtenue en remplagant la k-éme ligne de A par la i-éme ligne.
Puisque A’ posséde deux lignes identiques (les lignes i et k), det(A”) = 0.

Donc (A - Z)Zk = ¢, det(A), c’est-a-dire A - A= det(A)-I,,. La preuve de A-A= det(A)- I,
est analogue (on développe selon les colonnes). O

Corollaire 30 (Formule de l’inverse par la comatrice)

Si A e GL,(K) (i.e. det(A) # 0), alors :

1~
A7l = A.
det(A)

Exemple 31 (Inverse d’une matrice 2 x 2)

Pour A = (CCL 2) avec ad —be # 0 :

5.6.2 Regle de Cramer

Théoréme 32 (Reégle de Cramer)

Soit A € GL,,(K) et b € K™. L’unique solution du systéme linéaire Ax = b est donnée par :

_ det(4)) .
YT et T

‘7n7

olt A; est la matrice obtenue en remplagant la j-¢éme colonne de A par le vecteur b :

Aj = (01 | | Cj—l | b | Cj+1 | | Cn)‘

Démonstration. Puisque A est inversible, le systéme admet une unique solution z = A~!b.
D’apres le corollaire 30 :

1
det(A) 4

n
=1

1
Aij % = Ger(a) <

7

T, = (A_lb)j =

J

(1M,
=1
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5.7. Déterminant et inversibilité

Or 3.7 (1) M, ; b; est le développement de det(A;) selon la j-éme colonne (dont les coeffi-

cients sont by, ..., b, ), d'ott x; = %% O
Exemple 33 (Systéme 2 x 2 par Cramer)

204+ 3y =95

par Cramer.
r—y=1

Résolvons {

det(A) = det (2 3 ) =—-2—-3=-5.

1 -1
i3
det1 1
_ —1) _ 53_ —8_38
&= 5 =75 T 55
(2 1)
det
_ N1 a5 53
= 5 =3 T35~ 5"

La regle de Cramer nécessite le calcul de n+1 déterminants nxn. Pour de grands systemes,
I’élimination de Gauss est bien plus efficace (O(n?) contre O(n! - n) pour Cramer via la
formule de Leibniz). La régle de Cramer est néanmoins utile pour les petites dimensions
et pour les démonstrations théoriques.

5.7 Déterminant et inversibilité

Théoréme 35 (Critére d’inversibilité)

Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;
(i) det(A) # 0;
(iii) les colonnes de A forment une base de K™ ;
)
)

(iv) les lignes de A forment une base de K" ;

(v) rg(A) =

Démonstration. Les équivalences (i)<>(iii)<(iv)<(v) ont été établies au chapitre 3.

(i)=(ii) : Si A est inversible, alors 1 = det(I,)) = det(A - A™!) = det(A) - det(A™1), donc
det(A) # 0.

(ii)=(i) : Sidet(A) # 0, alors A1 = det( N LA d’apres le corollaire 30, donc A est inversible. [

Corollaire 36 (Noyau et déterminant)

Soit A € M, (K). Le systéeme homogéne Az = 0 admet une solution non triviale si et
seulement si det(A) = 0.
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5.8 Déterminant d’un endomorphisme

Définition 37 (Déterminant d’un endomorphisme)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € End(FE). Le déterminant de f
est défini par :

det(f) := det(M 5(f)),

ou B est une base quelconque de E.

| '

Proposition 38 (Indépendance de la base)

Le déterminant d’un endomorphisme est bien défini : il ne dépend pas du choix de la base.

Démonstration. Soient B et B’ deux bases de F, et P la matrice de passage de B a B’. Alors
My (f) = PL M 5z(f) P. Par le corollaire 19 :

det(Mp (f)) = det(P~* My (f) P) = det(M (/).

O

Proposition 39 (Propriétés du déterminant d’un endomorphisme)
Soient f,g € End(F) avec dim E = n.
(i) det(ge f) = det(g) - det(f).
(ii) det(Idg) = 1.
(iii) f est un automorphisme si et seulement si det(f) # 0.
)

(iv) det(Af) = A™det(f) pour tout A € K.

5.9 Interprétation géométrique

5.9.1 Volume signé

Le déterminant posseéde une interprétation géométrique fondamentale en tant que wvolume
signé.

Proposition 40 (Déterminant et volume)

Soient vq,...,v, € R" et A= (vy |- | v,,) la matrice dont les colonnes sont ces vecteurs.
Alors :

(i) |det(A)| est le volume du parallélotope engendré par vy, ..., Vv,,.

(ii) Le signe de det(A) indique I'orientation : det(A) > 0 si la famille (vq,...,v,,) est

r'n

orientée positivement (méme orientation que la base canonique), det(A4) < 0 sinon.

5.9.2 Cas du plan : aire du parallélogramme

Dans R?, si u = (Z) et v= (Z), I'aire du parallélogramme engendré par u et v est :

a b
det <c d)‘ = |ad — bc|.
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5.9. Interprétation géométrique

v =(1,2) Aire =5

u=(3,1)

31
det(1 2)—6—1—5

Fig. 5.2 : Aire du parallélogramme : |det(A)| = 5.

5.9.3 Cas de ’espace : volume du parallélépipede

Dans R3, le volume du parallélépipede engendré par trois vecteurs u, v, w est :

Volume = |det(u | v | w)|.

Fig. 5.3 : Volume du parallélépipede : V = |det(u | v | w)|.

5.9.4 Orientation

Définition 41 (Orientation d’une base)

Soit B = (vy,...,Vv,,) une base de R”. On dit que B est orientée positivement (ou directe)
si det(vy | -+ | v,,) > 0, et orientée négativement (ou indirecte) sinon.

y y

% u
+
u v
T 1
det > 0 (directe) det < 0 (indirecte)

Fig. 5.4 : Orientation du plan : le signe du déterminant distingue les bases directes des bases
indirectes.
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5.10 Applications

5.10.1 Produit vectoriel dans R®

Définition 42 (Produit vectoriel)

Soient u = (uy, Us, u3) et v = (vy,v,,v5) dans R3. Le produit vectoriel ux v est le vecteur :

UgV3 — U3Vgy
U Uy — UgUy

On peut écrire symboliquement comme le développement selon la premiere ligne du
déterminant formel :

e, e, ey
uxv=det|u u; us
Uy Yy U3

Proposition 43 (Propriétés du produit vectoriel)

Pour u,v,w e R3 et A\€ R :

(i) u = —(v x u) (antisymétrie) ;

(ii) u x v est orthogonal & u et a v;

(iii) [u x v| = [u| |v] |sin 6| ou O est 'angle entre u et v;
)

(iv) u x v = 0 si et seulement si u et v sont colinéaires.

Le produit mizte [u, v,w] := (u X v, w) est égal a det(u | v | w). Son module est le volume
du parallélépipede construit sur u, v, w.

5.10.2 Formule de ’aire d’un triangle

Proposition 45 (Aire d’un triangle)

L’aire du triangle de sommets P, = (z1,y;), Py = (25,95), P3 = (75,y5) dans R? est :
1 ol (:cQ—arl x3—w1) 1
2 Yo=Y Ys— Y

Aire = = 2|(a:2—x1)(y3—y1)—(xg—xl)(yg—y1)|.

5.10.3 Déterminant de Vandermonde
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5.10. Applications

Théoréme 46 (Déterminant de Vandermonde)

Soient x;, xy, ..., x, € K. Le déterminant de Vandermonde est :

1 1 1

$1 $2 ces xn

— 2 2 2 |
V(zy,...,x,) =det | z¥ x5 - zh | = H (z; — ;).
: : . : 1<i<j<n
n—1 n—1 n—1
xl m2 ces $n

En particulier, V(z4,...,,) # 0 si et seulement si les z; sont deux a deux distincts.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n.

Casn=1:V(zx;) =1 et le produit vide vaut 1.
CasnzZ:V(a:l,:L‘g):det(l 1)21‘2—:31.
Ty L2

Hérédité : Supposons le résultat pour n—1. On effectue les opérations C; < C;—z; C,;_, pour
j=mn,n—1,..,2 (en partant de la derniére colonne). Cela ne change pas le déterminant et crée
des zéros dans la premiere ligne sauf en position (1,1). Plus précisément, aprés ces opérations la
premiere ligne devient (1,0,0,...,0) et le coefficient en position (7, j) pour ¢ > 2, j > 2 devient
i1 i—2 i—2

Tl xyxi Tt =2 (- @),

En développant selon la premiere ligne :

Vi(zy, ..., x,) = det((z; — ) - x§_2)2§i§n72§j§n'

En factorisant (z; — x,) dans chaque colonne j > 2 :

=
—

8

G

S
:\/

1
—=

(z; —21) - V(g, ..., 2,).

X . _ .
Par hypothese de récurrence, V(z,, ..., x,) = H2§i<j§n(xj —x;), d'ou :

=2 2<i<j<n 1<i<j<n

Le déterminant de Vandermonde intervient notamment dans :
o linterpolation de Lagrange (existence et unicité du polynéme interpolateur);
e la théorie des polynémes symétriques ;

e la preuve que des scalaires distincts donnent des vecteurs propres linéairement in-
dépendants.
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5.11 Exercices

Exercice 48 ( Calcul de déterminants 2 x 2 et 3 x 3)

Calculer les déterminants suivants :

&) i (g g) .

(b) det (_61 _42).
1 2 3

(c) det (4 5 6).
7T 8 9

2 -1 0
(d) det {3 1 —2].
1 4 3

Exercice 49 ( Signature de permutations)

I . (12 3 4
(a) Déterminer la signature de o = (3 1 4 2).

(b) Décomposer o en produit de transpositions et vérifier.

(c) Combien y a-t-il de permutations paires dans &, ?

Exercice 50 ( Matrices triangulaires et diagonales)

2 3 -1
(a) Calculerdet |0 5 4 |.

00 —3

(b) Montrer que det(AA) = A" det(A) pour A € M, (K).

(c) Calculer det(A) pour A = diag(dy,d,,...,d,).

Exercice 51 ( Opérations élémentaires)

1 2 3
Soit A=12 5 7 |.
3 7 11

(a) En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes, réduire A sous forme trian-
gulaire et en déduire det(A).

(b) Vérifier le résultat par un développement selon la premiére colonne.
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5.11. FExercices

Exercice 52 ( Déterminant d’un produit)

. (1 2 (0 1
Soient A = (3 4) et B = (_1 2).

(a) Calculer det(A), det(B) et det(AB) séparément.
(b) Vérifier que det(AB) = det(A) - det(B).
(c) A-t-on det(A+ B) = det(A) + det(B) ? Justifier.

r
\

Exercice 53 ( Comatrice et inverse)

1 0 2
Soit A=|—-1 3 1 [.
2 1 -1

(a) Calculer tous les cofacteurs A,;.

(b) En déduire la comatrice Com(A) et la matrice adjointe A.
(c) Vérifier que A - A = det(A) - I.
(d) Calculer A~

r
\

Exercice 54 ( Reégle de Cramer)

Résoudre les systémes suivants par la regle de Cramer :

) {3m+2y=7

z—y=1

r+y+z==6
(b) 22 —y+2=3

T+2y—z=2

Exercice 55 ( Développement selon une ligne ou colonne)

Calculer le déterminant de la matrice suivante par développement selon la colonne la plus
avantageuse :

103 0
210 —1
A= 00 2 4
301 0

Exercice 56 ( Déterminant et parameétre)

A1 0
Soit AAN)=[0 X 1].
1 0 A

(a) Calculer det(A()\)) en fonction de A.
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(b) Pour quelles valeurs de A la matrice A(X) est-elle inversible ?

(c) Pour A =2, calculer A(Q)_1 par la méthode de la comatrice.

Exercice 57 ( Déterminant de Vandermonde)

| r
\

1 11
(a) Calculer V(1,2,3) = det (1 2 3) directement, puis vérifier avec la formule

1 49
Hi<j(xj - sz)
(b) Montrer que si P € K,,[X] admet n + 1 racines distinctes, alors P = 0.

Indication : utiliser le déterminant de Vandermonde.

| r

Exercice 58 ( Formule de Leibniz et antisymétrie)

(a) Montrer directement a partir de la formule de Leibniz que si A a deux colonnes
identiques, alors det(A) = 0.

Indication : apparier les permutations o et oo (j k).
(b) En déduire que le déterminant est une forme alternée.

(c) Montrer que si car(K) # 2, une forme multilinéaire antisymétrique est alternée.
Donner un contre-exemple en caractéristique 2.

Exercice 59 ( Déterminant par blocs)

. (A
(a) Soit M = 0 D

det(A) - det(D).

—
sy

) avec A € M (K) et D € M (K). Montrer que det(M) =

(b) La formule det (é IB;) = det(A)-det(D)—det(B)-det(C) est-elle vraie en général ?

Donner un contre-exemple.

(c) Montrer que si A est inversible, alors det (é IB;) = det(A) - det(D — CA™'B).

o - 1 0\ .
Indication : multiplier par (_ CA-1 I) a gauche.

Exercice 60 ( Déterminant d’un endomorphisme)

| r

Soit E = R,[X] (polynomes de degré < 2) et f: E — E défini par f(P) = P(X+1)—P(X).

(a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(b) Ecrire la matrice de f dans la base B = (1, X, X?).

(c) Calculer det(f). L’endomorphisme f est-il un automorphisme ?
)

(d) Déterminer Ker(f) et Im(f).
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Exercice 61 ( Déterminant de matrices particuliéres)

(a) Calculer le déterminant de la matrice nxn dont tous les coefficients valent 1 (matrice
de uns).

Indication : soustraire la premiere ligne aux autres.

(b) Calculer le déterminant de la matrice n x n : A = (a;;) avec a,; = min(i, j).

Indication : effectuer L, <~ L, — L, ; pour i =n,n—1,...,2.

(c) Soit J,, la matrice n x n avec a;; = 1 pour tout i,j, et A = al, + 3J,,. Calculer
det(A) en fonction de a, 3 et n.

Indication : utiliser J2 = nJ,.

Résumé du chapitre

10.

11.

Ce qu’il faut retenir.

. Permutations. Le groupe symétrique &,, contient n! éléments. Chaque permutation
est un produit de transpositions, et sa signature sgn(o) € {+1,—1} est bien définie.

. Formule de Leibniz. det(A) = Z sgn(o) Hai,a(i).
ce6,, i=1

. Caractérisation axiomatique. Le déterminant est I'unique forme multilinéaire alter-
née normalisée (det([,) =1).

. Propriétés clés.

. Opérations élémentaires. Echange de lignes : facteur —1. Multiplication d’'une ligne
par A : facteur A. Ajout d’un multiple : déterminant inchangé.

. Développement de Laplace. Développement selon la i-éme ligne : det(4) =
Zj(_1>i+jaijMij'

Comatrice et inverse. A4 - A = det(A)-I,, dott A7t = ﬁA)E si det(A) # 0.

. Reégle de Cramer. z,; = (ileett((AAj))’

. Inversibilité. A inversible < det(A) # 0.

Déterminant d’un endomorphisme. det(f) est indépendant de la base; f est un
automorphisme ssi det(f) # 0.

Interprétation géométrique. |det(A)| est le volume du parallélotope ; le signe donne
I’orientation.
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12. Applications. Produit vectoriel, aire du triangle, déterminant de Vandermonde
V(zy,...,x,) = ]_[K].(acj —x;).
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Chapitre 6

Valeurs propres, vecteurs propres et
diagonalisation

Introduction

L’un des objectifs fondamentaux de l’algebre linéaire est de comprendre la structure d’un
endomorphisme en le ramenant, si possible, a une forme aussi simple que possible. La diagona-
lisation consiste a trouver une base dans laquelle la matrice de ’endomorphisme est diagonale :
Paction se réduit alors a de simples multiplications scalaires le long de directions privilégiées.

Cette idée est au coeur de nombreuses applications :

« Equations différentielles linéaires : la résolution du systéme X’ (t) = AX(t) se rameéne,
lorsque A est diagonalisable, & n équations scalaires indépendantes z;(t) = \;x;(1).

e Chaines de Markov : le comportement asymptotique d’une chaine de Markov est gou-
verné par les valeurs propres de sa matrice de transition.

e Analyse vibratoire : les modes propres d’'un systéme mécanique correspondent aux
vecteurs propres de la matrice de raideur.

o Analyse en composantes principales (ACP) : la réduction de dimension repose sur
les vecteurs propres de la matrice de covariance.

« Calcul de puissances de matrices :si A = Pdiag(\y, ..., \, )P}, alors A* = P diag(\},

ce qui permet de résoudre des récurrences linéaires.

n

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif (R ou C en pratique), E un K-espace
vectoriel de dimension finie n > 1, et f € End(E).

6.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 1 (Valeur propre, vecteur propre)

Soit f € End(E).

(i) Un scalaire A € K est une wvaleur propre de f s’il existe un vecteur v € E'\ {0} tel
que

f(v) = Av.

Le vecteur v est alors appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre .
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(ii) De maniére équivalente, A est valeur propre de f si et seulement si f — A1d n’est
pas injective, c’est-a-dire si et seulement si Ker(f — A1d) # {0}.

Définition 2 (Valeur propre et vecteur propre d’une matrice)

Soit A € M, (K). Un scalaire A € K est une valeur propre de A s'il existe un vecteur
colonne X € K"\ {0} tel que AX = \X, c’est-a-dire (A — AI,,) X = 0. Ceci revient a dire
que det(A —\I,,) = 0.

Si B est une base de E et A = M 5(f), alors X est valeur propre de f si et seulement si A
est valeur propre de A. De plus, si v est vecteur propre de f pour A, alors le vecteur de
coordonnées de v dans B est vecteur propre de A pour A.

Exemple 4 (Valeurs propres d’une matrice 2 x 2)

L (31
Soit A = (0 9
On résout det(A — AI,) =0:

. Cherchons les valeurs propres de A.

det (3? 2iA> — (3=A)2=\) =0.

Les valeurs propres sont A\; = 3 et Ay = 2.

Pour \; =3 : (A —3I,)X = 0 donne (8 _11) (5) = (8), soit y = 0. Les vecteurs

propres associés sont de la forme (”g), x # 0.

Pour A\, =2 : (A —2I,)X = 0 donne ((1) é) <z> = (8), soit x = —y. Les vecteurs

propres associés sont de la forme (;y), y # 0.

\.

Proposition 5 (Indépendance linéaire des vecteurs propres)

Soient Aq, ..., A, des valeurs propres distinctes de f, et soient v, ..., v,. des vecteurs propres
associés respectivement. Alors la famille (vq,...,v,) est libre.

\. J

Démonstration. Par récurrence sur r.
Initialisation : pour r = 1, v; # 0 donc (vy) est libre.
Hérédité : supposons le résultat vrai pour r—1 vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes. Supposons que
o vy + vy + -+, v, = 0. (6.1)

Appliquons f & cette relation :
A V] + A Ve + -+ A\ v, = 0.
En multipliant (6.1) par A, et en soustrayant :
(A = A )vi o (A — A, =0.
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6.2. Sous-espaces propres

Par hypothése de récurrence, (vy,...,v,_;) est libre. Comme les A\, — A, # 0 pour i < r, on
obtient a; = 0 pour ¢ = 1,...,r — 1. En reportant dans (6.1) : o, v, = 0, et comme v, # 0,
o, = 0. (]

Corollaire 6 (Nombre de valeurs propres)

Un endomorphisme d’un espace de dimension n posseéde au plus n valeurs propres dis-
tinctes.

6.2 Sous-espaces propres

Définition 7 (Sous-espace propre)

Soit A une valeur propre de f € End(E). Le sous-espace propre associé a A est

E\(f)=Ker(f —AId) ={veE]| f(v)=Av}.

Proposition 8 (E,(f) est un sous-espace vectoriel)

Pour toute valeur propre A de f, E\(f) est un sous-espace vectoriel de E, de dimension
> 1.

Démonstration. E,(f) = Ker(f — A1d) est le noyau d’un endomorphisme, donc un sous-espace
vectoriel de E. De plus, A étant valeur propre, il existe v # 0 tel que f(v) = Av, donc E, (f) #
{0} et dim E, (f) > 1. O

Proposition 9 (Somme directe des sous-espaces propres)

Soient Aq, ..., A, les valeurs propres distinctes de f. Alors la somme EM( f)+ EAQ( )+
-+ Ey (f) est directe. Autrement dit :

> B (=B By ()

7
i=1

Démonstration. 11 suffit de montrer que si vy + -+ v, = 0 avec v; € E, (f), alors v, =0
pour tout %. Parmi les v, non nuls, chacun est vecteur propre pour \;. Par la proposition 5, ces
vecteurs propres (associés a des valeurs propres distinctes) forment une famille libre. La relation
v, + -+ 4+ v, = 0 impose alors que tous les coefficients (ici tous égaux a 1) soient nuls, ce qui
n’est possible que si tous les v, non nuls n’existent pas, c’est-a-dire v, = 0 pour tout <. O

Exemple 10 (Sous-espaces propres d’une matrice 3 x 3)

210
Soit A = (0 2 O) . Les valeurs propres sont A\; =2 et Ay = 3.
00 3

010 1
Pour \; =2: A-2I; = (0 0 0) , donc Ey(A) = Vect ((0) ) On a dim Ey(A) = 1.
0 01 0
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-1 1 0 0
Pour \, =3: A-3I; = ( 0 -1 0) , donc E5(A) = Vect ((0) ) .Onadim E4(A) =
0 0 O 1

1.
Ici dim Ey(A) + dim F5(A) = 2 < 3 = dim E : la matrice A n’est pas diagonalisable,
comme nous le verrons plus loin.

6.3 Polynoéme caractéristique

Définition 11 (Polynéme caractéristique)

Soit A € M ,,(K). Le polynome caractéristique de A est le polynome
Xa(A) :=det(A—A,) € K[A].

Si f € End(E) et A= M 5(f) pour une base B de E, on pose x s := x 4. Ce polynéme ne
dépend pas du choix de la base B.

Indépendance du choiz de la base. Si B’ est une autre base et P la matrice de passage, alors
My (f) =P 1AP, et

det(PYAP —\I,)) = det(P7Y(A—\I,,)P) = det(P~1) det(A — \I,,) det(P) = det(A—\I,,). O

Proposition 12 (Propriétés du polynéme caractéristique)

Soit A € M,,(K). Alors :

(i) x4 est un polynome de degré n en \, de coefficient dominant (—1)" :

xa(A) = (=1)"A" + (=1)" T tr(A)A" L + - 4 det(A).

(ii

(iii) Le coefficient de (—1)""1A""! est tr(A).

L(0) = det(A).

) X
)

(iv) Ay est valeur propre de A si et seulement si x 4(Ag) = 0.
)

(v) Deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique.

Démonstration. (i) On développe det(A—AI,,). Le terme de plus haut degré provient du produit
diagonal (a;; —A)(agy —A) -+ (a,, —A), ce qui donne (=)™ +tr(A)(—=A)""1 4 -, soit (—1)"\" +
(=D)L tr(A)AL 4

(7i) x 4(0) = det(A—0-1,) = det(A).

(iii) Découle de (i).

(iv) Ay est valeur propre de A ssi Ker(A — A\yI,,) # {0} ssi A — \yI,, n’est pas inversible ssi
det(A — AyI,,) = 0ssi x4(Ag) =0.

(v) Déja prouvé dans la démonstration de I'indépendance du choix de base. (]



6.4. Théoreme de Cayley-Hamilton

Exemple 13 (Polyndéme caractéristique — cas 2 x 2)

a b
Pour A = (c d) 2
b

Xa(A) = det (a ; A do A) = (a—\)(d—\)—bc = \2—(a+d) A\ +(ad—bc) = A2 —tr(A) A +det

| r
\

Exemple 14 (Polyndéme caractéristique — cas 3 x 3)

1 20
Soit A = (0 3 1) (matrice triangulaire supérieure). Alors :
0 0 2

XaA) =1 =NB=1N2=-2)=-A=-DA=2)(A-3).

Les valeurs propres sont 1, 2 et 3. On retrouve que le polynéme caractéristique d’une
matrice triangulaire se lit directement sur la diagonale.

Proposition 15 (Cas d’une matrice triangulaire)

Si A est triangulaire (supérieure ou inférieure) avec des coefficients diagonaux a,y, ..., G,,,,
alors :

xa) = (e =V

En particulier, les valeurs propres de A sont exactement les coefficients diagonaux.

6.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréme 16 (Cayley-Hamilton)

Soit A € M,,(K) de polynéme caractéristique x 4(\) = (—1)"A"+c,, A" L+ +c; A +co.
Alors :
Xa(4) = (=1)"A" + ¢, A"+t e A+ oI, = 0.

Autrement dit, toute matrice carrée est racine de son propre polyndéme caractéristique.

\

Démonstration. Soit B(\) := ‘com(A — AI,,) la matrice adjointe (comatrice transposée) de
A — MI,,. Par la formule classique de l'inverse (ou de la comatrice) :

(A—AL)B(\) =det(A— ML) - I, = x4(\) - I,..

Chaque coefficient de B(\) est un cofacteur de A — AI,,, donc un polynéme en A de degré au
plus n — 1. On peut donc écrire :

B(\) = By + BJA+ ByA2 + -+ B, A",
ou By, By, ..., B,_; € M, (K) sont des matrices constantes (ne dépendant pas de \).
D’autre part, X 4(\) = ¢y + ;A + -+ ¢, AL+ (=1)mA
En développant (A — AI,,) B()\) :
(A= AL)(By+ BiA+ -+ B, A" = x4(N) - I,.
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On développe le membre de gauche et on identifie les coefficients de chaque puissance de A :
)\0 : ABO - CO ns
A ABy,— B, =yl

)\k: ABk_Bk 1:CkI

Al AB
A" =B, ;= (=1)"I,.

Multiplions la k-iéme relation (k = 0,1,...,n) par A* 4 gauche :
AO . ABO == COITH

AY(AB, — By) = ¢1 4,
A%(AB, — By) = A%,

Anil (ABn—l - Bn—Q) = Cn—lAnilv
A" (=B, ;) = (=1)" A"
En sommant toutes ces relations, le membre de gauche se téléscope : chaque terme A*B,

apparait une fois avec le signe + (dans la ligne k) et une fois avec le signe — (dans la ligne k£ — 1
sous la forme A¥1. AB, | = A*B, ;). Il reste :

0=col, + 1A+ A%+ +c, A"+ (=1)"A" = x4 (A). O
Exemple 17 (Vérification de Cayley-Hamilton)
1

Soit A = ( 2). On a x4(\) = A2 — 5\ — 2. Vérifions :

3 4
7 10 5 10 2 0 0 0
2 _ _ — _ _ —
AT =842 (15 22) (15 20) (0 2) (0 0)‘ v

6.5 Spectre d’'un endomorphisme

Définition 18 (Spectre)

Le spectre de f € End(F) est 'ensemble de ses valeurs propres :

Spec(f) == {AeK|x;A)=0}.

De méme, le spectre d’une matrice A € M, (K) est Spec(A) := { A € K| x4(A) =0}.

—1
Le spectre dépend du corps K. Par exemple, la matrice de rotation R = ((1) 0 ) a pour

polynome caractéristique xz(A) = A2 + 1. Si K = R, alors Spec(R) = 0); si K = C, alors
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6.6. Multiplicité algébrique et multiplicité géométrique

Spec(R) = {i, —i}.

6.6 Multiplicité algébrique et multiplicité géométrique

Définition 20 (Multiplicité algébrique)

Soit A une valeur propre de f. La multiplicité algébrique de X\, notée m,(\), est I'ordre de
multiplicité de A comme racine de x ;. Autrement dit, m,, (M) est le plus grand entier k tel
que (A\g — A\)F divise x #(A) (ot Ay est la variable du polynome), c’est-a-dire :

X5 (Ao) = (Ao = N)™MQ(X), Q) #0.

Définition 21 (Multiplicité géométrique)

| r

La multiplicité géométrique de la valeur propre A est la dimension du sous-espace propre
associé :

my(A) := dim E (f) = dim Ker(f — A1d).

Théoréme 22 (Encadrement des multiplicités)

Pour toute valeur propre A de f :

Démonstration. L'inégalité m,(A) > 1 résulte de la définition : A étant valeur propre, E,(f) #
{0} donc dim E,(f) > 1.

Montrons que m,(A) < m,()). Posons p = m()) et choisissons une base (vy,...,v,) de
E,(f). Complétons-la en une base B = (vy,...,V,, W, q,...,W,) de E. Dans cette base, la

matrice de f s’écrit :
A, C

onCeM (K) et D € M,,_,(K). Alors :

p,n—p

A-wI, C

= det (A ) < den(D -, )

O

Donc (A — )P divise x ¢(p1), ce qui donne m,,(A) > p = my(A).

Exemple 23 (Multiplicités distinctes)

2 10
Pour A = (0 2 O) (cf. exemple 10), on a x 4(A) = —(2 — X)2(3 — ).
0 0 3

o Pour A=2:m,(2) =2 et m,(2) = dim Ey(A) = 1. Iei m, <m,,.

o Pour A=3:m,(3) =1et m,(3) =dim E3(A) = 1. Ici m, = m,,.
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6.7 Diagonalisabilité

Définition 24 (Endomorphisme diagonalisable)

|
.
.
.
.
.

Un endomorphisme f € End(FE) est dit diagonalisable s'il existe une base de F formée de
vecteurs propres de f. De maniere équivalente, f est diagonalisable s’il existe une base B
de FE telle que M 5(f) soit une matrice diagonale.

|
.
.
.
.
.

Définition 25 (Matrice diagonalisable)

Une matrice A € M ,,(K) est dite diagonalisable 'l existe P € GL,,(K) telle que P~1AP
soit diagonale. Autrement dit, A est semblable & une matrice diagonale.

Si f est diagonalisable et si B = (vq,...,V,,) est une base de vecteurs propres avec f(v,) =
A;v;, alors :
A 0
Mg (f) = diag(Ay, ..., A,) = ( ) .
0 An

Si A = M(f) dans la base canonique et P est la matrice dont les colonnes sont les
coordonnées des v;, alors A = Pdiag(\,...,\,)P~ L.

Théoréme 27 (Critére de diagonalisabilité)

.
’
.
’
.
.
.
.
~

Soit f € End(FE) avec dim E = n. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de f.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.
(i) B=,_, E\(f).
(iii) E ydim B, (f) =n.
)

(iv) Le polynome caractéristique x, est scindé sur K et my(\;) = m,();) pour tout

ie{l,..,r}

Démonstration. (i) = (ii) : Si f est diagonalisable, il existe une base B = (v, ..., v,,) de vecteurs
propres. Chaque v; appartient a un sous-espace propre E,\Z_(j)( f). Comme B engendre F, on a
E=E, (f)+-+ E, (f). La somme est directe par la proposition 9.

(i) = (iii) : Immédiat : si la somme directe vaut E, la somme des dimensions vaut n.

(iii) = (iv) : Ona Y . my(X;) =n. Or 3 . m,(\;) <n (car degx; =n) et m,(N;) < m,(A;)
par le théoreme 22. Donc :

n= ng()\z) S Zma<>‘z> <

Toutes les inégalités sont des égalités. En particulier, Z, m,(\;) = n, ce qui signifie que x 7 est
scindé sur K (toutes les racines sont dans K et leurs multiplicités totalisent n = deg x f). De plus,
my(A;) = m,();) pour tout i.
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(iv) = (i) : Si x; est scindé et m,();) = m,();) pour tout i, alors

ZdimEAi(f) = ng()\i) = Zma@.) —n.

Par la proposition 9, la somme des sous-espaces propres est directe et de dimension n, donc
E =, E, (f). En prenant la réunion de bases de chaque E, (f), on obtient une base de E
formée de vecteurs propres. ]

Si f possede n = dim E valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration. Siles n valeurs propres sont distinctes, chacune a multiplicité algébrique 1, donc
multiplicité géométrique 1 (par ’encadrement). Le critére (iv) du théoreme 27 est vérifié. [

6.8

Algorithme de diagonalisation

Voici la procédure a suivre pour diagonaliser un endomorphisme f (ou une matrice A) :

Etape 1.

Etape 2.
Etape 3.
Etape 4.
Etape 5.

Etape 6.

Calculer le polynéme caractéristique x;(\) = det(4 — AI,,).

Trouver les racines de x; dans K. Ce sont les valeurs propres Ay,..., A, avec leurs
multiplicités algébriques m,(\;).

Vérifier que x; est scindé : la somme des multiplicités algébriques doit valoir n. Sinon,
f n’est pas diagonalisable (sur K).

Calculer les sous-espaces propres F, = Ker(A — \;I,,) en résolvant les systémes
linéaires.

Vérifier que dim E, = m,(A;) pour tout i. Si c’est le cas, f est diagonalisable; sinon,
non.

Former la matrice de passage P en juxtaposant les bases des sous-espaces propres.
On obtient P71AP = diag(\;, ..., Ay, Agy o, Ay )-

Diagonalisons la matrice A = (4 1).

Etape 1. x 4()\) = det (

2 3
4—A 1

o 4 A) = (4=N)(3=A)—2=A2—7TA+10 = (A=5)(A—2).

Etape 2. Les valeurs propres sont A\; = 5 et A, = 2, chacune de multiplicité algébrique 1.
Etape 3. x4 est scindé sur R.
Etape 4.

-1 1

o E;:(A—5I,)X =0, soit ( 9 _o

) X =0, dou z = y. Donc E5 = Vect G)

o Ey:(A—21,)X =0, soit (2 !

9 1) X =0, dou 2z +y = 0. Donc E, = Vect (_12)

Etape 5. dim E; = 1 = m,(5) et dim E, = 1 = m,(2). La matrice est diagonalisable.
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. (1 1 11 (2 -1
Etape6.P—(1 _2),P —_3(_1 1),et
5 0
-1 _
poar= (5 %)

Exemple 30 (Diagonalisation d’une matrice 3 x 3)

110
0 20
01 3

SOMZ( )

1—A
Etape 1. x4(\) = det

0 2—A 0

0 1 3—2A
Etape 2. Les valeurs propres sont A =1, Ay =2, A3 = 3, chacune simple.

Etape 3. x 4 est scindé sur R et les trois valeurs propres sont distinctes : A est diagona-
lisable (corollaire 28).

1 0

) = (1= N (2-N(E—N.

Etape4.
010
e B, :(A—I;)X =0avec A— I3 = (0 1 O)7d’of1y:0,z=0. Donc E;, =
01 2
1
Vect(O).
0
-1 1 0
o Ey: (A—2I5)X =0 avec A —2I; = (0 0 O),d’oﬁx:yety:—z.Donc
0 11
1
E2=Vect<1).
-1
-2 1 0
o Fy:(A—3I5)X =0 avec A—3I; = (0 —1 0),d’of1y=0etx=0. Donc
0 1 0

0
0

E3 = Vect (

Vérifions : A (

1

1
0

Etape 6. P = (
0

)
)

0
0
1

1
1

0
0

-1 1

0
0
3

0
0
1

)

) et P71AP = diag(1,2,3).
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6.9. Trigonalisation

6.9 Trigonalisation

Lorsqu’un endomorphisme n’est pas diagonalisable, on peut chercher la meilleure forme
simple suivante : une matrice triangulaire.

Définition 31 (Endomorphisme trigonalisable)

Un endomorphisme f € End(FE) est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure. Une matrice A est trigonalisable si
elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 32 (Critére de trigonalisation)

Un endomorphisme f € End(F) est trigonalisable si et seulement si son polynéme carac-
téristique x ; est scindé sur K.

En particulier, sur K = C, toute matrice est trigonalisable (car tout polynéme est scindé
sur C d’apres le théoréme fondamental de 'algebre).

\

Démonstration. (=) Si f est trigonalisable, il existe une base dans laquelle sa matrice est tri-
angulaire supérieure avec les coefficients diagonaux 45, ...,t,,,. Par la proposition 15, x ;(\) =
H?zl(tii — A), qui est scindé sur K.

(<) Par récurrence sur n = dim E.

Initialisation : si n = 1, toute matrice 1 x 1 est triangulaire.

Héreédité : soit n > 2. Comme x s est scindé, f admet au moins une valeur propre A; € K. Soit
v, # 0 un vecteur propre associé. Soit H un supplémentaire de Vect(v;) dans E (un sous-espace
tel que E = Vect(v,) & H, de dimension n — 1). Posons B; = (vy,h,,...,h,) une base de E
adaptée a cette décomposition. Dans cette base :

Ay
MBI (f) = ( 0 A/)
avec A" € M,,_;(K). Alors x t(A) = (A —A)x4/(A), et comme X est scindé, x 4/ 'est aussi. Par
hypothese de récurrence, A" est trigonalisable : il existe Q € GL,,_;(K) telle que Q~*A’Q soit
1 0
0 @

pour f dans la base correspondante. ]

triangulaire supérieure. En posant P = ( ) , on obtient une matrice triangulaire supérieure

Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable : il existe P € GL,,(C) et une matrice
triangulaire supérieure T telles que A = PTP~!. Les coefficients diagonaux de 7" sont les
valeurs propres de A (comptées avec multiplicité).

6.10 Polynéme minimal

Définition 34 (Polynéme minimal)

Soit f € End(FE). Le polynéme minimal de f, noté g, est le polyndome unitaire de plus
petit degré tel que p¢(f) =0 (I'endomorphisme nul).

De méme, le polynéme minimal de A € M, (K) est le polynéme unitaire 4 de plus petit
degré tel que p4(A) = 0.
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Proposition 35 (Existence et unicité)

Le polynoéme minimal existe et est unique. De plus, un polynéme P € K[X] vérifie P(f) =
0 si et seulement si py divise P.

Démonstration. Lespace End(E) est de dimension n2, donc la famille (Id, f, f2, ..., f*°) de n2+1

éléments est liée : il existe une relation non triviale Z;io a; f* = 0. Ceci montre 'existence d'un
polynéme annulateur non nul (et le théoreme de Cayley-Hamilton en fournit un de degré n).
Parmi tous les polynémes annulateurs non nuls, prenons-en un de degré minimal et rendons-le
unitaire : c’est py.

Unicité : si p/ est un autre polynéme unitaire annulateur de degré minimal, alors p; —
est annulateur de degré strictement inférieur a deg ¢, donc pyp — w =0.

Divisibilité : si P(f) = 0, effectuons la division euclidienne P = Qu,+ R avec deg R < deg 1.
Alors R(f) = P(f) — Q(f)us(f) = 0 —0 = 0. Par minimalité de degpy, on a R = 0, donc
py | P. O

/

Théoreme 36 (Relations entre 1, et x;)

(i) py divise x; (conséquence du théoreme de Cayley-Hamilton).

(ii) p; et x; ont les mémes racines (dans une cloture algébrique de K).

(iii) degu, <n = degx;-.

.

Démonstration. (i) Par le théoreme 16, x (f) = 0, donc p; | x; par la proposition 35.

(ii) Toute racine de p; est racine de x; (car py | x;). Réciproquement, soit A une racine
de x; : c’est une valeur propre de f. Soit v # 0 un vecteur propre associé. Alors u,(f)v =
ps(A)v = 0. Comme v # 0, on a pis(A) = 0.

(7ii) Conséquence immédiate de (i). O

Théoréme 37 (Polynéme minimal et diagonalisabilité)

L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si y1; est scindé a racines simples
sur K, c’est-a-dire :
Mf<>\) =A=A)A=X) - (A=2A,)

ol Aq, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f.

\.

Démonstration. (=) Supposons f diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle M (f) =
diag(Aq,...; A;, Ag, ooy A,). Posons P(A) = (A — Ay) (A — A,) (racines simples). On a P(f) =
(f =AM Id) oo (f — A Id). Dans la base de diagonalisation, chaque vecteur de base v; est
vecteur propre pour une certaine valeur propre )\ij, donc (f — )\ij Id)vj = 0, et par conséquent
P(f)v; = 0. Comme ceci vaut pour tous les vecteurs de la base, P(f) = 0. Donc p1; | P. Comme
g et x p ont les mémes racines et que P a les mémes racines que p ¢, le polynome pi; est a racines
simples. Comme i f | P et P est a racines simples, 7 est aussi a racines simples.

(=) Supposons p1; = (A—A;) - (A= A,) scindé & racines simples. Alors 1¢(f) = (f —A; Id)o
o (f—A.Id) = 0. Par le lemme des noyaux (appliqué aux polyndémes deux a deux premiers
entre eux A — \,;) :

E= éBKer(f—)\iId) - @Eki(f).

1=1

Donc f est diagonalisable. O
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Exemple 38 (Polyndéme minimal)

200
Soit A= [0 2 0].0nax,(\)=—(A—2)2(\—3).
0 0 3

1 0
o Ey(A)=Vect| (0], (1) ) , de dimension 2.
0 0

0
o E5(A)=Vect| |0 )
1

La matrice A est diagonalisable (c’est déja une matrice diagonale). Le polynéme minimal
est 4 (A) = (A —2)(A —3) (racines simples), de degré 2 < 3 = deg x 4.

6.11 Applications

6.11.1 Calcul de A*

Proposition 39 (Puissances d’une matrice diagonalisable)

Si A = P diag(\y,...,\,,) P71, alors pour tout k € N :

Ak = P diag(\}, ..., \F) p~L.

Démonstration. Par récurrence immédiate : A¥ = (PDP~1)* = PDkP~! = Pdiag(\}, ..., A\E)P~1.
(]

6.11.2 Récurrences linéaires : la suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie par Fy = 0, I} = let F, ,, = F, | + F,. Posons X, =

Fn+1 .
( I ) Alors :

n

11
X, =AX,_, avec A_<1 O).

Donc X,, = A" X, avec X, = (1))
Diagonalisons A : x 4(\) = A2 — XA — 1, de racines ¢ = et ¢ =
Les vecteurs propres sont v, = (f) et vy = (SD) Avec P = ( f) onaA =

1
Pdiag(p, )P, d’ou :

1+2\/5 (nombre d’or)

An=Pp (Q" Aon) Pt
0 @

En calculant la deuxieme composante de A" X, on obtient la formule de Binet :

w T () (5]
! N 2 2 '
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6.11.3 Chaines de Markov : état stationnaire
Considérons une chaine de Markov a deux états avec matrice de transition
0,7 04
M= (0,3 O,6> '
(Les colonnes somment & 1 : matrice stochastique.)
On a x;/(A) = (A—=1)(A—0,3), de valeurs propres A\; =1 et A\, =0,3.

Le vecteur propre associé & A\; = 1 (vecteur de probabilités stationnaires) vérifie Mr = T,

4 .
soit ™ = % (3) (normalisé pour que la somme des composantes vaille 1).

Comme |A\y] = 0,3 < 1, pour toute distribution initiale X, la suite X, = M™X, converge
vers 7 : I’état stationnaire est atteint.

6.11.4 Systemes d’équations différentielles linéaires

Considérons le systeme X' (t) = AX(t) avec A = (_01 _12)

On a x4(A) = (A+1)(A+ 2), de valeurs propres A\; = —1 et Ay = —2.

1
e E_, : vecteur propre v; = (O)

o E ,:(A+2I)X =0 donne <(1) (1)) X =0, soit vy = <_11>

Dans la base (v, vy), le systéme devient Y (¢) = diag(—1, —2)Y (¢), de solution y, (t) = ¢,e?,

Yo (t) = coe 2t En revenant a la base canonique :

1 -1 cret —coe?t
— t 2t _[&a 2
X(t) = cye (0> + cye (1 ) = ( cpe?t )

6.12 Illustrations

6.13 Exercices

Exercice 40 ( Valeurs propres d’une matrice 2 x 2)

.. (5 -3
SOltA_((j _4>.

(a) Calculer le polynéme caractéristique de A.

(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres.

(c) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.

Exercice 41 ( Valeurs propres d’une matrice 3 x 3)

2 0 O
Soit A=10 3 —1].
0 -1 3

(a) Calculer x 4(M).
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)
A; = 2 : étirement

Ay = —1 : retournement

fvi) =2v,

I
,/
.’ 7 f(w)
vy
fvy) =—v, /'/
A . w
\\ ,’ x
Vo

Fig. 6.1 : Action d’un endomorphisme sur ses vecteurs propres : 'endomorphisme étire le long
de v, (valeur propre 2) et retourne le long de v, (valeur propre —1).

base & base B’ de vecteurs propres
PP
AeM,(K) D = diag(A\y, ..., \,,)
Mg Mz
f € End(F) f diagonal dans B’

changement de base

Fig. 6.2 : Diagramme de diagonalisation : le passage de la matrice A (dans la base canonique &)
a la matrice diagonale D (dans la base de vecteurs propres B’) via la matrice de passage P.

(b) Déterminer Spec(A) et les sous-espaces propres.

(c) Diagonaliser A.

Exercice 42 ( Polynéme caractéristique et trace/déterminant)

Soit A = (Z Z) € M,(R).

a) Montrer que x 4(A) = A2 — tr(A)\ + det(A).
A

(b) En déduire que si A\;, A, sont les valeurs propres de A (dans C), alors A\; + A, = tr(A)

(c) Généraliser au cas n X n : montrer que la somme des valeurs propres (comptées avec
multiplicité) vaut tr(A) et leur produit vaut det(A).
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Exercice 43 ( Vérification de Cayley-Hamilton)

. (21
SmtA—(O 3).

(a) Calculer x 4(A).
(b) Calculer A2, puis vérifier que x 4(A) = 0.

(c) En déduire une expression de A~! comme polynome en A.

r
\

Exercice 44 ( Matrice non diagonalisable)

. (21
SmtA—(O 2).

(a) Déterminer y 4 ().
(b) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres.

(c) Comparer multiplicités algébrique et géométrique. Conclure sur la diagonalisabilité
de A.

(d) Calculer néanmoins A™ pour tout n € N en écrivant A = 2, + N avec N = (8 (1)>

et en utilisant la formule du bindme.

r
\

Exercice 45 ( Puissance d’une matrice)

L (3 =2
Soit A = (1 0 )
(a) Diagonaliser A.

(b) En déduire A™ pour tout n € N.

(c) Calculer A,

Exercice 46 ( Récurrence linéaire)

| '

On considere la suite définie par uy = 1, u; = 2 et u,» = Su,, ., — 6u,,.

U

A . , 9. U
(a) Ecrire cette récurrence sous forme matricielle : X, ; = AX, avec X, = ( "+1>.
n

(b) Diagonaliser la matrice A.

(c) En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

| '

Exercice 47 ( Polynéme minimal)

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer le polynéme minimal et dire si la matrice
est diagonalisable :

(a) A= (g g)
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100
c)c=]0 20
00 1
100
(d D=]0 10
00 2

Exercice 48 ( Diagonalisation et systéme différentiel)

"(t) = 3x(t) —y(t
Résoudre le systeme :v,( ) 2(8) —y(®) en diagonalisant la matrice du systeme.
y'(t) = —=(t) + 3y(t)

Exercice 49 ( Chaine de Markov)

Dans une ville, chaque jour, 80% des usagers du bus reprennent le bus et 20% passent au
vélo; 40% des cyclistes reprennent le vélo et 60% passent au bus.

(a) Ecrire la matrice de transition M.
(b) Diagonaliser M.

)
)
(c) Déterminer le vecteur de probabilités stationnaires.

(d) Si initialement tout le monde prend le bus, quelle est la répartition apres n jours?
Trouver la limite quand n — +oo0.

Exercice 50 ( Diagonalisation simultanée)

Soient A, B € M,,(K) deux matrices diagonalisables telles que AB = BA.

(a) Montrer que pour toute valeur propre A de A, le sous-espace propre F, (A) est stable
par B.

(b) En déduire que A et B sont simultanément diagonalisables : il existe P € GL,,(K)
telle que P~'AP et P~!BP soient toutes deux diagonales.

(c) Application : diagonaliser simultanément A = (; i) et B= (_32 _32)

Exercice 51 ( Endomorphisme et polynéme annulateur)

Soit f € End(E) avec dim E = n. On suppose que f2 = f (i.e., f est un projecteur).

(a) Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont 0 et 1.

Indication : si f(v) = Av, calculer f2(v).
(b) Montrer que p divise X? — X = X(X —1).

(c) En déduire que f est diagonalisable.
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(d) Montrer que E = Ker f @ Im f et interpréter les sous-espaces propres.

| r
\

Exercice 52 ( Cayley-Hamilton et calcul d’inverse)

1 11
Soit A=10 2 1].
0 0 3

(a) Calculer x 4(M).

(b) En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton, exprimer A~! comme un polynome
en A (de degré < 2).

(c) Calculer A~! par cette méthode et vérifier le résultat.

| V

Exercice 53 ( Trigonalisation)

210
Soit A=10 2 1].
0 0 2

(a) Montrer que A n’est pas diagonalisable.
(b) Déterminer le polynéme minimal de A.

(c) Calculer A™ en écrivant A = 215+ N ou N est nilpotente. Déterminer 'indice de
nilpotence de N et utiliser la formule du binéme (2I; + N)" = Zi:o (H)2" "k NE.

Exercice 54 ( Spectre et trace)

| '

Soit A € M, (K) de valeurs propres A, ..., A,, (comptées avec multiplicité, dans une cléture
algébrique).

(a) Montrer que tr(A*¥) = 2?21 AE pour tout k > 1.

Indication : trigonaliser A sur la cloture algébrique.
(b) En déduire que si A% = A, alors tr(4) = rg(A).

(c) Montrer que si A est nilpotente, alors tr(A¥) = 0 pour tout k > 1.

Résumé du chapitre

Ce qu’il faut retenir.

1. Valeur propre / vecteur propre. A € K est valeur propre de f si 3v # 0 tel que
f(v) = Av, ie. Ker(f — AId) # {0}.

2. Sous-espace propre. E,(f) = Ker(f — A1d) est un sous-espace vectoriel. Les sous-
espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.

3. Polyndme caractéristique. x;(\) = det(f — Ald), de degré n, avec x;(0) = det(f)
et coefficient de (—1)"'A""! égal & tr(f). Les valeurs propres sont les racines de x .
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10.

. Diagonalisabilité. f est diagonalisable ssi x; est scindé et m

Cayley-Hamilton. yx f( f) = 0 — toute matrice est racine de son polyndéme caractéris-
tique.

. Multiplicités. Pour toute valeur propre A : 1 < m (\) < m,(A).

g = M, pour chaque

valeur propre, ssi py est scindé a racines simples.

. Trigonalisation. f est trigonalisable ssi ) ; est scindé. Sur C, tout endomorphisme est

trigonalisable.

. Polynéme minimal. u; est le polynome unitaire annulateur de plus petit degré. Il

divise x s et a les mémes racines.

. Applications. Si A = PDP~! :

o AF = PDFP~1 (puissances).
» Résolution de récurrences linéaires (u,, , = Y a;U, ;)
e Chaines de Markov : ’état stationnaire est le vecteur propre pour A = 1.

o Systeémes différentiels : X’ = AX se résout par diagonalisation.
Formules clés.
o A inversible < 0 ¢ Spec(A).

e Matrices semblables = méme y, méme u, méme spectre, méme trace, méme dé-
terminant.
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Chapitre 7

Espaces préhilbertiens et orthogona-
lité

Introduction

Les chapitres précédents ont construit la théorie des espaces vectoriels, des applications
linéaires, du déterminant et de la diagonalisation. Cependant, cette théorie purement algébrique
ne permet pas de définir des notions fondamentales de la géométrie : longueur d’un vecteur,
angle entre deux vecteurs, distance entre deux points, ou encore perpendicularité.

Pour introduire ces notions géométriques dans un espace vectoriel, il faut le munir d’une
structure supplémentaire : un produit scalaire. C’est une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire dans
le cas complexe) qui généralise le produit scalaire usuel de R™. L’espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire est appelé espace préhilbertien, ou espace euclidien lorsqu’il est réel et de dimension
finie, et espace hermitien lorsqu’il est complexe et de dimension finie.

Ce chapitre est au cceur de nombreuses applications :

e Projection orthogonale : trouver le vecteur d’un sous-espace le plus proche d’un vecteur
donné (approximation au sens des moindres carrés).

e Procédé de Gram-Schmidt : construire une base orthonormée a partir d’une base
quelconque, ce qui simplifie considérablement les calculs.

e Analyse de Fourier : décomposer une fonction en somme de fonctions trigonométriques
orthogonales.

e Factorisation QR : décomposer une matrice en produit d’une matrice orthogonale et
d’une matrice triangulaire, outil fondamental du calcul numérique.

o Théoréme spectral : les matrices symétriques réelles (ou hermitiennes) sont diagonali-
sables en base orthonormée, résultat essentiel pour I’analyse en composantes principales.

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, E un K-espace vectoriel, et n = dim E lorsque F
est de dimension finie.
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7.1 Formes bilinéaires

Définition 1 (Forme bilinéaire)

Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire sur E est une application ¢: ExXE — R
qui est linéaire en chacune de ses variables :

(i) Pour tout v € E, l'application u — ¢(u,v) est linéaire.
(ii) Pour tout u € E, l'application v = ¢(u, v) est linéaire.
Autrement dit, pour tous u,u’,v € E et tout A € R :
plutu’,v) =p(u,v)+p’,v),  odu,v)=Apu,v),

et de méme en la seconde variable.

| r

Définition 2 (Symétrie, antisymétrie)
Soit ¢ une forme bilinéaire sur E.
(i) ¢ est symétrique si p(u,v) = p(v,u) pour tous u,v € E.

(ii) ¢ est antisymétrique si p(u,v) = —p(v,u) pour tous u,v € E.

Définition 3 (Matrice d’une forme bilinéaire)

| '

Soit B = (ey, ..., €,,) une base de E et ¢ une forme bilinéaire sur E. La matrice de ¢ dans

la base B est la matrice A = (a;;) € M, (R) définie par :
aij = gp(ei,ej), 1 < i,j <n.

Pour tous u,v € F de coordonnées X,Y € R™ dans B, on a :

n n

1

i=1 j=

| r

Proposition 4 (Changement de base pour les formes bilinéaires)

Si P est la matrice de passage de la base B a la base B, et si A (resp. A’) est la matrice
de ¢ dans B (resp. B’), alors :
A'=PTAP.

On dit que A et A’ sont congruentes.

Démonstration. Soient u,v € E de coordonnées X,Y dans Bet X',Y’ dans B'.Ona X = PX’
et Y = PY’, donc :

p(u,v)=XTAY = (PX) A(PY')=X'" (PTAP)Y".

O

Par unicité de la matrice représentant ¢ dans B’, on obtient A’ = PT A P.
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¢ est symétrique si et seulement si A = AT. En effet, p(u,v) = XTAY et p(v,u) =
YTAX = XTATY. L’égalité pour tous X,Y entraine A = AT.

7.2 Formes quadratiques

Définition 6 (Forme quadratique)

Soit ¥ un R-espace vectoriel. Une forme quadratique sur E est une application ¢: £ — R
telle qu’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E vérifiant :

q(v) = p(v,v) pour tout v € E.

On dit que @ est la forme polaire de q.

Proposition 7 (Identité de polarisation)

| r

La forme bilinéaire symétrique ¢ est entierement déterminée par la forme quadratique g,
via la formule de polarisation :

p(u,v) = Slg(u+v) —g(u) —q(v)] = 7[g(u+v) —g(u—v)].

1
4

Démonstration. Par bilinéarité et symétrie de ¢ :
gu+v)=pu+v,u+v)
::@(uau)+_¢(u7v)%_@(v?u)+_¢(vav)
=q(u) +2¢(u,v) +q(v).

D'ott p(u,v) = 3[g(u+v) —g(u) — ¢(v)]. De méme, g(u—v) = g(u) —2p(u,v) +¢(v), ce qui
donne la seconde formule par soustraction. O

Théoréme 8 (Loi d’inertie de Sylvester)

Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel £ de dimension n. Il existe une
base B de E dans laquelle la matrice de la forme polaire ¢ est diagonale :

Mz(p) = diag(1,...,1, —1,...,—1, 0,...,0).
D T s T st
p q n—p—q

De plus, les entiers p (indice de positivité) et ¢ (indice de négativité) ne dépendent pas
du choix de la base : ils sont des invariants de g. Le couple (p, q) s’appelle la signature de
q, et p+ q est le rang de q.

La signature (p, ¢) mesure le nombre de directions dans lesquelles ¢ est strictement positive
(p) ou strictement négative (¢). Une forme quadratique est :

o définie positive si (p,q) = (n,0), i.e. ¢(v) > 0 pour tout v # 0.

o définie négative si (p,q) = (0,n).
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o positive (ou semi-définie positive) si ¢ = 0, i.e. ¢(v) > 0 pour tout v.

e non dégénérée si p + q = n.

7.3 Produit scalaire

7.3.1 Cas réel

Définition 10 (Produit scalaire réel)

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire (-, -): E x
E — R qui est :

(i) symétrique : (u,v) = (v, u) pour tous u,v € E.

(ii) définie positive : (v,v) > 0 pour tout v € E, et (v,v) = 0 si et seulement si
v=0.

Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace préhilbertien réel. S’il est
de dimension finie, on 'appelle espace euclidien.

7.3.2 Cas complexe

Définition 11 (Forme sesquilinéaire)

Soit E un C-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire sur E est une application ¢: E X
E — C qui est :

(i) linéaire en la seconde variable : p(u, Av +v’) = Ap(u,v) + ¢(u, v’).

(ii) semi-linéaire (antilinéaire) en la premiere variable : p(Au + u’,v) = Ap(u,v) +
p(u’, v).

(Convention physique : la conjugaison porte sur le premier argument.)

| V

Définition 12 (Produit scalaire hermitien)

Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire hermitien (ou produit hermitien) sur E
est une forme sesquilinéaire (-,-): £ x E — C qui est :

(i) hermitienne : (u,v) = (v,u) pour tous u,v € E.

(ii) définie positive : (v,v) € R, (v,v) > 0 pour tout v € E, et (v,v) = 0 si et
seulement si v = 0.

Un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit hermitien est un espace her-
mitien.

La condition hermitienne entraine (v,v) = (v, v), donc (v,v) € R. De plus, dans le cas
réel, la condition hermitienne se réduit a la symétrie. On peut donc énoncer les résultats

118



7.4. Ezxemples fondamentauz

pour K = R ou C de maniére unifiée.

7.4 Exemples fondamentaux

Exemple 14 (Produit scalaire canonique de R™)

Sur E = R", le produit scalaire canonique est :

n
<X7y> = XTy = sz Yis X = ('Tla ,IEn), y= (ZJ17 7yn)'
=1

Il est bilinéaire, symétrique, et défini positif car (x,x) = 2?21 x? > 0, avec égalité si et
seulement si x = 0.

Exemple 15 (Produit hermitien canonique de C")

Sur E = C", le produit hermitien canonique est :

On vérifie immédiatement la sesquilinéarité, la condition hermitienne, et la positivité :
I 2
(Z,Z> - Zi=1|zi| > 0.

Exemple 16 (Produit scalaire L? sur €([a,b],R))

Sur lespace E = C([a,b],R) des fonctions continues de [a,b] dans R, on pose :
b
(o) = [ f@g)at
a
C’est un produit scalaire : la bilinéarité et la symétrie sont immédiates. Pour le caractere

défini positif : (f, f) = fab f(t)2dt > 0, et si (f, f) =0, alors f(t)? = 0 par continuité,
donc f = 0.

Exemple 17 (Produit scalaire a poids)

Soit w: [a,b] — R, une fonction continue strictement positive (fonction poids). Alors :

b
(f. 9 = / w(t) £(t) g(t) dt

est un produit scalaire sur €([a, b], R). Ce type de produit scalaire apparait naturellement
dans la théorie des polyndémes orthogonaux (Legendre, Tchebychev, Hermite, Laguerre).
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7.5 Norme, distance et inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 18 (Norme associée a un produit scalaire)

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien. La norme associée au produit scalaire est 'appli-

cation |-|: E — R, définie par :
IVl = v/ {v,v).

La distance entre deux vecteurs est d(u,v) := |[u—v|.

\

Théoréme 19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien (réel ou complexe). Pour tous u,v € E :

[(u, v)| <Jul - |v].

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si u et v sont liés (i.e. 'un est multiple scalaire de
lautre).

\.

Démonstration. Si v =0, les deux membres valent 0 et I'inégalité est triviale. Supposons donc

v # 0.

Cas réel. Pour tout t € R, considérons :
p(t) = [u—tv]* = (u—tv,u—tv) = [uf?> — 2t (u,v) + ?|v|*.

C’est un polyndéme du second degré en t & coefficients réels, avec coefficient dominant |v|? > 0,
et p(t) > 0 pour tout ¢t € R (car c’est le carré d’une norme). La condition de non-négativité d’un
trindme du second degré impose que le discriminant soit négatif ou nul :

A =4(u,v)? —4ul?|v|* <0,

d’ott (u,v)? < |ul?|v|?, ce qui est exactement 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Cas d’égalité. L’égalité a lieu si et seulement si A = 0, c’est-a-dire si et seulement si p
admet une racine réelle ¢, auquel cas p(t,) = |[u—tyv|* = 0, donc u = t,v : les vecteurs sont
colinéaires.

Cas complexe. Pour tout A € C, on a :

0 < fu—Av]® = Jul® = A, v) = A{u,v) + [AP|v]?.

Choisissons A = <\|li”||‘;> (qui minimise l’expression). On obtient :

[(u, v)|?

0< Jul*— TV

d’ott [(u,v)|? < [Jul|? - |[v]?, et en prenant la racine carrée :
[(u, v)| <[] - |v].

L’égalité a lieu si et seulement si [u — Av| =0, i.e. u= Av. O

Pour tous u,v € E :
a4 vl < Ja| +{v].
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Démonstration. On a :

JutvI? = ul? + 2R ((u,v)) + |v|?
< ul? + 2[{a, v)[ + v]?
2
< Jaf® + 2 Jallivl + VI = (] + Iv])",

en utilisant Cauchy-Schwarz a la derniere inégalité. On conclut en prenant la racine carrée. [

Proposition 21 (Propriétés de la norme)
La norme |-|| vérifie les propriétés suivantes :

(i) Séparation : |[v| =0< v =0.

(ii) Homogénéité : |Av| = |A||v| pour tout A € K.
(iii) Inégalité triangulaire : |[u+ v|| < |u| + |v]|.
De plus, elle satisfait I'identité du parallélogramme :

Ja+vI* + Ju = v|* = 2(Juf* + [v]?).

Définition 22 (Angle entre deux vecteurs)

| r
\

Soient u,v € E \ {0} dans un espace euclidien. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure
que :
PR/
= -l
On définit I’angle 0 € [0, 7| entre u et v par :
cosf = M
laf - v

7.6 Orthogonalité

Définition 23 (Vecteurs orthogonaux)

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien.
(i) Deux vecteurs u,v € E sont orthogonauz, noté u L v, si (u,v) = 0.

(ii) Une famille (vy,...,v,) est orthogonale si (v;,v;) = 0 pour tout i # j.
(iii) Elle est orthonormée (ou orthonormale) si de plus |v;| = 1 pour tout 4, i.e. (v;, v;) =

5.

7

Proposition 24 (Famille orthogonale et liberté)

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration. Soit (vq,...,v,) une famille orthogonale avec v; # 0 pour tout i. Supposons
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que Zle a,;v; = 0. En prenant le produit scalaire avec v, :

P
0= <Z a; VvV, vV > = Zai<vi7vk> = akl|vk“2'
i=1

Comme |v;||> > 0 (car v, # 0), on en déduit oy, = 0 pour tout k. La famille est donc libre. [J

Définition 25 (Orthogonal d’une partie)

Soit F' une partie de E. L’orthogonal de F est :

Li={veFE|(v,w)=0pour tout we F}.

Proposition 26 (Propriétés de ’orthogonal)

Soient F', G des sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien £ de dimension finie.
Alors :

(i) F* est un sous-espace vectoriel de E.
(i) E=Fe& F*.
(iii) dim F* = dim E — dim F.
(iv) (FH)*t=F.
(v) FCG = G*cF-
)
)

(vi) (F+G)t = FnG* .

(vii) (FNG)t =Ft+ G

Démonstration. (i) La linéarité du produit scalaire en chaque variable assure que F* est stable
par combinaison linéaire.

(i) Montrons d’abord que F N F+ = {0} : si v.€ FNF*, alors (v,v) =0 (car v € F* et
v € F), donc v = 0.

Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de F' (dont l'existence sera établie par le procédé de
Gram-Schmidt, théoréme 31). Pour tout v € E, posons :

p
V= Z(ei,v>ei, VpLi=V—Vp.

i=

—_

On a v € F. Vérifions que v, € F* : pour tout j € {1,...,p},

Mws

<ej,VFL = e, e;) <ej,v> — (ej,v> =0.

z:l
Donc v =vy+ v € F+ F*. Avec F N F+ = {0}, on obtient £ = F @ F*.
(iii) Conséquence immédiate de (ii) : dim F* = dim E — dim F.
(iv) L’inclusion F' C (F*4)* est claire (si v € F, alors (v, w) = 0 pour tout w € F'*). L’égalité
des dimensions dim(F*)* = n —dim F* =n — (n — dim F) = dim F donne 1'égalité.
Les propriétés (v)—(vii) se vérifient par double inclusion & partir des définitions. O
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Théoréme 27 (Théoréme de Pythagore)

Soient u,v € E deux vecteurs orthogonaux. Alors :

Ju+vI* = [uf? + v

Plus généralement, si (v, ... ,vp) est une famille orthogonale, alors :
P 2 P
_ 2
E Vil = E v =
i—1 i—1

Démonstration. |[u + v[|? = (u+v,u+v) = [u|®> + (u,v) + (v,u) + |[v|? = |u|® + |v|?
puisque (u,v) = 0 entraine aussi (v,u) = (u,v) = 0. La généralisation se fait par récurrence
immédiate. O

7.7 Projection orthogonale

Définition 28 (Projection orthogonale)

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien £ de dimension finie. D’apres
la décomposition E = F @ F*, tout vecteur v € E s’écrit de maniére unique :

V=Vp+ Vg, vp€F, vp €F*L

L’application proj,: £ — E définie par proj,.(v) := vy est la projection orthogonale sur
F parallelement & F*.

Théoréme 29 (Caractérisation de la meilleure approximation)

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E, et soit
v € E. L’élément vy = proj,(v) est I'unique élément de F' qui minimise la distance de v
aF

|v = ve| = min|v —w| = d(v, F).
weF
De plus, v est caractérisé par les deux conditions :

(ii) v—vp L F,ie. (v—vp,w) =0 pour tout w € F.

Démonstration. Pour tout w € F,onav—w = (V—vp) + (Vvp — W), avec v— vy € F* et
vy —Ww € F. Ces deux vecteurs sont orthogonaux, donc par le théoreme de Pythagore :

Iv—wl?=v—vpl* +vp = w|* > |v = vg|*.

L’égalité a lieu si et seulement si |[vp — w|| = 0, i.e. w = v. L’unicité est ainsi prouvée. O
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Proposition 30 (Formule de la projection orthogonale)

Si (ey,...,e,) est une base orthonormée de F, alors :

prOjF(V) = Z(eb V> €.

1

Démonstration. Posons v = Ele(ei, v)e; € F. Pour tout j :

(e, v—vg)=(e;v)— Z(ei,v) 5;; = 0.

7

Donc v — vy € F, et par unicité de la décomposition E = F @ F*, v = proj (v). O

7.8 Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme 31 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit (vy,...,v,) une famille libre dans un espace préhilbertien E. Il existe une famille
orthonormée (ey, ..., e,) telle que :

Vect(eq, ..., e;) = Vect(vy,...,v,) pour tout k € {1,...,p}.

De plus, on peut choisir les e;, de sorte que (e, v,) > 0.

\

Démonstration. On procede par récurrence sur k.

Initialisation (k= 1). On pose e, := "Xﬁ (bien défini car v, # 0 puisque la famille est libre).
On a |e;|| =1 et Vect(e;) = Vect(v,).

Hérédité. Supposons construits ey, ..., €;,_; orthonormés avec Vect(ey, ... ,e;) = Vect(vy,...,v;)
pour j < k— 1. Posons Fj_; = Vect(ey,...,e,_) et :

k—1

Wy =V — Z(ei, Vk> e, =V, — PIVOJ'lr:kf1 (Vk)
i=1

~

Le vecteur w, est la composante de v, orthogonale a F}_;. Comme v, ¢ F}_; = Vect(vy,...,v,_1)
(la famille (v;) étant libre), on a w;, # 0.
Vérifions 'orthogonalité : pour tout j € {1,...,k — 1},

e
—

(o W) = (e, vi) = D (e vi) {e €] = (ey,vy) — (e),v,) = 0.
=9

-
Il
—

ij

On pose alors e, := ”z—:”, qui vérifie e, | =1 et e, L e; pour j < k. De plus :

k-1
Vk == Wk‘ + Z(ez7vk> e,L' E VeCt(el, ,ek.),
i1
donc Vect(vy,...,v,) C Vect(e,,...,e;). Comme e, est combinaison linéaire de v, et des e,
(i < k), et que Vect(eq,...,e,_;) = Vect(vy,..., v, ;) par hypotheése de récurrence, l'inclusion
réciproque est vérifiée. D’ot I’égalité des sous-espaces. O
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Exemple 32 (Gram-Schmidt dans R?)

Orthonormalisons la base (v, vy, v3) de R? avec le produit scalaire canonique, ot :

) ) )

Etape 1. |v{| = VI +1+0=+/2, donc e; 12 ( )
0

Etape 2. (€, vy) = =(1-141-04+0-1) —\/Lﬁ

1 1 1 1/2 1/2
Wy =V, — (€], Vy) e, = (0) —\/%% (1) = (0 — (1/2) = (—1/2).
1 0 1 0 1
1

Etape 3. (e, v3) = %2(04— 140) ==,

72 +
0 1 2/3
Wy =vVy— (e, Vs)e; — (e, Vi) e, = (1) -1 (1) -3 (—1) = ( 2/3 )
1 0 2 2/3

=1
Iw] = %\/5, donc e3 = \/Lg ( 1 )
1

On peut vérifier que (e;,e;) = J;;.

S

7.9 Bases orthonormées

Corollaire 33 (Existence de bases orthonormées)

Tout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormée.

Démonstration. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & une base quelconque. O
Proposition 34 (Coordonnées dans une base orthonormée)
Soit (eq, ..., e, ) une base orthonormée de E. Pour tout v € E :

Les scalaires (e;, v) sont les coefficients de Fourier de v dans la base (e;).

2 . 7 . n . . .
Démonstration. En écrivant v =)~  «,e; et en prenant le produit scalaire avec e, on obtient

(ej,v) = aj. O
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Théoréme 35 (Identité de Parseval)

Soit (eq,...,e, ) une base orthonormée de E. Pour tous u,v € E :
n
<ll, V> = Z <ei7 11> <eia V>'
i=1

En particulier :

n
IVI> = _I{es, v)I*.
i=1

\.

Démonstration. En décomposant u =) a,e; et v = Zj Bje; avec a; = (e;,u) et B; = (e;, V) :

ERRTOSLES SERNES 9 SELRIEAES ot -
i Y i . ¢
ij
Théoréme 36 (Inégalité de Bessel)
Soit (e, ...,e,) une famille orthonormée (non nécessairement base) de £. Pour tout v €
E:
P
> Heu ) < vl
i=1
L’égalité a lieu si et seulement si v € Vect(ey, ..., e,).
Démonstration. Posons F' = Vect(ey, ..., e,) et vp = proj(v) = f=1<ei, v) e,. Par le théoréme
de Pythagore :
P P
IVIZ = Ivel? + v =vel? =) e v)I* + v —=vpl? = ) l{e; v)I*
i=1 =1
L’égalité a lieu ssi [v —vp| =0, ie. v=vyp € F. O

7.10 Matrices orthogonales et unitaires

Définition 37 (Matrice orthogonale)
Une matrice @ € M, (R) est orthogonale si :
QTQ =1,

ou de maniére équivalente, Q7' = Q. L’ensemble des matrices orthogonales de taille n
forme un groupe pour la multiplication, noté O(n) et appelé groupe orthogonal.

Définition 38 (Matrice unitaire)

| V

Une matrice U € M, (C) est unitaire si :
UU=1,

ou de maniére équivalente, U~! = U*. L’ensemble des matrices unitaires de taille n forme
le groupe unitaire U(n).

126



7.10. Matrices orthogonales et unitaires

Proposition 39 (Caractérisations des matrices orthogonales)

Pour @ € M, (R), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est orthogonale.

(ii) Les colonnes de @ forment une base orthonormée de R™.

)

)
(iii) Les lignes de @ forment une base orthonormée de R™.
(iv) @ conserve le produit scalaire : (@x,Qy) = (x,y) pour tous x,y € R".
)

(v) @ est une isométrie : Qx| = ||x|| pour tout x € R™.

Démonstration. (i)<(ii) : QTQ = I, signifie que le produit scalaire de la i-éme et de la j-éme
colonne de @ vaut 9,;.

(i) (iii) : Si QTQ = I,,, alors Q est inversible et QQT = I, ce qui signifie que les lignes
sont orthonormées.

()= (iv) : {@x,Qy) = (%) Qy =x"QTQy = xTy = (x.¥).

(iv)=(v) : prendre y = x.

(v)=(i) : par l'identité de polarisation, |@x|| = |x]| pour tout x entraine (@Qx, Qy) = (x,y),
dou x"(QTQ — I,,)y = 0 pour tous X,y, ce qui impose Q'Q = I,,. O

Proposition 40 (Déterminant d’une matrice orthogonale)

Si Q € O(n), alors det(Q) = +1.

O

Démonstration. det(QTQ) = det(QT) det(Q) = det(Q)? = det(I,,) = 1.

Définition 41 (Groupe spécial orthogonal)

Le groupe spécial orthogonal est :
SO(n):={Q € 0O(n) |det(Q)=1}.

Les éléments de SO(n) sont les rotations de R™.

Exemple 42 (Matrices de SO(2))

Les éléments de SO(2) sont les matrices de rotation d’angle 6 :

cosf —sinf
Ry = (sinG cos @ )’ OE IR

Les éléments de O(2) \ SO(2) (de déterminant —1) sont les réflexions : S, =

cosf sinf
sinf —cos)’
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7.11 Opérateur adjoint

Définition 43 (Adjoint d’un endomorphisme)

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien de dimension finie et f € End(FE). L’adjoint de f
est I'unique endomorphisme f* € End(E) tel que :

(f(u),v) = (u, f*(v)) pour tous u,v € E.

Théoréme 44 (Existence et unicité de I’adjoint)

Pour tout f € End(F), 'adjoint f* existe et est unique.

Démonstration. Unicité. Si g, et g, satisfont la propriété, alors (u, g;(v) — g5(v)) = 0 pour tous
u,v. En prenant u = g;(v) — g5(v), on obtient g,(v) = g5(v) pour tout v.
FEzistence. Soit (eq,...,e,,) une base orthonormée de E. Posons A = M z(f). Définissons g

’rn

par M 4(g) = A* (ou AT dans le cas réel). Alors :
(f(n),v) = (AX)Y = X*A*Y = (u,g(v)),

ou X,Y sont les vecteurs de coordonnées dans la base orthonormée. Donc g = f*. O

Proposition 45 (Propriétés de 1’adjoint)

Soient f,g € End(E) et A € K. Alors :

(v) Ker(f*) = (Im f)* et Im(f*) = (Ker f)*.

\.

Démonstration. Les propriétés (i)—(iv) se déduisent de la définition par unicité de I’adjoint.
Pour (v) : v € Ker(f*) si et seulement si f*(v) = 0, si et seulement si (u, f*(v)) = 0 pour

tout u, si et seulement si (f(u),v) = 0 pour tout u, si et seulement si v L Im(f), i.e. v € (Im f)*.

La seconde égalité s’obtient en appliquant la premiére a f* et en utilisant (f*)* = f. O

Dans une base orthonormée B, si A = M4(f), alors M 4z(f*) = A* (ou AT si K = R).
C’est pourquoi on écrit souvent A* pour la matrice adjointe.

Définition 47 (Endomorphismes spéciaux)

Soit f € End(F) sur un espace préhilbertien de dimension finie.

(i) f est auto-adjoint (ou symétrique si K = R, hermitien si K = C) si f* = f. En base
orthonormée, cela correspond & A = A*.

(ii) f est orthogonal (si K = R) ou wunitaire (si K = C) si f*o f = Id, i.e. f est une
isométrie.
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(iii) f est mormal si f*o f = fo f*. J

7.12 Applications

7.12.1 Approximation aux moindres carrés

Considérons un systeme linéaire Ax = b avec A € M, ,(R) et m > n (systeme surdétermi-
né, plus d’équations que d’inconnues). En général, ce systéme n’a pas de solution. On cherche
alors x* € R™ qui minimise |Ax — b|?, c’est-a-dire le vecteur x* tel que Ax* soit la projection
orthogonale de b sur Im(A).

Le vecteur x* minimisant |Ax — bl est I'unique solution (si A est de rang n) de :

AT Ax* = ATb.|

Démonstration. La condition d’optimalité est b — Ax* 1 Im(A), i.e. (Ay,b — Ax*) = 0 pour
tout y € R™. Cela donne y" AT (b — Ax*) = 0 pour tout y, d’ou ATAx* = ATb. O

7.12.2 Apercu de la factorisation QR

Le procédé de Gram-Schmidt fournit une factorisation matricielle importante. Si A € M, . (R)
est de rang n (colonnes linéairement indépendantes), en appliquant Gram-Schmidt aux colonnes
ay,...,a, de A, on obtient une famille orthonormée qg, ..., q,,. Ceci conduit a :

A=QR,

ot Q € M,,.,(R) a des colonnes orthonormées (QTQ = I,)) et R € M, (R) est triangulaire
supérieure avec des éléments diagonaux strictement positifs. La factorisation QR est un outil
fondamental en calcul numérique pour résoudre les systémes aux moindres carrés et calculer les
valeurs propres.

7.12.3 Apercgu des séries de Fourier

Sur l'espace C([—m, 7], R) muni du produit scalaire (f, g) = %f:; f(t)g(t)dt, la famille :

(\}5 cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), )

est orthonormée. La projection orthogonale d’une fonction f sur le sous-espace engendré par les
2N + 1 premiéres fonctions est le polynéme trigonométrique :

N
Syf(t) = % + Z(ak cos(kt) + by, sin(kt)),

k=1

01\1 ak —
L’inégalit

) cos(kt)dt et b, = ff f(t)sin(kt) dt sont les coefficients de Fourier de f.
ssel assure :

L f
¢ de B

N
o , Za +07) < /f t)? dt,
9 k

et l'identité de Parseval (pour les séries de Fourier) affirme que 1’égalité a lieu a la limite N —
~+00.
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7.13 Illustrations

Fig. 7.1 : Projection orthogonale de v sur un sous-espace I’ : le projeté proj,(v) est le point de
F le plus proche de v, et le vecteur v — proj,(v) est orthogonal a F.

Fig. 7.2 : Procédé de Gram-Schmidt en dimension 2 : a partir de v; et v,, on construit e;
(normalisation de vy) puis wy = vy — proj, (vy), et enfin e, (normalisation de wy).

7.14 Exercices

Exercice 49 ( Produit scalaire et norme sur R?)

Soit E = R? muni du produit scalaire canonique.
(a) Calculer (u,v), |ul, |[v]| et I'angle 6 entre u et v, pour u = (1,2) et v = (3,—1).

(b) Trouver tous les vecteurs de R? de norme 1 orthogonaux a u = (3,4).
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Fig. 7.3 : Angle 0 entre deux vecteurs : le cosinus de ’angle est donné par le rapport du produit
scalaire au produit des normes.

Exercice 50 ( Vérification des axiomes)

Déterminer si les applications suivantes définissent un produit scalaire sur R? :
(a) ¢(x,y) = 2191 — T1Yp — Tayy + 4Ty,
(b) ¥(x,¥) = 21y1 — T1Y3 — TaYs + T2Ys.
(€) X(x,¥) = 231y; + 1Yy + Toy; + 29y

Indication : vérifier la bilinéarité, la symétrie et le caractere défini positif. Pour ce dernier,
examiner la matrice associée.

Exercice 51 ( Orthogonal d’un sous-espace)

1 0
Dans R?® muni du produit scalaire canonique, soit F' = Vect ( (1) , (1) ) .

0

(a) Déterminer F*.

(b) Vérifier que R®* = F @ F*.

1
(c) Calculer la projection orthogonale de v = (2) sur F.
3

Exercice 52 ( Gram-Schmidt dans R?)

Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base v, = (3,4), v = (1,0) de R? muni du
produit scalaire canonique.

Exercice 53 ( Inégalité de Cauchy-Schwarz)

(a) En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ avec des vecteurs bien choisis,
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montrer que pour tous réels a,, ..., a,, :

n 2 n
(Z ai> <n Z a?.
i=1 i=1

(b) En appliquant Cauchy-Schwarz sur €([0,1],R), montrer que pour toute f €
e([0,1,R) :
1 2 1
( / f(t)dt> < [ swra.
0 0

Exercice 54 ( Matrice de Gram et produit scalaire)

Soit (vy,...,Vv,) une famille de vecteurs d'un espace préhilbertien E. La matrice de Gram
est la matrice G € M ,(K) définie par G,; = (v;,Vv;).

(a) Montrer que G est hermitienne (symétrique si K = R) et semi-définie positive.
(b) Montrer que det(G) = 0 si et seulement si la famille (v,) est liée.

(c) Calculer la matrice de Gram de la famille v; = (1,0,1), v, = (1,1,0) dans R3.

Exercice 55 ( Projection orthogonale et distance)

1 0
Dans R* muni du produit scalaire canonique, soit F' = Vect (1) , (1)
0 1

(a) Construire une base orthonormée de F'.
(b) Calculer la projection orthogonale de v = (1,2, 3,4) sur F.
(¢) En déduire d(v, F).

Exercice 56 ( Gram-Schmidt et factorisation QR)

11
Soit A=1|1 0]{.
0 1

(a) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux colonnes de A pour obtenir une famille
orthonormée (q,qs).

(b) Ecrire la factorisation A = QR ot Q a des colonnes orthonormées et R est triangu-
laire supérieure.

(c) Utiliser cette factorisation pour résoudre le systéme aux moindres carrés Ax ~ b
avec b = (1,0,0).
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Exercice 57 ( Matrices orthogonales)
(a) Montrer que le produit de deux matrices orthogonales est orthogonal.
(b) Montrer que 'inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale.

(c) Déterminer toutes les matrices de O(2) et les classer en rotations et réflexions.

2 -1 2
(d) La matrice § ( 2 2 —1) est-elle orthogonale ? Si oui, est-elle dans SO(3) ?
-1 2 2

Exercice 58 ( Endomorphisme auto-adjoint)

Soit £ = R muni du produit scalaire canonique et f: E — E défini par f(z,y,2) =
2z + vy, x + 2y, 2).

(a) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique.
(b) Vérifier que f est auto-adjoint.

(c) Diagonaliser f en base orthonormée.

Exercice 59 ( Polynémes orthogonaux de Legendre)

| r

Sur E = R,[X] (polynomes de degré < 2), on définit le produit scalaire :

(P,Q) = [ 1 P(t)Q(t) dt.

(a) Vérifier que c’est bien un produit scalaire.

(b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base (1, X, X?) pour obtenir une base
orthogonale (P, P;, P,).

(c) Normaliser pour obtenir une base orthonormée.

(d) Les polynoémes P, P;, P, obtenus sont (& un facteur multiplicatif pres) les premiers
polynomes de Legendre. Vérifier que P,(t) est proportionnel a % (3t —1).

Exercice 60 ( Moindres carrés : régression linéaire)

On dispose des données (z;,¥;)1<;<4 suivantes : (1,2), (2,3), (3,5), (4,4). On cherche la

droite y = a + bx qui minimise Z?zl(yi —a—bx;)?%
(a) Formuler ce probleme comme un systéme surdéterminé Ac =y avec ¢ = (a, b).
(b) Ecrire et résoudre les équations normales.

(c) Calculer lerreur résiduelle |[Ac* — y|.
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Exercice 61 ( Isométries du plan)

.
|
.

Soit f: R?> — R? un endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A €
My (R).

(a

(R
)

(b) En déduire que toute isométrie de R2 est soit une rotation, soit une réflexion.
)

(c

Montrer que f est une isométrie si et seulement si A € O(2).

Soit f la réflexion par rapport a la droite passant par l'origine et faisant un angle
a avec 'axe des abscisses. Montrer que :

M(f) = (cos?a sin 2« )

sin2a  —cos 2«

(d) Montrer que la composée de deux réflexions par rapport & des droites passant par
Porigine est une rotation, et déterminer son angle en fonction des angles des deux
droites.

| r
.
.
.
\

Exercice 62 ( Adjoint et noyau)
Soit f € End(E) sur un espace euclidien de dimension n.
(a) Montrer que rg(f) = rg(f*) = rg(ATA) on A = M(f) dans une base orthonormée.

(b) Montrer que Ker(f* o f) = Ker(f).
Indication : considérer (f*(f(v)),v) = | f(v)|*.

(c) En déduire que rg(ATA) = rg(A) pour toute matrice réelle A.

| '
.
.
.
.

Exercice 63 ( Approximation de Fourier)
Sur €([—m, 7], R) muni du produit scalaire (f, g) = %f:; f(t)g(t) dt, on considere f(t) = t.
(a) Calculer ag, a;, = %f_:tcos(kt) dt et b, = %f_:tsin(kt) dt pour k > 1.

b) Ecrire le polynoéme trigonométrique Sy f(t) de meilleure approximation de f a
Y N
l'ordre N.

(c) En utilisant 'identité de Parseval (a la limite), montrer que koo = = =

Résumé du chapitre

Ce qu’il faut retenir.

1. Forme bilinéaire et forme quadratique. Une forme bilinéaire symétrique ¢ est
représentée par une matrice symétrique. La forme quadratique associée est ¢(v) =
(v, V), et on peut retrouver ¢ a partir de g par polarisation. La loi d’inertie de Sylvester
assure que la signature (p, q) est un invariant.

2. Produit scalaire. Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique (cas réel) ou
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10.

sesquilinéaire hermitienne (cas complexe), définie positive. Il permet de définir norme,
distance et angle.

. Cauchy-Schwarz. |(u,v)| < |u| - |v], avec égalité ssi u et v sont colinéaires. Consé-

quence : inégalité triangulaire.

. Orthogonalité. u L v ssi (u,v) = 0. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls

est libre. En dimension finie, £ = F @ F* et dim F* = dim E — dim F.

. Projection orthogonale. proj.(v) est 'unique élément de ' le plus proche de v. En

base orthonormée de F' : proj(v) = >_.(e;,v)e;.

. Gram-Schmidt. Algorithme d’orthonormalisation : & partir d’'une famille libre, on

construit une famille orthonormée engendrant les mémes sous-espaces. Tout espace pré-
hilbertien de dimension finie admet une base orthonormée.

. Parseval et Bessel. En base orthonormée complete : [v]|> = 3 |(e;, v)[* (Parseval).

Pour une famille orthonormée partielle, on a I'inégalité de Bessel <.

. Matrices orthogonales et unitaires. Q € O(n) < QTQ = I, : les colonnes forment

une base orthonormée. det(Q) = +1; SO(n) ={Q € O(n) | det @ =1}.

. Adjoint. f* est I'unique endomorphisme tel que (f(u),v) = (u, f*(v)). En base ortho-

normée, M (f*) = M(f)". Ker(f*) = (Im f)".
Applications.

o Moindres carrés : ATAx* = ATb.
o Factorisation QR : A = QR (Gram-Schmidt sur les colonnes).

e Séries de Fourier : projection orthogonale sur les sous-espaces trigonométriques.
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Chapitre 8

Théoreme spectral et matrices symé-
triques

Introduction

Les matrices symétriques occupent une place privilégiée en algebre linéaire : elles apparaissent
naturellement dans de trés nombreux contextes appliqués et jouissent de propriétés spectrales
remarquables qui les rendent particulierement maniables.

Voici quelques-unes de leurs occurrences les plus fréquentes :

« Matrices de covariance : en statistiques, la matrice de covariance ¥ = E[(X —pu)(X—u)T]
d’un vecteur aléatoire est symétrique (et semi-définie positive). L’analyse en composantes
principales (ACP) repose entierement sur sa diagonalisation.

. . . . . 2 .
 Hessiennes : en optimisation, la matrice hessienne H(r) = ( 83 afz -) d’une fonction de
i,

classe C? est symétrique, et la nature de ses valeurs propres détermine la nature des points
critiques.

« Formes quadratiques : toute forme quadratique ¢(x) = x' Ax peut étre associée a une
matrice symétrique A, et sa classification (définie positive, semi-définie, indéfinie) est dictée
par les valeurs propres de A.

e Vibrations et modes propres : en mécanique, I’équation M3 + Kz = 0 conduit au
probléme aux valeurs propres généralisé Kv = w?Muv ou K et M sont symétriques.

e Graphes et réseaux : la matrice laplacienne d’un graphe est symétrique et semi-définie
positive ; ses valeurs propres gouvernent la connectivité et les processus de diffusion sur le
graphe.

Le résultat central de ce chapitre — le théoréme spectral — affirme que toute matrice symé-
trique réelle (ou hermitienne complexe) est orthogonalement diagonalisable : il existe une base
orthonormée de vecteurs propres. Ce théoréme est I'un des résultats les plus importants et les
plus utilisés de toute ’algebre linéaire.

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, F désigne un espace vectoriel de dimension
finie n > 1 muni d’un produit scalaire (réel) ou hermitien (complexe). On note (-,-) ce produit
et ||-|| la norme associée.
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8.1 Opérateurs auto-adjoints

Définition 1 (Adjoint d’un endomorphisme)

Soit F un espace préhilbertien de dimension finie et f € End(FE). L’adjoint de f, noté f*,
est 'unique endomorphisme de E vérifiant

Yu,v € E, (f(u),v) = (u, f*(v)).

L’existence de f* découle du théoreme de représentation de Riesz appliqué a la forme
linéaire v — (f(u),v). L'unicité provient de la non-dégénérescence du produit scalaire :

si (1,9, (v)) = (u,g,(v)) pour tout u, alors g, = gs.

Proposition 3 (Matrice de I’adjoint)

Soit B une base orthonormée de E et A = M 5(f).
(i) Sur R : Mz(f*)=AT
(ii) Sur € : M 4(f*) = A* = AT.

Démonstration. Soient (ey, ..., e, ) la base orthonormée B, et A = (a,;), B = (b;;) les matrices
de f et f*.On a

Donc B = A*. Sur R, aj; dou B= AT. O

Définition 4 (Opérateur auto-adjoint (symétrique/hermitien))

Un endomorphisme f € End(E) est dit auto-adjoint (ou symétrique si K = R, hermitien
si K=C) si f* = f, c’est-a-dire

Vuve B, (f(u),v) = (u, f(v)).
En termes matriciels (dans une base orthonormée) :
o sur R: AT = A (matrice symétrique),

o sur C: A* = A (matrice hermitienne).

\.

Exemple 5 (Matrices symétriques et hermitiennes)

3

2
La matrice A = ( 1 ) est symétrique réelle : AT = A.

La matrice B = (2 4 ) est hermitienne : B* = B. On note que les éléments

diagonaux sont réels et que b, =
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Proposition 6 (Propriétés élémentaires des opérateurs auto-adjoints)

Soit f un opérateur auto-adjoint sur E.

(i

) (f(v),v) € R pour tout v € E (méme si K= C).

(ii) Si g est aussi auto-adjoint et «, 5 € R, alors af + g est auto-adjoint.
)
)

(iii) Si f est inversible, alors f~! est auto-adjoint.

(iv) Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces orthogonaux : Ker(f) = Im(f)*.

Démonstration.
(i) (f(v),v) = (v, f(v)) = (f(v),v), donc (f(v),v) € R.
(i) (af +Bg)" = af* + Bg" = af + Bg (car o, B € R).
(iti) (f~H(w),v) = (fH (), f(f7 (V) = (f(f (), f (V) = (u, f (V).
(iv) v € Ker(f) < f(v) =0 < (f(v),u) =0Vu < (v,f(u) =0Vu < ve
Im(f)*. O

8.2 Valeurs propres réelles

Théoréme 7 (Les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint sont réelles)

Soit f un opérateur auto-adjoint sur un espace préhilbertien complexe (ou euclidien) de
dimension finie. Alors toutes les valeurs propres de f sont réelles.

Démonstration. Soit A € C une valeur propre de f et v # 0 un vecteur propre associé : f(v) =
AvV.

Calculons (f(v),v) de deux manieres.

D’une part :

<f(V),V> = <)‘V7V> = >‘<V7V> = )‘”V”2

D’autre part, comme f est auto-adjoint :
(f(v),v) = (v, f(v)) = (v, \v) = X(v,v) = A|v]*.
Puisque v # 0, ||v]? > 0, et en égalant :

AVE=Av2 = A=A = AeR O

a R . . . 0o -1\ .
Ce résultat est faux sans hypotheése sur le produit scalaire : la matrice ( 10 ) vérifie
AT = —A (antisymétrique) et posséde les valeurs propres 4i. En revanche, pour une

matrice symétrique réelle, la preuve ci-dessus s’applique en travaillant dans C™ muni du
produit hermitien standard.

8.3 Orthogonalité des vecteurs propres
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Théoréme 9 (Orthogonalité des sous-espaces propres)

Soit f un opérateur auto-adjoint. Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de f, alors
les sous-espaces propres F,(f) et E,(f) sont orthogonaux :

AF = E\(f) L E,(f)

Démonstration. Soient u € E\(f) et v € E,(f). Alors f(u) = Au et f(v) = pv.
D’une part :

(f(u),v) = (Au,v) = A(u, V).

(On utilise que A € R d’apres le théoreme 7.)
D’autre part, par auto-adjonction :

(f(0),v) = (u, f(v)) = (u, pv) = fi{u, v) = p(u, v).

En soustrayant :
(A=) (u,v) = 0.

Comme X # p, on conclut (u,v) = 0. O

8.4 Théoreme spectral pour les matrices symétriques réelles

Théoréme 10 (Théoréme spectral réel)

Soit A € M, (R) une matrice symétrique (AT = A). Alors :
(i) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

(ii) II existe une matrice orthogonale P € O(n) (PTP = I,,) et une matrice diagonale
D = diag(\y, ..., A,) telles que
A=PDPT.

(iii) Les colonnes de P forment une base orthonormée de R" constituée de vecteurs
propres de A.

De maniere intrinseque : tout opérateur auto-adjoint sur un espace euclidien de dimension
finie admet une base orthonormée de vecteurs propres.

\

Démonstration. La preuve procede par récurrence forte sur la dimension n.

Initialisation : pour n = 1, toute matrice A = (a) est triviallement symétrique et diagonale ; on
prend P = (1) et D = (a).

Hérédité : supposons le résultat vrai pour tout espace euclidien de dimension < n, et soit f un
opérateur auto-adjoint sur un espace euclidien £ de dimension n.

Etape 1 : Existence d’une valeur propre réelle.

Considérons la matrice A = M 4(f) dans une base orthonormée B. Comme AT = A, on
peut voir A comme une matrice hermitienne dans C™. Le polynéme caractéristique y 4(\) =
det(A — AI,,) est de degré n a coefficients réels. Par le théoreme fondamental de 1’algebre, il
possede au moins une racine A\; € C. Par le théoreme 7, A\; € R.

Etape 2 : Choix d’un vecteur propre unitaire.
Soit v; € FE un vecteur propre associé a \; avec ||v,| = 1.
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Etape 3 : Invariance du complément orthogonal.
Posons W = (Vect(v,))* = {w € E : (w,v,) = 0}. Montrons que W est stable par f.
Soit w € W. Alors :

(f(w),vy) = (w, f(vy)) = (W, A;vy) = A(w, vq) = 0.

Donc f(w) € W : le sous-espace W est invariant par f.

Etape 4 : Application de I’hypothése de récurrence.

La restriction g = f|y, € End(W) est auto-adjointe sur I'espace euclidien W (le produit
scalaire est hérité de F) de dimension n — 1. Par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée (v,,...,v,,) de W constituée de vecteurs propres de g (donc de f), associés & des

valeurs propres réelles Ay, ..., A,,.

Etape 5 : Conclusion.

La famille (vy,v,,...,V,) est une base orthonormée de E (car v; L W et (vg,...,Vv,,) est
orthonormée dans W). Chaque v, est vecteur propre de f pour A,.

En posant P = (v | vy | =+ | v,,), la matrice dont les colonnes sont les v,, on obtient
P € 0(n) et PTAP = D = diag()y, ..., \,), soit A= PDPT. O

Soit A € Sym,_(R). Alors R™ possede une base orthonormée formée de vecteurs propres
de A, et le polynéme caractéristique de A est scindé sur R.

L’écriture A = PDPT signifie que I'application linéaire associée a A agit par :
(1) rotation (passage en coordonnées dans la base propre via PT),
(2) dilatation le long des axes propres (multiplication par les valeurs propres via D),

(3) rotation inverse (retour a la base de départ via P).

8.5 Théoreme spectral pour les matrices hermitiennes

Théoréme 13 (Théoréme spectral hermitien)

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne (A* = A). Alors :
(i) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

(i) Il existe une matrice unitaire U € M, (C) (U*U = I,) et une matrice diagonale
réelle D = diag(Aq, ..., A,,) telles que

A=UDU".

(iii) Les colonnes de U forment une base orthonormée de C" (pour le produit hermitien
standard) constituée de vecteurs propres de A.

\

Démonstration. La preuve est identique a celle du théoreme 10, en remplacant « orthogonal »
par « unitaire», « transposée» par « transconjuguée» et le produit scalaire euclidien par
le produit hermitien. L’existence d’une valeur propre est immédiate car C est algébriquement
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clos, et la réalité des valeurs propres est assurée par le théoreme 7. L’argument d’invariance du
complément orthogonal reste valide : si f(vy) = A\;v; avec A\ € Ret w L vy, alors (f(w),v;)

(w, F(v1)) = A (w,v,) =0, .

8.6 Diagonalisation orthogonale : procédure et exemples

La procédure de diagonalisation orthogonale d'une matrice symétrique réelle A € Sym_ (R)
se déroule en quatre étapes :

Etape 1. Polynéme caractéristique : calculer x,(\) = det(A — AI,) et trouver ses racines
ALy -y A, (avec multiplicités).

Etape 2. Sous-espaces propres : pour chaque A;, déterminer Ey = Ker(A— \,;1,,) par résolution
du systéeme homogene.

Etape 3. Orthonormalisation : si dim E,, > 1, appliquer le procédé de Gram-—Schmidt pour
obtenir une base orthonormée de chaque sous-espace propre. (Les vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes sont déja orthogonaux par le théoréme 9.)

Etape 4. Assemblage : former P en juxtaposant les vecteurs propres orthonormés, et D = PTAP.

Exemple 14 (Diagonalisation orthogonale d’une matrice 2 x 2)

. (5 2
801tA—(2 2).

Etape 1. x4(A\) = (5—A)(2—X) —4 = X2 =7\ +6 = (A — 1)(\ — 6). Valeurs propres :
)\1 = 17 )\2 = 6.
Etape 2.

4 2 1

=l Z 2
o E;=Ker(A—6I,) =Ker ( 9 _4> = Vect (1)

Etape 3. On normalise : v, = \/Lg (_12>, vy = \/ig (?) On vérifie : (vq,vy) = £(2—2) =

VB -2 1 0 6

Exemple 15 (Diagonalisation orthogonale d’une matrice 3 x 3)

211
Soit A=11 2 1].
11 2

Etape 1. On calcule :

Etape 4.P—A(1 2),1): (1 O),etAzPDPT.

Xa(d) =-A=HA-1)2
Valeurs propres : A\; =4 (multiplicité 1), A\, = 1 (multiplicité 2).
Etape 2.

1
1
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u =wy, |u| = V2.

o E, =Ker(A—1I;) = { (

Etape 3. Pour E, : v,

X

Y
%

_ 1
= 1].
1

—1
0
1

({4

) x+y+z:o}zvect((

Pour Ey, on applique Gram—Schmidt. Posons w,; = (

—1
1
0

)|

—1
1
0

—1
0
1

) ()
)-8

). On a |u,| = +/3/2.

—1
1
0

—1
0
1

~1/2
—1/2
1

-1 -1
Apres normalisation : vy = \/Li ( 1 ) , V3 = % (—1) .
0 2
Etape 4.
1/vV3 —1/vV2 —1/v6 400
P= (1/\/§ 1/vV2 —1/\/6), D= (0 1 0).
1/vV3 0 2/v/6 00 1

8.7 Opérateurs normaux

Définition 16 (Opérateur normal)

Un endomorphisme f € End(FE) est dit normal si f commute avec son adjoint :
fof*=f*of.

En termes matriciels (dans une base orthonormée), A est normale si A*A = AA*.

Les classes suivantes sont toutes constituées d’opérateurs normaux :

),

o opérateurs anti-auto-adjoints (f* = —f),

o opérateurs auto-adjoints (f*

o opérateurs unitaires/orthogonaux (f* = f1).

Lemme 18 (Caractérisation par la norme)

f est normal si et seulement si ||f(v)|| = | f*(v)| pour tout v € E.

Démonstration. On a | f(v)[* = (f(v), f(v)) = (f*f(v), V) et de méme | f*(v)[* = (ff*(v), V).
Done [ f(v)I? = |F*(V)[> = ((f*f = FF)(v), V).

Si f est normal, f*f = ff* et Uexpression est nulle. Réciproquement, si (g(v),v) = 0 pour
tout v avec g = f*f — ff* auto-adjoint, alors g = 0 (par polarisation), donc f*f = ff*. O
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Théoréme 19 (Théoréme spectral pour les opérateurs normaux sur C)

Soit E un espace hermitien de dimension finie et f € End(F). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) fest normal : fo f*= f*o f.

(ii) Il existe une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de f.

En termes matriciels : A € M, (C) est normale si et seulement s’il existe une matrice
unitaire U telle que A = U diag(Aq, ..., A\,,)U*.

\

Démonstration.
(ii) = (i) : Si A = UDU* avec D diagonale, alors A* = UDU*, et AA* = UDDU* = UDDU* =
A*A car DD = DD (matrices diagonales commutent).

(i) = (ii) : Par récurrence sur n = dim F.

Pour n = 1, c’est trivial. Supposons le résultat pour n — 1 et soit f normal sur E de
dimension n.

Comme C est algébriquement clos, f possede une valeur propre A; et un vecteur propre
unitaire v, : f(vy) = A\;vy.

Fait clé : v, est aussi vecteur propre de f* pour la valeur propre \,. En effet, |(f* —
MID (V)| = |(f = A Id)(vy)|| = 0, en utilisant le lemme 18 appliqué & 'opérateur normal
=X Id

Posons W = (Vect(vy))*. Pourw € W : (f(w),vy) = (w, f*(vy)) = (W, \;vy) = A (w,v,) =
0. Donc W est stable par f.

De méme, (f*(w),v,) = (w, f(v;)) = A\ (w,v;) = 0, donc W est stable par f*. Ainsi
g = flw est normal sur W (de dimension n — 1). Par hypothese de récurrence, W possede une
base orthonormée de vecteurs propres de g, et on conclut en ajoutant v;. ]

8.8 Matrices définies positives et semi-définies positives

Définition 20 (Matrice définie positive, semi-définie positive)

Soit A € Sym,_(R).
(i) A est définie positive si xT Ax > 0 pour tout x € R" \ {0}.
(ii) A est semi-définie positive si x' Ax > 0 pour tout x € R".

(iii) Les notions de définie négative et semi-définie négative s’obtiennent en inversant les
inégalités.

(iv) A est indéfinie si elle n’entre dans aucune des catégories précédentes.

On note A > 0 (définie positive), A = 0 (semi-définie positive).

\

Théoréme 21 (Caractérisations des matrices définies positives)

Pour A € Sym,_(R), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est définie positive : xT Ax > 0 pour tout x # 0.

(ii) Toutes les valeurs propres de A sont strictement positives : A\; > 0 pour i = 1,..., n.
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(iii) Tous les mineurs principaux dominants de A sont strictement positifs (critére de
Sylvester) : Ay =det(A; 41 x) >0pour k=1,...,n.

v) Il existe une matrice triangulaire inférieure L a coefficients diagonaux strictemen
iv) Il exist trice tri laire inféri L 3 flicients di trict t
positifs telle que A = LLT (décomposition de Cholesky).

(v) 1l existe une matrice inversible B telle que A = BT B.

Démonstration. Nous démontrons les implications principales.

(i) = (i) : Soit A une valeur propre de A et v un vecteur propre associé (|v| = 1). Alors
0<v'Av =AMv'v =), donc A > 0.

(ii) = (i) : Par le théoréme spectral, A = PDPT avec D = diag()\;,...,\,), \; > 0, et P
orthogonale. Pour x # 0, posons y = PTx #+ 0 :

n
x'"Ax =y'Dy = Z \yZ > 0.
i—1

(i) = (iii) : Si A > 0, alors pour tout k < n, la sous-matrice A, = A; ,, , est définie
positive (restreindre & x = (zy,...,7,0,...,0)T). Donc ses valeurs propres sont positives, et

(ii) = (iv) : Si A, > 0, on pose A = PDPT = PDY2(PD'2)" = (DY2PT) (DV/2PT) avec
D2 = diag(\/A, ..., v/A,). La factorisation de Cholesky proprement dite s’obtient ensuite par

un algorithme constructif (élimination de Gauss adaptée).
(iv) = (v) : prendre B = L.

(v) = (i) : x"Ax = x" BT Bx = | Bx|? > 0, avec égalité si et seulement si Bx = 0, c’est-a-dire
x = 0 car B est inversible. O

Proposition 22 (Critére de Sylvester)

Soit A € Sym,_ (R).
(i) A>0 < A, >0 pour tout k =1,...,n.
(i) A <0 < (—1)*A, >0 pour tout k =1,...,n.

Pour la semi-définie positivité, il faut vérifier que tous les mineurs principaux (pas seule-
ment les dominants) sont > 0.

Exemple 23 (Critére de Sylvester appliqué)

2 -1 0
A=]1-1 3 —1]{.
0o -1 2

0)=10—2=8>0.
Par le critere de Sylvester, A est définie positive.

2

. _31> =6—-1=5>0, Ay=det(A)=2(6—1)+1(—2—
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8.9 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

Théoréme 24 (Décomposition en valeurs singuliéres)

Soit A € M,,..,,(R) une matrice quelconque. Il existe :
o une matrice orthogonale U € O(m),
» une matrice orthogonale V' € O(n),

e une matrice ¥ € M,,,,(R) de la forme % = diag(oy,...,0,,0,...,0) avec p =
min(m,n) et oy > 0y > - >0, >0,

telles que A =UXVT.

Les o, > 0 sont les valeurs singuliéres de A : ce sont les racines carrées des valeurs propres
non nulles de ATA (ou de AAT). Le nombre de valeurs singuliéres non nulles est égal au
rang de A.

\.

Idée de la preuve. La matrice ATA € Sym, (R) est semi-définie positive. Par le théoreme spec-
tral, ATA = VDVT avec V orthogonale et D = diag(c?,...,02,0,...,0), ; > 0.

Pour i =1,...,r, posons u; = %Avi ot les v, sont les colonnes de V. On vérifie que les u,
sont orthonormés :
2
o“
— TYT _ 7 —
<ui,uj) = O'z»O']Vi A Avj o 5ij = 517

On compléte (uy,...,u,) en une base orthonormée (uy,...,u,,) de R™ et on pose U = (u, |
- | u,,). Alors Av, = o,u; pour i < r et Av, = 0 pour ¢ > r, ce qui donne AV = UX, soit
A=UxVT O

L écriture A = UXV " décompose 1'application linéaire x - Ax en trois étapes :
(1) rotation/réflexion dans R™ (via V'),
(2) dilatation le long des axes et éventuellement changement de dimension (via X),
(3) rotation/réflexion dans R™ (via U).

Géométriquement, I'image de la sphere unité de R™ par A est un ellipsoide dans R™ dont

les demi-axes ont pour longueurs o4, ...,0,.

Exemple 26 (SVD d’une matrice 2 x 2)

. (3 0
So1tA—<0 1).

9 0
TAg_

A'A = 01
la SVD est triviale.

: valeurs propres 9,1, donc oy =3, 0, =1.IciV =1,, U =1,, X = A, et

Pour un exemple non trivial, soit B = (é (1])

BB = (1 1) : valeurs propres 2,0, donc o; = v/2, rg(B) = 1.

11
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8.10. Applications

Vecteur propre de BT B pour A =2 : v, = % (1), et pour A =0:v,y, = % <_1).

1
2 1
1 1 1
! \@Bvl V2 V2 (()> (0) ’

8.10 Applications

8.10.1 Analyse en composantes principales (ACP)

L’analyse en composantes principales est la technique fondamentale de réduction de dimen-
sion en statistiques.
Soit X € M,,,,(R) une matrice de données centrées (n observations, p variables). La matrice

de covariance empirique est
1

C:n—l

XTX e Sym, (R).

Cette matrice est semi-définie positive. Par le théoréme spectral, C = PDPT avec D = diag(\, ..., )y
A= 2>\, >0

Les colonnes de P sont les directions principales : la premiere composante principale est la
direction de variance maximale (A;), la deuxiéme est la direction de variance maximale ortho-
gonale & la premiere (\,), et ainsi de suite.

La proportion de variance expliquée par les k premieres composantes est

k k

Zi:l Ai _ Zi:l >‘i'
SN tr(C)

8.10.2 Classification des formes quadratiques

Une forme quadratique q: R — R est définie par q(x) = x' AX pour une matrice symétrique
A unique. Par le théoréme spectral, dans la base propre orthonormée de A :

q(x) = Myi + A3+ + Ay
ol y = PTx. La classification est alors immédiate :
o Définie positive : tous les \; > 0.
o Semi-définie positive : tous les \; > 0.
o Définie négative : tous les \; < 0.
o Semi-définie négative : tous les \; < 0.
o Indéfinie : A\; > 0 et \; < 0 pour certains i, j.

La signature (p,q) de la forme (nombre de valeurs propres positives, négatives) est un invariant
(loi d’inertie de Sylvester).

8.10.3 Optimisation : min/max des formes quadratiques
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Théoréme 27 (Principe du min-max (Courant—Fischer))

Soit A € Sym, (R) avec valeurs propres A\ < Ay < -+ < A, Alors :
A, = min maxx'Ax=  max min x'Ax.
V<R" xeV V<R"  xeV
dim V=k ||x||=1 dim V=n—k+1 ||x|=1
En particulier :
A, = min x' Ax, A\, = max x' Ax.
Ix|=1 |x|=1

Démonstration. Démontrons le cas particulier A, = max_, xT Ax.
Par le théoréme spectral, A = PDPT avec D = diag()\,,...,A,,). Posons y = PTx; x| = 1
équivaut a |y| =1, et

n n
XTAX = z )\Zyzz S >\n Zyzz = )‘n‘
i=1 i=1
Le maximum est atteint pour y = e,,, c’est-a-dire x = Pe,, (le vecteur propre associé a \,,). Le
cas de \; est analogue. O

8.10.4 Vibrations et modes propres

Considérons un systeme mécanique linéarisé au voisinage d’un équilibre :
Mx+ Kx =0,

ou M > 0 (matrice de masse) et K > 0 (matrice de raideur) sont symétriques. On cherche
des solutions harmoniques x(t) = vcos(wt), ce qui conduit au probléme aux valeurs propres
généralisé :

Kv =w?Mv.

En posant K = M Y2KM1/2 (qui est symétrique et semi-définie positive), on se ramene
au probleme standard Kw = w?w, w = MY?v. Par le théoréme spectral, il existe une base

orthonormée de modes propres, chacun vibrant a sa propre fréquence w; = \/\;.

8.11 Illustrations

8.11.1 Classification des coniques par les valeurs propres

Yy Y Yy
e

s/
&
~
S

TS ST ’ \\>
\

A1, Ay > 0 ¢ ellipse A; >0 > A, @ hyperbole Ay >0, Ay =0 : parabole

Fig. 8.1 : Classification des coniques x" Ax + b'x + ¢ = 0 selon les valeurs propres de la partie
quadratique A.
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8.11.2 Géométrie de la SVD

Cercle unité dans R? Image : ellipse de demi-axes o4, 0y

Fig. 8.2 : La SVD transforme le cercle unité en un ellipsoide. Les directions principales sont
données par les vecteurs singuliers gauches u,, et les longueurs des demi-axes sont les valeurs
singulieres o,.

8.12 Exercices

Exercice 28 (Diagonalisation orthogonale 2 x 2 )

31

Diagonaliser orthogonalement la matrice A = (1 3

). Vérifier que A = PDPT.

Exercice 29 (Diagonalisation orthogonale 3 x 3 )

| '

1 00
Diagonaliser orthogonalement la matrice A= |0 0 1
010

| r

Exercice 30 (Matrice hermitienne )

2 144
1—7 3
valeurs propres sont réelles et que les vecteurs propres sont orthogonaux.

Diagonaliser unitairement la matrice hermitienne H = ( ) Vérifier que les

Exercice 31 (Critére de Sylvester )

| r

En utilisant le critére de Sylvester, déterminer la nature (définie positive, définie négative,

indéfinie) de :
4 2 -3 1 1 2
=(o3) (P 5) e=ld)

Exercice 32 (Formes quadratiques et coniques )

Classifier la conique 522 + 4zy + 2y? = 6 en déterminant les valeurs propres de la matrice
associée a la forme quadratique. Tracer la conique dans la base propre.
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Exercice 33 (Calcul de SVD )

1 1
Calculer la décomposition en valeurs singulieres de la matrice A = (1 —1) .
0 0

Exercice 34 (Décomposition de Cholesky )

4 2 =2
Calculer la décomposition de Cholesky de la matrice A = ( 2 5 —4) . Vérifier que
—2 —4 14

A=LLT.

Exercice 35 (Puissances d’une matrice symétrique )

L. (54
Soit A = ( 4 5).
(a) Diagonaliser orthogonalement A.

(b) Calculer A,

. tA ootk 4k o .
(c) Exprimer e =3 " 7+ A" sous forme explicite.

Exercice 36 (Opérateur normal non auto-adjoint )

Soit A = G _11) € My (R).

(a) Montrer que A n’est pas symétrique.

(b) Vérifier que A est normale : ATA = AAT.

(c) Montrer que A n’est pas diagonalisable sur R mais ’est sur C. Trouver une matrice
unitaire U telle que A = UDU™.

Exercice 37 (Approximation de rang faible et SVD )

Soit A € M,,,,(R) de SVD A =UXVT.
(a) Montrer que pour tout k < rg(A), la matrice 4, = Zle o,u;v,; " est de rang k.

(b) Admettre le théoreme d’Eckart—Young : A, est la meilleure approximation de rang k
de A au sens de la norme de Frobenius : [|A — A, | p = min, g [ A — Bl p.

(c) Calculer |A — A,|% en fonction des valeurs singulieres.

3 0
(d) Application : si A = (0 2) , quelle est la meilleure approximation de rang 17
0 0
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Exercice 38 (Rayleigh et convergence )

Soit A € Sym, (R) avec valeurs propres A; < Ay < -+ < A,. Le quotient de Rayleigh est
( x Ax

pour x # 0.

) =
(a) Montrer que A\; < R(x) < \,,.
(b) Montrer que R(x) = A si et seulement si x est vecteur propre de A pour A,

(c) Calculer le gradient VR(x) et montrer que ses points critiques sont les vecteurs

propres de A.

Exercice 39 (Preuve de la décomposition de Cholesky )

.
.
|
.
.

Soit A € Sym, (R) définie positive.
(a) Montrer que a;; > 0.
a;; c'
A/
(le complément de Schur) est définie positive de taille (n — 1) x (n —1).

et montrer que S = A’ — cc”

(b) Ecrire A sous la forme par blocs A = o

(c) En déduire par récurrence I'existence de la décomposition A = LLT avec L trian-
gulaire inférieure & diagonale strictement positive.

(d) Montrer I'unicité de cette décomposition.

Résumé du chapitre

Résumé — Chapitre 8

N
~
.

Opérateurs auto-adjoints. f est auto-adjoint si f = f*, i.e. (f(u),v) = (u, f(v)) pour
tous u, v. En base orthonormée : matrice symétrique (R) ou hermitienne (C).

Propriétés spectrales fondamentales.
e Les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint sont réelles.
o Les sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonauz.

Théoréme spectral (réel). Toute matrice symétrique réelle A € Sym, (R) est orthogo-
nalement diagonalisable : A= PDPT, P € O(n), D diagonale réelle.

Théoréme spectral (hermitien). Toute matrice hermitienne A = A* est unitairement
diagonalisable : A = UDU*, U unitaire, D diagonale réelle.

Opérateurs normaux. f est normal si ff* = f*f. Sur C, f est normal <= f admet
une base orthonormée de vecteurs propres.

Matrices définies positives. A >0 < \, >0Vi < A, > 0 Vk (Sylvester) <
A= LL" (Cholesky) <= A= B'"B, B inversible.

SVD. Toute matrice A € M,,.,(R) sécrit A = ULV avec U € O(m), V € O(n),
¥ = diag(oy, ...,0,), 0; > 0. Les 0, sont les racines carrées des valeurs propres de ATA.

Applications. ACP (directions de variance maximale), classification des formes quadra-
tiques et coniques, principe du min-max (Courant—Fischer), approximation de rang faible
(Eckart—Young), vibrations et modes propres.
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Chapitre 9

Forme Normale de Jordan

Introduction

Au chapitre 6, nous avons vu qu’'un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie est diagonalisable si et seulement si ses sous-espaces propres engendrent E. Malheureuse-
ment, de nombreuses matrices ne sont pas diagonalisables : par exemple, la matrice

2 1
=0 2)
posseéde la valeur propre double A = 2, mais son sous-espace propre E,(A) est de dimension 1.

Il est donc impossible de trouver une base de R? formée de vecteurs propres de A.

Se pose alors une question naturelle : quelle est la forme matricielle la plus simple que l’on
puisse atteindre par changement de base pour un endomorphisme quelconque ? La réponse est
donnée par la forme normale de Jordan, qui constitue la forme canonique la plus fine pour les
endomorphismes sur un corps algébriquement clos (typiquement C).

La forme de Jordan généralise la diagonalisation : une matrice diagonalisable a une forme de
Jordan diagonale, tandis qu’une matrice non diagonalisable acquiert des 1 sur la sur-diagonale,
regroupés en blocs de Jordan. Cette structure encode tres précisément le défaut de diagonalisa-
bilité.

Les applications sont considérables :

o Systémes différentiels : le calcul de e pour une matrice non diagonalisable repose sur
la forme de Jordan.

« Puissances de matrices : A* se calcule explicitement via les blocs de Jordan.

e Stabilité : la classification des points d’équilibre de systémes dynamiques linéaires fait
intervenir la forme de Jordan.

e Classification des endomorphismes : deux matrices sont semblables si et seulement si
elles ont la méme forme de Jordan.

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, E désigne un C-espace vectoriel de dimension
finie n > 1, et f € End(E).
9.1 Endomorphismes nilpotents

La théorie de Jordan repose de maniere essentielle sur la compréhension des endomorphismes
nilpotents. Ce sont les endomorphismes dont une certaine puissance s’annule.
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Définition 1 (Endomorphisme nilpotent)

Un endomorphisme f € End(FE) est dit nilpotent s’il existe un entier p > 1 tel que fP =0
(Pendomorphisme nul). Une matrice A € M, (C) est dite nilpotente s’il existe p > 1 tel
que AP = 0.

Définition 2 (Indice de nilpotence)

Soit f € End(F) un endomorphisme nilpotent. Le plus petit entier v > 1 tel que f¥ =0
est appelé l'indice de nilpotence de f. On écrit v(f) = v.

Proposition 3 (Propriétés des endomorphismes nilpotents)

Soit f € End(FE) un endomorphisme nilpotent d’indice v, avec dim E = n. Alors :

(i

(ii) La seule valeur propre de f est 0, c’est-a-dire Spec(f) = {0}.

) v
)

(iii) det(f) =0 et tr(f) =0.

(iv) Le polynéme caractéristique de f est x;(X) = X".
)

(v) Le polynéme minimal de f est u,(X) = X".

Démonstration. (i) Considérons la suite de sous-espaces emboités :
{0} = Ker(f°) C Ker(f) C Ker(f?) C - C Ker(f") =

Chaque inclusion Ker(f*) C Ker(f**1) est large, et I'inclusion est stricte pour k = 0,1,...,v —1
(sinon f* = 0 contredirait la minimalité de v). Donc dim Ker(f**1) > dim Ker(f*) + 1, ce qui
donne n = dim Ker(f") > v.

(ii) Si A est valeur propre de f, il existe v # 0 tel que f(v) = Av. Alors f“(v) = A¥v = 0,
donc AV =0et A =0.

(iii) Le déterminant est le produit des valeurs propres (comptées avec multiplicité) sur C, et
la trace est leur somme. Puisque la seule valeur propre est 0, on obtient det(f) = 0 et tr(f) = 0.

(iv) Le polynéme caractéristique est de degré m et ses racines (dans C) sont les valeurs
propres. Puisque 0 est la seule valeur propre, de multiplicité algébrique n, on a x f(X )= X"

(v) Le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique X", donc 1 ;(X) = X™ pour un
certain m < n. Par définition, f™ =0 et f™ ! 0, donc m = v. O

Exemple 4 (Matrice nilpotente)

010
Soit N=0 0 1]. Calculons :

000
001 0 00
N2=10 0 0O}, N3=[0 0 0| =0.
000 000

Donc N est nilpotente d’indice v(N) = 3. On vérifie : x(X) = X2 et puy(X) = X3.
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Proposition 5 (Suite des noyaux itérés)

Soit f € End(F) nilpotent d’indice v. On a la chaine strictement croissante :

{0} = Ker(f%) € Ker(f) € Ker(f2) € - ¢ Ker(f*) = E

De plus, pour tout k > v, Ker(f*) =

\. J

Démonstration. La croissance Ker(f*¥) C Ker(f*1) est immédiate : si f*(v) = 0, alors f**!(v) =
f(f¥(v)) = f(0) =0.

Montrons que l'inclusion est stricte pour k£ < v. Par définition de l'indice de nilpotence,
f% 0 pour k < v, donc il existe w € E tel que f¥(w) # 0, c’est-a-dire w ¢ Ker(f*). Montrons
que si Ker(f*) = Ker(f**1), alors Ker(f7) = Ker(f*) pour tout j > k, par récurrence sur j.
Si v € Ker(f*2), alors f(v) € Ker(f*!) = Ker(f*), donc f**(v) = f*(f(v)) = 0, d’ou
v € Ker(f*1) = Ker(f*). On obtient Ker(f*) = E pour tout k < v, ce qui contredit f* = 0.

Pour k > v, f¥ =0 implique f* = f*%o f¥ =0, donc Ker(f*) = O

9.2 Sous-espaces invariants

Définition 6 (Sous-espace invariant)

Soit f € End(FE). Un sous-espace vectoriel F' de E est dit f-invariant (ou stable par f) si
f(F) C F, c’est-a-dire si pour tout v € F, on a f(v) € F.

Exemple 7 (Exemples de sous-espaces invariants)

(i) {0} et E sont toujours f-invariants.
(ii) Ker(f) et Im(f) sont f-invariants.
(iii) Tout sous-espace propre F,(f) = Ker(f — A1d) est f-invariant.
)

(iv) Plus généralement, Ker(P(f)) est f-invariant pour tout polynéme P.

Preuve de (iv). Soit v € Ker(P(f)), c’est-a-dire P(f)(v) = 0. Comme f commute avec P(f)
(car P(f) est un polynéme en f), on a :

O

donc f(v) € Ker(P(f)).

Proposition 8 (Restriction & un sous-espace invariant)

Si F' est un sous-espace f-invariant, alors la restriction f|n: F' — F est un endomorphisme
de F. De plus :

(i) Le polynéme minimal de f|p divise le polynéme minimal de f.

(ii) Le polynéme caractéristique de f|p divise le polynoéme caractéristique de f.

Démonstration. (i) Si p;(f) = 0, alors pour tout v € F, p,(f|r)(v) = ps(f)(v) = 0. Donc
annule f|p, et le polynéme minimal de f|p divise .
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(ii) Complétons une base (e, ...,e,) de F' en une base (eq,...,€,,€,,1,...,€,) de E. Dans
cette base, la matrice de f a la forme
A B

ot A= M(f|p) € M,(C). Alors x ;(X) = det(X1, — M(f)) = det(XI,—A)-det(X],

nfp_C)
Xf|F(X)‘XC(X)'

oo

9.3 Sous-espaces caractéristiques

Les sous-espaces propres ne suffisent pas en général a décomposer E. Il faut les « épaissir »
en remplacant Ker(f — A1d) par Ker((f — AId)¥) pour k assez grand.

Définition 9 (Sous-espace caractéristique)

.

.

.
|

.

.

.

Soit f € End(E) et A € Spec(f). Le sous-espace caractéristique (ou sous-espace propre
généralisé) de f associé a \ est

F\(f) :==Ker((f — AId)" UKer (f — AId)%),
k=0

oun =dimkE.

Définition 10 (Vecteur propre généralisé)

7
~
.
.
~
~
.
~

Un vecteur v € E\ {0} est un vecteur propre généralisé de f associé a la valeur propre \
s'il existe un entier k > 1 tel que (f — AId)*(v) = 0.

~
.
.
.
Ay
2
A
.
.

Proposition 11 (Propriétés des sous-espaces caractéristiques)

Soit f € End(E) avec Spec(f) = {\;,..., A} (valeurs propres distinctes sur C), et notons
m,; la multiplicité algébrique de ;. Alors :

(i) Chaque Fy (f) est un sous-espace f-invariant.
(ii) Ey,(f) € Fy,(f)-
(ili) dim Fy, (f) = m,.
)
)

(iv) E=F\ (fi®e F\ (f) &~ F\ (f).

(v) La restriction (f —A;1d)|p, () est nilpotente.

. J

Démonstration. (i) Fy (f) = Ker((f—A;1d)") est le noyau d'un polynome en f, donc f-invariant
(cf. exemple 7).
(i) Siv € B, (f), alors (f —A;1d)(v) = 0, donc (f —\;1d)"(v) = 0, c’est-a-dire v € F (f).
(iii) et (iv) : écrivons le polynéme caractéristique sous la forme

T T

Xf(X):H<X_)‘i)mia Zmz‘:”-
i=1 i—1
Posons P;(X) = Hj #(X —A;)™i. Les polyndmes P, ..., P, sont premiers entre eux dans leur en-

semble (car les A; sont distincts), donc il existe des polynoémes Uy, ..., U, tels que Z:zl U,(X)P;(X)

—_
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9.4. Blocs de Jordan et matrices de Jordan

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, x(f) = 0, donc (f — A;1d)™: o P;(f) = 0 pour tout i,
ce qui entraine Im(P;(f)) C Ker((f — A; Id)™:) C Fy (f).

De la relation ). U;(f) o P;(f) = Id, on déduit que pour tout v € E :

v =S UDPA),

et chaque terme U;(f)(P;(f)(v)) € Fy (f) (car F) (f) est f-invariant et contient Im(F;(f))).
Ainsi =3, F) (f).

Montrons que la somme est directe. Si v € Fy (f) N Z#i Fy, (f), alors (f — A, Id)™i(v) =0
car v € Fy (f) C Ker((f —A;1d)™). Par ailleurs, v = Z#i v avec v; € Fy (f), et sur chaque
Fy, (f) (j # i), 'endomorphisme f — A, Id est inversible (car \; # A, implique que A; n’est pas
valeur propre de f|p, (f)). Donc (f —A;Id)™: est inversible sur Zj 2 B, (f), ce qui force v =0.

J

La somme directe £ = P, I\ (f) donne n = 3. dim F\ (f). De plus, F (f) € Ker((f —
A; Id)™) (par le raisonnement ci-dessus) et l'on sait que dim Ker((f — A, Id)™) < m,; (car le
polynéme caractéristique de f] Py (f) ©st de degré dim F\ (f), et (X — ;)™ divise x ;). L'égalité
> dimF)\i(f) =, m; = n force dimFAi(f) =m,.
(v) Sur F) (f), tout vecteur v vérifie (f—\;1d)™i(v) = 0, donc (f—A\, Id)]FM_(f) est nilpotent
(d’indice < m,). O

9.4 Blocs de Jordan et matrices de Jordan

Définition 12 (Bloc de Jordan)

Soit A € C et £ > 1 un entier. Le bloc de Jordan de taille k associé a \ est la matrice
Ji(A) € M, (C) définie par

A1 0 0
0 X 1 :
Ji(A) = DR 0| =\, + N,
0 0 A 1
0 0 A

ou N,, est la matrice nilpotente ayant des 1 sur la sur-diagonale et des 0 partout ailleurs.

e Pour k=1:J,(\) = (), c’est un scalaire.

o Un bloc de Jordan J,(\) avec A # 0 n’est pas nilpotent, mais J,(\) — AI, = N,
lest.

o Un bloc J;,(0) = N,, est nilpotent d’indice k.
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Définition 14 (Matrice de Jordan)

Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs dont chaque bloc diagonal est
un bloc de Jordan :

Jkl(M) 0
J = diag(Jy, (A1), Ji,,(Aa), s Ji (A)) = Ji, (A2)
0 JkS(As)

Les \; ne sont pas nécessairement distincts, et k; + ky + - + &k, = n.

Proposition 15 (Propriétés d’un bloc de Jordan)

Soit Jy,(A) un bloc de Jordan. Alors :
(®) X&) = (X = NE.

)
(i) o7, 00(X) = (X =X,
(iii) dim Ey(J,(A)) = 1.
) J,

(iv) Ji(A) est diagonalisable si et seulement si k = 1.

. J

Démonstration. (i) J,(\) — X I, est triangulaire supérieure avec A — X sur la diagonale, donc
X, (X)) = (A — X)k = (X — \)¥ (a signe pres, selon la convention ; nous utilisons y(X) =
det(XT — A)).

(ii) On a (J,(A) — AI,) = Ny et NF =0, NF¥=1 0. Donc g, (X)) = (X — PYLE

(iii) Ker(J;(\) — AI},) = Ker(V;,) est engendré par le premier vecteur de la base canonique,
donc de dimension 1.

(iv) Si k > 2, la multiplicité algébrique de A est k mais la multiplicité géométrique est 1,
donc Jy,(\) n’est pas diagonalisable. Si k =1, J;(\) = (\) est déja diagonale. O

9.5 Théoréme de la forme normale de Jordan

.
’,

Théoréme 16 (Forme normale de Jordan)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € End(E). Alors il existe une base
B de E dans laquelle la matrice de f est une matrice de Jordan :

Mg(f) = diag( Ty, (A1), s Ji (A,)),

s

ol A, ..., Ay € C (non nécessairement distincts) et ky + -+ k, = n.
De plus, cette forme de Jordan est unique a ’ordre des blocs pres : les tailles des blocs et
les valeurs propres associées sont uniquement déterminées par f.

De maniére équivalente, pour toute matrice A € M, (C), il existe une matrice inversible
P € GL,(C) telle que P~*AP = J est une matrice de Jordan.

Preuve du théoréme 16. La preuve se déroule en plusieurs étapes.

Etape 1 : Décomposition en sous-espaces caractéristiques.
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9.5. Théoréme de la forme normale de Jordan

Par la proposition 11, on dispose de la décomposition
E=F, (fie-®F, (f)

Ot Ay, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f, et dim Fy (f) = m; (multiplicité algébrique).
Chaque F)\ (f) est f-invariant, et la restriction g; = (f — A; Id)[p,_(f) est nilpotente.

Il suffit donc de montrer quun endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie
admet une forme de Jordan (avec A = 0). En effet, si dans une base de F), (f), la matrice de g,
est diag(Ny, , ..., Ny, ) (blocs nilpotents), alors la matrice de f’in (y) dans cette méme base est

diag(Jy, (A;)s s Tk, (A))-

Etape 2 : Forme de Jordan d’un endomorphisme nilpotent.

Soit g: V' — V un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel V' de dimension m, d’indice
de nilpotence v. On procede par récurrence forte sur m = dim V.

Cas de base : si m = 1, alors g = 0 et la matrice de g est (0) = J;(0).

Etape de récurrence : supposons le résultat vrai pour tout espace de dimension < m. Puisque
g est nilpotent et m > 2, g n’est pas inversible, donc Ker(g) # {0} et W = Im(g) C V est un
sous-espace propre de V (de dimension < m), stable par g.

Par hypothese de récurrence, il existe une base de W dans laquelle g|y; est de la forme

diag(N,, , ..., Np,)

ey Vg,

avec py = py =+ 2 pp = 1.

Pour chaque bloc ij, notons (w(lj >, ,wg)) les vecteurs de base correspondants dans W, de
sorte que ' . '
g(ng)) = wgi)l pour i < p;, g(wz(fj)) =0.
Le vecteur w(lj> € Im(g), donc il existe v(()j) € V tel que g(véj)) = ng). Alors la famille
(v(()]), ng), s wg,]j)) vérifie
g0y =ui?, gw?)=wf, ... gw)=o0,

ce qui donne un bloc de Jordan ij +1--- mais il faut vérifier que les véj ) peuvent étre choisis de

maniére & former avec les vecteurs de base de W et un complément de Ker(g) N (Im(g))* une
base de V.

Plus précisément, construisons la base de Jordan directement. Choisissons v € V tel que
g""1(v) # 0 (un tel vecteur existe par définition de v). Alors les vecteurs

v, 9(v), ¢*(v), ., g (V)
sont linéairement indépendants (car si Z:()l a,;g"(v) = 0, en appliquant g*~! on obtient ayg” 1 (v) =
0, d’ott vy = 0, puis par récurrence «; = 0 pour tout 7).

Posons V; = Vect(v, g(v), ..., g" 1(v)). C’est un sous-espace de dimension v, g-invariant, et
dans la base (g"~(v), ..., g(v), V), la matrice de gy, est N,,.

Si Vi =V, on a terminé. Sinon, il faut trouver un supplémentaire g-invariant de V; dans V.
Cela se fait en choisissant un supplémentaire V, de V; dans V tel que ¢g(V,) C V, (un tel
supplémentaire existe, voir ci-dessous), et on applique I'hypothese de récurrence a g|V2.

Ezxistence d’un supplémentaire g-invariant. Nous I’établissons par le lemme suivant. O

Lemme 17 (Supplémentaire invariant pour un nilpotent)

Soit g: V' — V nilpotent et soit V] un sous-espace g-invariant de V' ayant une base cyclique
(g""Y(v), ..., g(v),Vv) pour un certain v € V avec g*(v) = 0 et g" " 1(v) # 0. Alors il existe
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un sous-espace V, de V, g-invariant, tel que V =V, @ V5.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur dimV. Si dimV = v, alors V; = V et
V, = {0} convient. Supposons dim V' > v.

Comme g"~!(v) € Ker(g) \ {0}, choisissons un sous-espace W de Ker(g) tel que Ker(g) =
Vect(g" 1 (v)) @ W.

Cas v =1. Alors g(v) =0, V; = Vect(v) et V; C Ker(g). Choisissons un supplémentaire W’
de V] dans Ker(g), et un supplémentaire V, de Ker(g) dans V. Alors V=V, & (W' @& V;). On
peut vérifier que g(W’ @ V,) C Ker(g)... La construction nécessite plus de soin. On peut étendre
W en un supplémentaire de V] et vérifier la g-invariance par récurrence.

Cas v > 2. Posons V' = g~ Y(W + V;). Considérons V = V/V; et 'endomorphisme induit
G:V — V (bien défini car V; est g-invariant). Alors g est nilpotent sur V et dimV < dim V.
Par un argument de relévement, on construit le supplémentaire voulu.

La construction compléte peut se faire par récurrence sur v : on pose v/ = g(v), V{ =
Vect(g" 2(v'), ..., g(v'),v'), et V = Im(g). Alors g|; est nilpotent et V; C V est un sous-espace
cyclique de dimension v — 1. Par hypothese de récurrence, il existe V; C V tel que V =V, @V},
avec V3 g-stable.

Pour chaque vecteur de base w; de V5, choisissons un antécédent u; € V' tel que g(u;) = w;.
Les vecteurs u;, complétés par les chaines cycliques qu’ils engendrent et les vecteurs de Ker(g)N
V;, forment le supplémentaire V; cherché (on vérifie que V;, est g-stable et que V =V, @V, par
un argument de dimension). O

Fin de la prewve du théoréme 16 — Unicité. Etape 3 : Unicité.
Soit A une valeur propre de f, et notons k; > kg > - > k, les tailles des blocs de Jordan
associés a A. Posons g = (f — Ald)|p, (5), qui est nilpotent. Pour tout j > 0, calculons :

rji=18(g') = dim Fy(f) — dimKer(g?).

Or, pour un bloc Ny, de taille k, on a dim Ker(N}) = min(j, k). Donc
A t
dim Ker(g’) = Zmin(j, k;).
i=1

Les quantités dim Ker(g”) sont des invariants de f (elles ne dépendent pas de la base choisie). A
partir de la suite (dim Ker(g?)),-, on retrouve les tailles des blocs : le nombre de blocs de taille
> j est dim Ker(g?) — dim Ker(g’~!), et le nombre de blocs de taille exactement j est

(dim Ker(g?)—dim Ker(g’~!))—(dim Ker(¢’™!)—dim Ker(¢’)) = 2 dim Ker(¢g’)—dim Ker(g’~!)—dim Ker(g’™1).

Les tailles de blocs sont donc uniquement déterminées. O

9.6 Calcul de la forme de Jordan

Pour calculer la forme de Jordan d’une matrice A € M, (C), on suit 'algorithme suivant.

1. Trouver les valeurs propres : calculer le polynéme caractéristique x 4(X) = det(X1,, —

A) et le factoriser sur C :
T

xa(X) = [T =2

i=1

La multiplicité algébrique de \; est m,.
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2. Pour chaque valeur propre )\;, déterminer les tailles des blocs : calculer successi-
vement :

(@) _ g5 j -
d;” = dimKer((A — N\, I,,)7), j=1,2,3,..

jusqu’a atteindre d;i) =m,. On pose d((f) =0.

3. Déterminer le nombre de blocs de chaque taille : le nombre de blocs de Jordan de
taille 7 associés a \; est
(@) _ 409 (4) (4)
by" =d;" —2d;°y +d; 5,

ou d(f% = 0 par convention. De manieére équivalente, le nombre total de blocs associés a A;
est dgz) (la multiplicité géométrique), et le nombre de blocs de taille > j est d;l) — d;z_)l.

4. Construire la matrice de Jordan : assembler les blocs J,(A;) selon les tailles détermi-
nées.

On vérifie toujours que :
e la somme des tailles de tous les blocs vaut n,
o pour chaque );, la somme des tailles des blocs associés vaut m;,

e le nombre de blocs de Jordan associés a A; égale la multiplicité géométrique

9.7 Exemples détaillés

Exemple 19 (Matrice 3 x 3)

210
Soit A=10 2 1].
0 0 2

Etape 1 : A est triangulaire, donc ses valeurs propres sont les éléments diagonaux : A = 2
de multiplicité algébrique m = 3.

010
Etape 2 : Posons B=A—-2I;=|0 0 1].
0 00

d; = dimKer(B) =1,

0 00
dy = dimKer(B3) =3, car B> =0.

001
dy = dimKer(B?) =2, carB*=1|0 0 0],

Etape 3 : Nombre de blocs de taille j :

e j=1:b, =dy—2dy+d_; =1—-0+0 = 1... Utilisons plutot la formule des
différences successives.
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Nombre de blocs de taille > j :

Nombre de blocs de taille exactement j : A; — A; ;-
o taillel: Ay —Ay=1—-1=0,
o taille2: Ay —A;3=1—-1=0,
o taille3: A3 —0=1.

Il y a un seul bloc de taille 3.
Conclusion : La forme de Jordan de A est

2 10
J=Jys2)=10 2 1| =4
00 2

La matrice A est déja sous forme de Jordan.

Exemple 20 (Matrice 4 x 4)

3100
.. lo3 oo
Soit A = 00 3 1
00 0 3
Etape 1 : x4(X) = (X —3)%, donc A = 3 de multiplicité 4.
0100
- 0000
Etape 2 : B=A—-3I, = 00 0 1
00 00

dy = dimKer(B) =2 (les colonnes 1 et 3 sont nulles),
dy = dimKer(B?) =4 (car B? =0).

Etape 3: A, =d, —dy, = 2, A, = dy—d, = 2. Blocs de taille exactement 1 : A, —A, = 0.
Blocs de taille exactement 2 : Ay, = 2.
Conclusion : La forme de Jordan est

3 1 00
‘ 03 0 0

J = diag(J,(3), J5(3)) = 003 1| A
00 0 3
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Exemple 21 (Matrice 4 x 4 avec deux valeurs propres)

0
0
1

Soit A =

O O =
S~
N OO

0 0 0 2
Le polynome caractéristique est x 4 (X) = (X — 1)3(X — 2)2.
Pour \; =1 : B, = A—I,. On trouve d; = dimKer(B;) = 1, d, = dimKer(B?) = 2
Donc un seul bloc J,(1).
Pour A, =2 : B, = A—2I,. On trouve d; = dimKer(B,) = 1, d, = dimKer(B3) = 2.
Donc un seul bloc J,(2).
La forme de Jordan est :

1 100
. 01 0 0
00 0 2

Exemple 22 (Matrice non triviale)

5 4 2 1
. 0 1 -1 -1

Soit A = 1 -1 3 o

1 1 -1 2
On calcule y4(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 4)2. Les valeurs propres sont A\; = 1, Ay = 2,
Az = 4.
Pour A\; =1 et Ay = 2, la multiplicité algébrique est 1, donc le bloc associé est J; (1) = (1)
et J;(2) = (2).
Pour A3 = 4 de multiplicité 2 : on calcule d; = dimKer(A —41,). Si d; =2, il y a deux
blocs J;(4) (diagonalisable pour cette valeur propre). Si d; = 1, il y a un bloc J5(4).
1 4 2 1
0 -3 -1 —
-1 -1 -1 0
1 1 =l =Z
donc d; =1 et la forme de Jordan est

On calcule A — 41, = . Par réduction, on trouve rg(A —41,) = 3,

1 0 00

. 02 00

J = dlag(‘]l(l)a J1(2)a J2<4)) = 00 4 1
00 0 4

9.8 Forme de Jordan et polynéme minimal

Théoréme 23 (Polynéme minimal et blocs de Jordan)

Soit f € End(E) de forme de Jordan J = diag(Jy, (A1), ..., Ji_(A,)), et soient py, ..., u,
les valeurs propres distinctes de f. Pour chaque u;, notons v; la taille du plus grand bloc
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de Jordan associé a p,. Alors le polynome minimal de f est

r

s = [ (X = o).

=1

Démonstration. Posons Q(X) = H:zl(X — p1;)". Montrons que Q(f) = 0 et que iy divise @ et
Q divise ;.

Pour chaque bloc Ji(u;), on a (Jy,(1;) — p;1z)" = N, = 0 car k < v;. De plus, les facteurs
(X — u )" pour j # i donnent des matrices inversibles sur le bloc Jy (y;). Donc Q(Jy(11;)) = 0
pour chaque bloc, et Q(J) =0, d’ott Q(f) = 0. Ainsi py | Q.

Inversement, p,(f) = 0 implique p;(Jy(11;)) = 0 pour chaque bloc. En écrivant u,(X) =
[1,(X — p;)%, la condition g z(Jy(1;)) = 0 impose N,/ - C'= 0 ot C est inversible (produit des
(S (1) — p;13,)* pour j # i). Done N.# =0, ce qui requiert a; > k. Prenant le plus grand bloc
(k =v;), on obtient a; > v;, d’ott Q | pi.

Finalement p; = Q. O

f est diagonalisable si et seulement si tous les blocs de Jordan sont de taille 1, c’est-a-dire
si et seulement si le polyndome minimal est & racines simples.

Démonstration. [ est diagonalisable si et seulement si 11, est scindé a racines simples, c’est-a-dire
v; = 1 pour tout %, ce qui signifie que tous les blocs de Jordan sont de taille 1. O

9.9 Cayley-Hamilton via la forme de Jordan

Théoréme 25 (Théoréme de Cayley-Hamilton (nouvelle preuve))

Soit A € M,,(C). Alors x 4(A4) = 0.

Démonstration. Par le théoréme 16, il existe P € GL,, (C) telle que P71 AP = J = diag(Jy, (A1), -, i (A,))-
Comme x4 = X ,0na:
Xa(A) = Px, ()P~

11 suffit de montrer x ;(J) = 0. Puisque x;(X) = H;zl(X — )\j)kf et que J est diagonale par
blocs :

Xs(J) = diag(XJ(']k:l()‘l))v 7XJ(']kS<)‘s>)>'

Pour chaque bloc J; (A)) :

S

X (i, (A))) = | [ (T, () = AL ).

i=1

Le facteur correspondant a i = j donne (ka (A;) — )\jij)kj = N,’:J = 0. Donc 'ensemble du
produit est nul, et XJ(ka()\j)) =0.
Ceci étant vrai pour chaque bloc, x;(J) =0 et x4(A4) =0. O
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Cette preuve est conceptuellement tres claire : elle réduit le théoreme de Cayley-Hamilton
au cas des blocs de Jordan, pour lesquels la vérification est immédiate. Elle requiert
toutefois le théoreme de Jordan, qui est plus profond que Cayley-Hamilton.

9.10 Exponentielle de matrice

Définition 27 (Exponentielle de matrice)

Pour toute matrice A € M, (C), I'ezponentielle de matrice est définie par la série :

9 Ak A2 AS
e = exp(A) = — =1, _|_A_|___|__+
= k! 3!

Cette série converge absolument pour toute matrice A.

Proposition 28 (Propriétés de I’exponentielle)

(i) ¢
(ii) Si AB = BA, alors eA*B = e4eB,
(iii) e” est toujours inversible, et (e4)™! = =4,
(iv) Si A= P7'BP, alors e* = P~1eBP.

)

(v) det(e?) = (A,

. . . 7 1s . o ok
Démonstration. (i) Immédiat : e = ko0 fT = In-
(ii) Lorsque AB = BA, le binome de Newton s’applique : (A + B)¥ = Z?;o (’;)AjB’“_j. On

vérifie alors que le produit de Cauchy des séries de e? et e” donne e4*5.

(iii) Comme A et —A commutent, ete™ =eA A =0 =1 .

. 1 k —1 —
(IV) eA = . k' Zk (P 'BP)* BP) Zk k?k —p 1( . i:“)P P-1leBp.

(v) Par la propriété (iv), il suﬂit de montrer le résultat pour les matrices triangulaires (ou
de Jordan). Pour J = diag(J; (\y),-..), det(e”) = H]. eMi%i (& préciser via les blocs), et tr(J) =
A

Z Ajk;, d’ot le résultat. Plus rigoureusement, e’V est triangulaire supérieure avec e* sur la

dlagonale, donc det(e’xN) = eFA et tr(J,(\)) = k. O

Proposition 29 (Exponentielle d’un bloc de Jordan)

L’exponentielle du bloc t.J,.(A) (ou t € C) est :
t2 tkfl
1 ¢ L iy
0 1 ¢ =
et‘]k()‘) = e>‘t . o <k_.2)'
0 0 1 t
0 0
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Démonstration. On écrit tJ,,(\) = At + tN,, ou At} et t N, commutent

. Donc :
etTN) — At | gtN), — eAtIk . etNi

Or N, est nilpotent d’indice k, donc la série exponentielle est finie :

S

L)

|

(S

ot N

Nj.

I
o
.

J

La matrice Nj a des 1 sur la j-iéme sur-diagonale, ce qui donne le résultat annoncé.

Soit A = (0 3) = J,(3). Alors :

1 t e3t  tedt
tA __ 3t _
e =c (0 1)_(0 e3t)'

O
Exemple 30 (Exponentielle d’une matrice 2 x 2)
31

210
Soit A= [0 2 1| =Js(2). Alors:

0 0 2

e2t 12t % e2t
— 0 e2t t62t .
0 0 2t

Exemple 31 (Exponentielle d’une matrice 3 x 3)

9.11 Applications

9.11.1 Systemes d’équations différentielles linéaires

Considérons le systeme différentiel linéaire & coefficients constants

X'(t) = AX(t), X(0) = X,
ot Ae M, (C)et X(t) e C™.

(9.1)

Théoréme 32 (Solution du systéme différentiel)

L’unique solution du probléeme de Cauchy (9.1) est

X(t) = etAXo.

Démonstration. Eristence : posons X (t) = e X,,. Alors X' (t) = Aet4 X, = AX(t) (
Aet4, ce qui se vérifie terme & terme sur la série) et X(0) = "X, = X,.

car L't =
Unicité :siY (t) est une autre solution, posons Z(t) = e *4Y (t). Alors Z'(t) = —Ae Y (t)+
e tAY7(t) = —Ae Y (t) + e "4 AY(t) = 0. Donc Z est constante : Z(t) = Z(0) = X,, d’ou
Y(t) = X, O
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Exemple 33 (Systéme 2 x 2 non diagonalisable)

Résoudre X' = AX avec A = 5 1 et X(0) = o).
03 Yo
3t

t3t
OnaetAz(e : ),donc:

et tedt x xo + yot)e3
xw=(% %) (2) = (ru).
0 e Yo Yo€

On retrouve le phénomeéne caractéristique : la présence du terme te3! (croissance polyno-
miale multipliée par ’exponentielle) est la signature d’un bloc de Jordan non trivial.

Exemple 34 (Systéme 3 x 3)

100
Résoudre X' = AX avec A = (O 2 1) .
0 0 2
La matrice A est déja sous forme de Jordan : A = diag(J;(1), J5(2)). Donc :

i et 0 0
et4 = diag(e?, et (0 1)) =10 e te?t|.
0 0 €

La solution générale est :
t
cie
X(t) = (0262t + c3te2t) ,

cqe?t

ol ¢y, ¢y, c3 sont déterminés par la condition initiale.

9.11.2 Fonctions de matrices
La forme de Jordan permet de définir et calculer des fonctions de matrices.

Définition 35 (Fonction d’une matrice)

Soit f une fonction analytique au voisinage de chaque valeur propre de A. Si A = PJP~!
avec J = diag(Jy, (A1), -5 Jx_(As)), on définit :

f(4) = P diag(f(Jy, (M), -, F(J, (X)) P,

ou, pour un bloc de Jordan :

OV F) R B
0 A (X [ (?\)
faon<| o VI e
0 (RO Z0N
0 0 F(N)
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Exemple 36 (Racine carrée d’une matrice)

Soit A = (é 411) = Jy(4). Avec f(z) = vz, f'(z) = ﬁi :

a-( )

DO =
N~

S

Vérifions : (\/2)2 = (é le) — A.

9.11.3 Puissances d’une matrice

Proposition 37 (Puissances d’un bloc de Jordan)

Pour m >0 :

e S (e
- 0 A (T) Al (kT2)>‘m_k+2
(L) = | ¢ 5 .
0 0 A (At
0 0 A
N m m! . m .
ott () = sy pour j < m et () = 0 pour j > m.

Démonstration. On écrit J,(\) = A+ N,,. Puisque A}, et N, commutent, le bindme de Newton

donne :
k=1 o o
VIOVUEDS ( -)A"HN,Z-
=0 \J

Le coefficient en position (4,7 + j) de Ng est 1 (pour 1 < i < k — j), ce qui donne la formule
annoncée.

O

9.12 Exercices

Exercice 38 (Endomorphismes nilpotents : propriétés de base)
Soit f € End(F) nilpotent.

(a) Montrer que Id+f est inversible. Indication : wutiliser la série géométrique finie
_ —1
(Id+f)"" = Xy (=D f-.
(b) Montrer que si g commute avec f et est nilpotent, alors f + g est nilpotent.

(c) Montrer que tr(f*) = 0 pour tout k > 1.

| r

Exercice 39 (Classification des nilpotents en dimension 3)

Déterminer toutes les formes de Jordan possibles pour un endomorphisme nilpotent d’un
espace de dimension 3. Pour chaque cas, préciser l'indice de nilpotence, le polynéme
minimal et la dimension du noyau.

7
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Déterminer la forme de Jordan de chacune des matrices suivantes :

2
(a) A=10
0
0
(b) B=10
0
1
0
(c) C= 0
0

Calcul de forme de Jordan)

Exercice 40 (

SO = =

O = = O

N OO O

Exercice 41 (Forme de Jordan d’une matrice 4 x 4)

Soit A =

S O = N

(
(

O = N O

N OO

0

N O OO

a) Calculer le polynéme caractéristique de A.

(c) En déduire la forme de Jordan de A.

)

b) Calculer dim Ker(A — 21,), dim Ker(A — 21,)?, dim Ker(A — 21,)3.
)
)

(d) Déterminer le polynome minimal de A.

Exercice 42 (Exponentielle de matrice)

Calculer et4 pour :

@ 4= (g
(b) A= ((1)
0
(c) A= (0
0
2
(d) A= (o
0

—_

o
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Exercice 43 (Systéme différentiel)

Résoudre le systeme différentiel X' = AX, X(0) = X, ou
110 1

A=]o0 1 1|, X,=]0].
0 01 1

Exercice 44 (Polynéme minimal et forme de Jordan)

| '

Pour chacun des cas suivants, donner toutes les formes de Jordan possibles (a 1'ordre
des blocs pres) pour une matrice A € M;(C) :

(@) xa(X) = (X —1)*(X —2)? et py(X) = (X —1)*(X —2).
(b) xa(X) = (X =3)" et py(X) = (X —3)°.
(€) xa(X)=(X—1)% et py(X) = (X - 1)

Exercice 45 (Matrice semblable a son bloc de Jordan)

. 5 —4
Soit A = (1 1 )

a) Montrer que A n’est pas diagonalisable sur C.

| r

(
(b) Déterminer sa forme de Jordan J.

(
(d) Calculer A™ pour tout m > 0.
(e) Calculer e*4.

)

)
c¢) Trouver une matrice P telle que A = PJP~!.
)

)

Exercice 46 (Commutant d’un bloc de Jordan)

Soit J = J,,(A) un bloc de Jordan de taille n.

(a) Montrer qu’une matrice B € M, (C) commute avec J si et seulement si B est un
polynéme (de degré < n — 1) en la matrice nilpotente N,, = J — AI,,.

(b) En déduire que le commutant de J est de dimension n.

(¢) Montrer que deux blocs de Jordan J,(\) et J,, () (avec (n,\) # (m,u)) ne sont
pas semblables.

Exercice 47 (Logarithme de matrice)

| r

Soit A € M, (C) dont toutes les valeurs propres ont une partie réelle strictement posi-
tive.

(a) Montrer qu’il existe une matrice B € M, (C) telle que e® = A. Indication : utiliser
la forme de Jordan et le logarithme complexe.
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0 e

Exercice 48 (Décomposition de Dunford)

Soit f € End(E) avec E un C-espace vectoriel de dimension finie.

(b) Calculer explicitement un tel B pour A = (e 1).

(a) Montrer qu’il existe un unique couple (d,n) € End(E)? tel que :

e f=d+n,
e d est diagonalisable,
e n est nilpotent,

. d oNn =mno d
Indication : utiliser la forme de Jordan pour construire d et n.

(b) Montrer que d et n sont des polynémes en f.

310
(c) Calculer la décomposition de Dunford de A= [0 3 1
0 0 3

Exercice 49 (Résolution d’une récurrence linéaire)

Considérons la récurrence linéaire

Uy o —4u, 1 +4u, =0, uy =1, wu; =3.

A . , 9.9 U
(a) Ecrire cette récurrence sous forme matricielle X, ., = AX,, avec X, = ( ”*1).

Up,

(b) Déterminer la forme de Jordan de A.

(c) Calculer A™ et en déduire u,,.

Résumé du chapitre

e Un endomorphisme f est nilpotent si f¥ = 0 pour un certain ¥ > 1. L’indice de nilpotence
est le plus petit tel v, et il vérifie v < dim F. Le polyndéme caractéristique est X™ et le
polynéme minimal est X".

o Un sous-espace caractéristique (ou espace propre généralisé) est F(f) = Ker((f —
Ald)™). Sa dimension égale la multiplicité algébrique de A.

o L’espace E se décompose en somme directe de sous-espaces caractéristiques : £ = eSpecf) F\(f).

o Un bloc de Jordan J, () est une matrice k x k avec A sur la diagonale et des 1 sur la
sur-diagonale.

e Théoréme de Jordan : toute matrice sur C est semblable & une matrice de Jordan,
unique a ’ordre des blocs pres.

+ Le polynéme minimal est i (X) = [[.(X — A;)" ou v; est la taille du plus grand bloc
de Jordan associé a A,.
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e Une matrice est diagonalisable si et seulement si tous ses blocs de Jordan sont de taille 1.

e Le calcul des tailles des blocs se fait via les dimensions dim Ker((A — AI)*) pour
k=1,2,..

« L’exponentielle de matrice e*4 se calcule bloc par bloc via la forme de Jordan, ce qui

permet de résoudre le systeme X' = AX.

e La décomposition de Dunford f = d + n (diagonalisable + nilpotent, commutants) est
une conséquence directe de la forme de Jordan.
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®, 21

anneau, 5

commutatif, 6
application, 2
application linéaire, 37, 38
automorphisme, 44

base, 25

base canonique, 25
base duale, 51
bidual, 51
bijection, 3

caractéristique, 9
changement de base, 47
combinaison de lignes, 59
combinaison linéaire, 22
composition, 3
conservation du flux, 67
coordonnées, 25
coordonnées homogenes, 51
corps, 6

corps fini, 8

critere de base, 28

dimension, 27
invariance, 26

dimension finie, 27

droite, 66

dual, 50

dérivation, 39

déterminant, 50

endomorphisme, 38
ensemble, 1

ensemble des solutions, 58
espace de fonctions, 17
espace des matrices, 17
espace des polynomes, 17
espace des solutions, 30

173

espace des suites, 18
espace dual, 50
espace vectoriel, 16

famille génératrice, 23
famille libre, 24

famille liée, 24

forme linéaire, 50

forme échelonnée, 60

forme échelonnée réduite, 60
formule de Grassmann, 28

GL,,(K), 49
GL(E), 44
Grassmann, formule de, 28
groupe, 5
abélien, 5
groupe linéaire, 50

homomorphisme, 38
homothétie, 37

image, 40
indépendance linéaire, 24
infographie, 51
injection, 2
injectivité
application linéaire, 43

intersection de sous-espaces, 20

inégalité de Sylvester, 54
isomorphe, 43
isomorphisme, 43

Kirchhoff (lois de), 57

Kronecker-Capelli (théoreme de), 64

L(E,F), 38

lemme d’échange, 26

lemme de Steinitz, 26
Leontief (modele de), 57

loi de composition interne, 4

matrice
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augmentée, 58

d’une application linéaire, 45

des coefficients, 58

inversible, 59
matrice stochastique, 52
matrice de passage, 47
matrice de transition, 52
matrice inversible, 49
matrices semblables, 47
moindres carrés, 68
multiplication d’une ligne, 59
multiplication scalaire, 16

nilpotent, 54
nombres complexes, 8
noyau, 40

opérations élémentaires, 59
sur les lignes, 59

pivot, 60

pivot de Gauss, 61
plan, 66

polynoéme impair, 31
polyndme pair, 31
produit matriciel, 48
projecteur, 39
projection, 37

rang, 41, 63
colonne, 63
d’une famille de vecteurs, 29
ligne, 63
relation binaire, 3
relation d’ordre, 4
relation d’équivalence, 3
rotation, 37
Rouché—Capelli (théoreme de), 64
RREF, 60
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réflexion, 37

scalaire, 15
solution
triviale, 59
solution d’un systeme, 58
somme de sous-espaces, 20
somme directe, 21
sous-espace
trivial, 20
sous-espace affine, 65
sous-espace engendré, 22
sous-espace vectoriel, 18, 59
sous-espaces supplémentaires, 21
substitution arriere, 61
supplémentaire, 21
surjection, 2
surjectivité
application linéaire, 43
systeme homogene, 18
systeme linéaire, 57, 68
compatible, 58
définition, 58
homogene, 59
incompatible, 58

théoréme du rang, 30, 41
transposée, 49

variable
libre, 65
liée, 65

Vect, 22

vecteur, 16

échange de lignes, 59
élimination de Gauss, 57, 61
élimination de Gauss—Jordan, 63
équations normales, 68
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